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Bevezetés

A diplomamunkámban a mátrixjátékok tanulmányozásával foglalkozom. Célja - meg-

ismerni és elsajátítani a mátrixjátékok szimplex módszer segtségével történő megoldását.

A mátrixjátékok a játékelmélet egy része. A játékelmélet a 20. században alakult ki,

és a tudomány alapjait a magyar származású Neumann János fektette le.

Egy mátrixjáték során megfigyelhetjük azt, hogy amikor a játékos stratégiáját szeret-

nénk meghatározni, akkor egy lineáris programozási feladatot kell megoldanunk. A line-

áris programozási feladat alatt azt értjük, hogy egy lineáris függvény maximumát vagy

minimumát szeretnénk megkeresni úgy, hogy különböző korlátozások vannak megadva a

számunkra, és ezek a korlátozások szintén lineáris függvények.

A lineáris programozási feladat megoldására ismerünk egy algoritmusos módszert, a

szimplex módszert. A szimplex módszert G. B. Dantzig dolgozta ki 1947-ben. Mivel ezt a

módszert számítógép segítségével könnyen elvégezhetjük, ezért nagyon elterjedt a hasz-

nálata. A szimplex módszer algebrai átalakításokkal oldja meg a feladatot és a megoldás

során úgynevezett szimplex táblázatokat használ. Lehetővé teszi a fokozatos előrehaladást

az optimumhoz közelebb lévő megoldások irányában.

A diplomamunkámban a szimplex módszer online megoldó alkalmazását is szeret-

ném ismertetni. Ez az online-kalkulátor a mátrixjátékot lineáris programozási feladattá

redukálja, majd szimplex módszer segítségével keresi meg a mátrixjáték megoldását és a

játékosok optimális stratégiáit.

A lineáris programozás alkalmazási területe nagyon változatos. A mezőgazdaságban,

a közgazdászatban, az iparban, matematikai tudományokban és más területeken is széles-

körűen alkalmazzák.

Köszönöm Holovács József Tanár úrnak, a témavezetőmnek, hogy felkeltette a figyel-

memet a téma iránt és segítségével, hasznos tanácsaival és bizalmával segített a diploma-

munkám megírásában.
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1. fejezet

Mátrixjátékok

A játékelmélet eredetileg az elméleti matematika kicsiny részterülete volt, amely - min-

denekelőtt Neumann János tevékenysége nyomán - a közgazdaságtan, a szociológia és a

pszichológia egyik központi területévé vált [9].

A játékelmélet olyan helyzetekkel foglalkozik, amelyekben legalább két döntéshozó

(például egyén, család, vállalat, intézmény, ország, stb.) próbálja saját hasznosságfüggvé-

nyét maximalizálni. A nehézséget az okozza, hogy minden szereplő hasznosságfüggvé-

nye függ legalább egy másik szereplő döntésétől is, és a szereplők döntésüket egymástól

függetlenül hozzák [5].

Matematikai szempontból két féle játékot különböztetünk meg: szerencsejátékokat

és stratégiai játékokat. A két játékot az különbözteti meg egymástól, hogy a játékban

szereplő egyedeknek (játékosoknak, döntéshozóknak) a játék kimenetére a fenálló szabá-

lyok keretein belül van-e befolyásuk vagy nincs [1].

A játékelmélet központi területének a stratégiai játékok számítanak és szolgál a köz-

gazdaságtan legfontosabb matematikai alapjaként. Megszületését hagyományosan Neu-

mann János és Oskar Morgenstern Játékelmélet és gazdasági viselkedés című könyvének

1944-es megjelenéséhez kötik. Fő kérdésfeltevése olyan szituációk elemzése, amelyek-

ben egymással érdekellentétben álló, racionálisan cselekvő egyének hoznak döntéseket

[6].

Stratégiai játékoknak azokat a játékokat nevezzük, amelyekben a játékosoknak a já-

ték kimenetelére befolyásuk van. A játékelmélet a stratégiai játékokkal foglalkozik. A

stratégiai játékokban a játékosoknak az érdekei ellentétesek, ezek a játékok tehát mindig

valamilyen konfliktushelyzetet jelentenek. A játékban résztvevők száma szerint megkü-

lönböztetünk két-, három-, általában n-személyes játékokat. A játékosnak a játék kime-
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netelét befolyásoló tevékenységeit, döntéseit stratégiának nevezzük. A játékosok több

stratégia közül választhatnak. A stratégiák összességét stratégiahalmaznak nevezzük

[1].

A játék kimeneteleit minden játékos számára egy függvénnyel az ún. kifizetőfügg-

vénnyel jellemezhetjük. Minthogy a játék kimenetelét a játékosok által választott stra-

tégiák határozzák meg, ezért az i-edik játékos esetében a kifizetőfüggvény jelölésére a

Ki(s1, s2, ..., sn) jelölést használjuk, ahol si ∈ Si(i = 1, 2, ..., n) az i-edik játékos vá-

lasztott stratégiája, Si pedig az i-edik játékos stratégiahalmaza. A kifizetőfüggvény ér-

telmezési tartománya általában a stratégiahalmazok S1 x S2 x ... x Sn direkt szorzata,

értékkészlete pedig a valós számok valamilyen részhalmaza [1].

A játék lehet determinisztikus és sztochasztikus, attól függően, hogy a játékosok

által választott stratégiák a kifizetőfüggvények értékeit egyértelműen vagy bizonyos va-

lószínűséggel határozzák meg [1].

A játékelméletben mindig feltételezzük, hogy minden játékos ismeri az összes többi

játékos stratégiahalmazát és kifizetőfüggvényét. A játék során az egyes játékosok straté-

giáikat egymástól függetlenül választják meg, azaz egyik játékos sem tudja előre, hogy

a többi játékos az adott játékhoz stratégiahalmazából melyik stratégiát választja. Felté-

telezve azt, hogy a játék során a játékostársak jól fogják stratégiájukat megválasztani,

akkor természetesen mondható a játékosoknak biztonságra való törekvése a játék kime-

netelét illetően. A játékosok biztonságra, egyensúlyhelyzetre való törekvése olyan straté-

giák kiválasztását jelenti, amelynél jobbat egyik játékos sem választhat, feltéve, hogy a

többi játékos az egyensúlyhelyzetnek megfelelő stratégiát játssza. Az egyensúlyhelyzet-

nek megfelelő stratégiákat egyensúlyi stratégiáknak nevezik. Az egyensúlyi stratégiák

együttesére az egyensúlypont elnevezés is használatos [1].

Definiáljuk a játékelmélet alapfogalmát, az egyensúlyi stratégiákat, amelyeket beve-

zetőjéről NASH-féle egyensúlypontnak is szoktak nevezni.

1.1. Definíció. Egy játék egyensúlypontján olyan s∗1, s
∗

2, . . . , s
∗

n stratégiákat értünk, ame-

lyekre i = 1, 2, . . . , n esetén

Ki(s
∗

1, . . . , s
∗

i−1, s
∗

i , s
∗

i+1, . . . , s
∗

n) ≧ Ki(s
∗

1, . . . , s
∗

i−1, si, s
∗

i+1, . . . , s
∗

n)

minden si ∈ Si stratégiára fennáll [1].

A játékelmélet alapfeladata az egyensúlypont, más szóval az egyensúlyi, biztonsági

stratégiák együttesének meghatározása.
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Ha létezik olyan c állandó, hogy minden si ∈ Si esetén
∑n

i=1 Ki(s1, s2, . . . , sn) =

= c, akkor a játékot konstansösszegűnek nevezzük. A c = 0 speciális esetben a játék

zérusösszegű [1].

Az egyensúlyi stratégiákhoz tartozó kifizetőfüggvény-értékek összességét, azaz a

Ki(s
∗

1, s
∗

2, . . . , s
∗

n)(i = 1, 2, . . . , n)

értékeket a játék értékének nevezzük és v1, v2, . . . , vn − el jelöljük [1].

A gyakorlatban nagyon sok konfliktushelyzet kétszemélyes játékként modellezhető.

A kétszemélyes, véges sok stratégiahalmazzal rendelkező játék táblázattal megadható,

tehát a játékosok kifizetőfüggvénye egy-egy mátrixszal jellemezhető. Mivel a játék két

mátrixszal megadható ezért a véges, kétszemélyes játékokat bimátrix játékoknak szokás

nevezni. Ha egy bimátrixjáték zérusösszegű A + B = 0, azaz B = -A, akkor a játékot

mátrixjátéknak nevezzük [1].

A mátrixjátékok a játékelmélet egy része.

Mátrixjátékok alatt olyan kétszemélyes, zérusösszegű játékokat értünk, amelyekben

a játékosoknak véges sok stratégiájuk van. Legyen a P1 játékosnak m, a P2 játékosnak

pedig n stratégiája. A játékosok kifizetőfüggvény-értékeit, nyereségeit egy A mátrixszal

jellemezzük és kifizetőmátrixnak vagy kifizetési mátrixnak nevezzük. A P1 játékos

stratégiáit az A mátrix soraival, a P2 játékos stratégiáit pedig az A mátrix oszlopaival

jellemezzük. Az A mátrix elemei a P1 játékos nyereségét jelentik. Mivel a játék zérus-

összegű, így a P2 játékos nyereségét az A mátrix elemeinek (−1)-szerese jelenti. Tehát

az aij mátrixelem a P1 játékos nyeresége, illetve a P2 játékos vesztesége, ha a P1 játékos

az i-edik, a P2 játékos pedig a j-edik stratégiáját játssza. Az aij < 0 természetesen a P1

számára veszteséget, a P2 számára pedig nyereséget jelent [1].

1.1. A mátrixjáték egyensúlyi pontja vagy nyeregpontja

1.2. Definíció. Egy mátrixjáték egyensúlypontján olyan (i∗, j∗) stratégiapárt értünk, amely-

re az alábbi úgynevezett egyensúlyi összefüggés minden (i, j) stratégiapárra fennáll :

aij∗ ≦ ai∗j∗ ≦ ai∗j

Ezen definíció szerint mátrixjáték esetén az (i∗, j∗) stratégiapár meghatározása azt je-

lenti, hogy meg kell keresni a kifizetőmátrix azon pontját, amely egyúttal a sorának leg-

kisebb és az oszlopának legnagyobb eleme. Ez a pont egy nyeregfelület azon pontjaként
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fogható fel, amely az egyik irányban a legmélyebben, a másik irányban a legmagasabban

helyezkedik el. Ezen geometriai analógia alapján szokás az egyensúlypontot nyeregpont-

nak, az egyensúlyi stratégiákat pedig nyeregponti stratégiáknak is nevezni [1].

A nyeregpontot a következő ábrán szemléltethetjük:

1.1. ábra.

1.2. Maximin és minimax stratégiák

Mivel a játék zérusösszegű, így az ellenfelek csak egymástól nyerhetnek, ezért mindegyik

számíthat a másik legjobb ellenlépésére. A játékosok nem vállalnak kockázatot a nagyobb

nyereség reményében és az ellenfél hibáira sem spekulálnak, tehát biztonságra töreksze-

nek.Képzeljük magunkat a P1 játékos helyébe és próbáljuk meghatározni a számunkra

legkedvezőbb stratégiát. Minden sor választása esetén meg tudja mondani, hogy legalább

mennyi nyeresége lesz (ez a sor minimuma). Végül azt az i0 stratégiát fogja választani,

amelynél a sorminimumok értéke a legnagyobb. Általánosan felírva ez azt jelenti, hogy a

P1 játékos keresi a

max
i

min
j

aij

értéket, vagyis a sorminimumok közül a legnagyobbat. Ha ezt az i0 stratégia választása

esetén találja meg, akkor ezt játszva legalább

max
i

min
j

aij
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nyereséget tud magának biztosítani, akárhogyan is játszik a P2 játékos. Ezt az i0 stra-

tégiát a P1 játékos maximin stratégiájának nevezzük [1].

Hasonlóan, ha a P2 játékos a j-edik stratégiát (oszlopot) választja, akkor az oszlopma-

ximumnál többet nem veszíthet és azt a j0 stratégiát keresi, amelynél az oszlopmaximu-

mok értéke a legkisebb. Ha ezt a j0 stratégiánál éri el, akkor ezt játszva vesztesége nem

lehet nagyobb, mint

min
j

max
i

aij

akárhogyan is játszik a P1 játékos. Ezt a j0 stratégiát a P2 játékos minimax stratégi-

ájának nevezzük [1].

1.3. A nyeregpont és a minimax, maximin stratégiák kap-

csolata

1.1. Tétel. (maximin, minimax egyenlőtlenség)

Minden mátrixjáték esetén fennáll, hogy

max
i

min
j

aij ≦ min
j

max
i

aij

A következő tétel választ ad arra, hogy az előbb meghatározott maximin és minimax

stratégiák mikor tekinthetők egyensúlyi stratégiáknak, vagy más szóval nyeregpontnak.

1.2. Tétel. (egyensúlyi stratégia és a maximin, minimax stratégiák kapcsolata)

Egy mátrixjátéknak akkor és csak akkor van nyeregpontja, ha

max
i

min
j

aij = min
j

max
i

aij

a játék értéke a közös érték, azaz

v = max
i

min
j

aij = min
j

max
i

aij

Az utóbbi tétel szerint tehát a maximin és a minimax stratégiák akkor tekinthetők egyen-

súlyi stratégiáknak (nyeregpontnak), ha a sorminimumok maximuma megegyezik az

oszlopmaximumok minimumával [1].

A tételeket egyszerűen beláthatjuk. Jelölje

α = max
i

min
j

aij
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a sorminimumok maximumát és ez legyen valahol az i0 sorban, hasonlóan jelölje

β = min
j

max
i

aij

az oszlopmaximumok minimumát és ez legyen valahol a j0 oszlopban. Az i0 sorbeli

és j0 oszlopbeli elem ai0j0 .

Az α érték az i0 sorban a legkisebb elem, így írható, hogy

α ≦ ai0j0 ,

a β érték a j0 oszlopban a legnagyobb elem, így írható, hogy

β ≧ ai0j0 .

Az utóbbi két egyenlőtlenséget egybevetve azt kapjuk, hogy

α ≦ ai0j0 ≦ β,

amiből α ≦ β adódik, ez pedig az első tétel állításával azonos.

Ha α = β = ai0j0 , akkor az ai0j0 érték az i0 sor legkisebb eleme, tehát

ai0j0 ≦ ai0j minden j indexre,

ugyanakkor az ai0j0 értéke a j0 oszlop legnagyobb eleme, tehát

ai0j0 ≧ aij0 minden i indexre.

Összevetve a két utóbbi egyenlőtlenséget, az alábbi adódik

aij0 ≦ ai0j0 ≦ ai0j minden i, j indexre.

Ez pedig a nyeregpont definíciójának felel meg. Az is látható, hogy α = β esetén a

maximin és minimax stratégiák az egyensúlyponti (nyeregponti) stratégiáknak felelnek

meg és a játék értéke az v = α = β = ai0j0 közös érték [1].
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1.4. Tiszta és kevert stratégiák

Ha a játékot sokszor lejátsszák, akkor mindegyik játékosnak érdekében áll a viszonylag

jó stratégiákat játékról játékra változtatni, hogy ezáltal a többieknek nyújtott információt

csökkentse. Ha valamilyen determinisztikus szabály szerint választja meg a játékos a stra-

tégiáit, akkor hamar kiismerik. Célszerű tehát a stratégiahalmazán egy eloszlást definiál-

ni és e szerint az eloszlás szerint véletlenül megválasztani a játék konkrét realizálásakor

választandó stratégiáit. Ebben az esetben a játékosokat nem az egyes játékokban adódó

kifizetéseik (nyereségeik) érdeklik elsősorban, hanem a nyereségeik átlaga, várható érté-

ke. Ezzel egy új játékot definiáltunk, amelyben a játékosok stratégiahalmazai az eredeti

stratégiákon értelmezett eloszlások halmaza lesz, a játékosok kifizetőfüggvényei pedig az

eredeti kifizetőfüggvényeknek a játékosok által választott eloszlásokra vonatkozó várható

értéke. Az így definiált stratégiákat kevert stratégiáknak nevezzük [1].

1.3. Definíció. Kevert stratégiáról vagy súlyozott stratégiáról beszélünk, ha a játék során

változtatják a játékosok a stratégiát [2].

A kevert stratégiák fogalmát Neumann János vezette be először. A játékosok eredeti

stratégiáit tiszta stratégiának nevezzük [1].

1.4. Definíció. Tiszta stratégiának nevezzük a játékos stratégiáját, ha a játékban egy osz-

lopot vagy egy sort választ a játékos és végig ezzel a stratégiával játszik [2].

Optimális tiszta stratégia, ha van a játéknak nyeregpontja. Ha egyensúlypont nem

létezik, akkor a játékosok a stratégiájuk váltogatásával próbálják növelni a nyereségüket

[2].

Jelölje a P1 játékos kevert stratégiáját y1, y2, . . . , ym; a P2 játékos kevert stratégiáját

pedig x1, x2, . . . , xn, ahol

x1, x2, . . . , xn ≧ 0, x1 + x2 + . . .+ xn = 1

y1, y2, . . . , ym ≧ 0, y1 + y2 + . . .+ ym = 1

A kevert stratégiákat tehát egy vektorral lehet leírni. Az yi például azt jelenti, hogy a

P1 játékos a játéksorozatban az i-edik tiszta stratégiáját yi valószínűséggel játssza.

Ezekután már csak az új kifizetőfüggvényeket kell meghatározni és már alkalmazhat-

juk is az új játékra a megadott egyensúlyi stratégia definícióját [1].

A P1 játékos várható nyereségét (kifizetőfüggvény-értékét) a várható érték definíci-

ója alapján az alábbiak szerint számíthatjuk ki :
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∑m

i=1

∑n

j=1 yiaijxj = yAx.

A P2 játékos várható vesztesége nyilvánvalóan ugyanennyi [1].

1.5. Definíció. (kevert egyensúlyi stratégia)

A játékosok kevert egyensúlyi stratégiái alatt azt az x∗, y∗ kevert stratégiákat értjük,

amelyekre az alábbi egyensúlyi vagy nyeregponti összefüggés minden x, y kevert stratégi-

ára fennáll :

yAx∗ ≦ y∗Ax∗ ≦ y∗Ax.

Az y∗Ax∗ várható értéket a játék értékének nevezzük és v-vel jelöljük. A v érték a P1

játékos várható nyereségét, illetve a P2 játékos várható veszteségét jelenti, ha mindegyik

játékos a kevert egyensúlyi stratégiát játssza.

A kevert stratégiás esetben a tiszta stratégiás esethez hasonló összefüggéseket írhatunk

fel, hisz az egyik a másiknak speciális esete. Itt is definiálhatók a maximin és minimax

stratégiák. Az egyensúlyhelyzet keresésében akkor jár el ésszerűen a P1 játékos, ha igyek-

szik a maga számára a legnagyobb átlagos nyereséget biztosítani az ellenfél legjobb játéka

esetére is. Ha a P1 játékos valamely y stratégiáját alkalmazza, akkor nyereményének vár-

ható értéke legalább az yAx értékek P2 játékos stratégiáinál vett minimuma lesz. A P1

játékos azt az y0 stratégiát fogja játszani, amelyre ez a minimum érték a legnagyobb lesz.

A P1 játékos y0 stratégiáját maximin stratégiának nevezzük és ezt játszva legalább

max
y

min
x

yAx

várható nyereséget tud magának biztosítani. Hasonlóan, ha a P2 játékos az x0 mini-

max stratégiáját játssza, akkor legfeljebb

min
x

max
y

yAx

várható vesztesége lesz [1].

1.3. Tétel. (maximin, minimax egyenlőtlenség)

Minden mátrixjáték esetén fennáll, hogy

max
y

min
x

yAx ≦ min
x

max
y

yAx
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1.4. Tétel. (egyensúlyi stratégia és a maximin, minimax stratégiák kapcsolata)

Egy mátrixjátéknak akkor és csak akkor van nyeregpontja, ha

max
y

min
x

yAx = min
x

max
y

yAx

a játék értéke a közös érték, azaz

v = max
y

min
x

aij = min
x

max
y

yAx[1]
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2. fejezet

Mátrixjátékok megoldása

1. Egy varrócég tömeges gyártáshoz egy új ruházati modellt tervez. A modell iránti

igényt nem lehet pontosan meghatározni. Azonban feltételezhető, hogy az értéket

három lehetséges állapot jellemzi: (I, II, III). Ezeket az állapotokat figyelembevé-

ve ennek a modellnek három lehetséges gyártását elemezzük: (A, B, C). Mindegyik

változat saját költséggel rendelkezik és végül eltérő hatást nyújt. A nyereséget (ezer

rubel), amelyet a vállalkozás kap a modell gyártási mennyiségére és a kereslet meg-

felelő állapotára a következő mártix határozza meg:

A

B

C

















I II II

22 22 22

21 23 23

20 21 24

















Keressük meg a ruházati modell gyártásának mennyiségét, biztosítva az átlagos

nyereséget, figyelembe véve a keresleti állapotot [7]!

Megoldás:

Először is ellenőrizzük, hogy az eredeti mátrixnak van-e nyeregpontja. Ehhez meg-

keressük minden sor legkisebb elemét (22, 21, 20) és minden oszlop legnagyobb

elemét (22, 23, 24). A sorban a legkisebb elemek közül a legnagyobb: α = 22, az

oszlopok legnagyobb elemei közül a legkisebb: β = 22. Így α = β = 22, vagy-

is a játék értéke - 22. A játéknak van nyeregpontja, a ruházati modell gyártásának

első változata lesz a megfelelő. A modell gyártásának állapota, amely megfelelő

az adott változatban, 22 ezer rubel nyereséget biztosít a kereslet bármely feltétele

mellett [7].
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2. Keressük meg az adott mátrixban az A és B játékos stratégiáját és a játék értékét!

(képlet segítségével és grafikusan) [11]

A =





3 5 2 0

6 −1 3 5





Megoldás:

Megkeressük az első játékos legjobb stratégiáját. Minden sor legkisebb eleme:

α1 = 0, α2 = −1. Ezek közül a legnagyobb: α = 0. Ez lesz a játék alsó érté-

ke.

Hasonlóan járunk el a második játékosnál is. Az oszlopok legnagyobb elemei: β1 =

= 6, β2 = 5, β3 = 3, β4 = 5. Ezek közül a legkisebb: β = 3. Ez lesz a játék felső

értéke.

Mivel a játék alsó és felső értéke eltérő, a játéknak nincs megoldása tiszta stratégiák

esetén, a játék értéke 0 és 3 között van.

A mátrixból kitöröljük a hátrányos stratégiákat. Mivel a B1 oszlop minden eleme

nagyobb a B3 oszlop elemeitől, ezért a B1 oszlopot kitöröljük. Így a következő

mátrixot kapjuk:

A =





5 2 0

−1 3 5





Most keresünk megoldást a játékra kevert stratégiákkal.

Kiszámoljuk az első játékos átlagos nyereményét, ami attól függ, hogy hogyan al-

kalmazza a saját kevert stratégiáját, a második játékos pedig a saját tiszta j-edik

stratégiáját.

Mj(x1) = (a1j − a2j)x1 + a2j .

Kapjuk:

M1(x1) = (a11 − a21)x1 + a21 = 6x1 − 1,

M2(x1) = (a12 − a22)x1 + a22 = −x1 + 3,

M3(x1) = (a13 − a23)x1 + a23 = −5x1 + 5.

Az egyeneseket derékszögű koordinátarendszerben ábrázoljuk:
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2.1. ábra.

Mivel a második játékos célja az első játékos nyereményének minimalizálása a stra-

tégiák kiválasztásával, így a legalsó szakaszokat vesszük.

Az első játékos célja, hogy maximálizálja a nyereményét kiválasztva x1-et, ezért a

legmagasabb pontot választjuk ki, az M pontot.

A stratégiák azon vonalai, amelyek metszéspontja az M pontot képezi, a B játé-

kos aktív stratégiája, ebben az esetben B1 és B3. Ily módon a játék egy 2x2 játék,

melynek mátrixa:

A =





5 0

−1 5





Megkeressük az optimális stratégiát :

6x1 − 1 = −5x1 + 5 = v,

x1 + x2 = 1.

x1 =
6
11
; x2 =

5
11
; v = 25

11
;

Megkeressük a második játékos stratégiáját :

5q1 + 0q2 = v = 25
11

⇒ q1 =
5
11
, q2 =

6
11

.

Felelet: P ∗ = ( 6
11
; 5
11
); Q∗ = (0; 5

11
; 0; 6

11
). A játék értéke: v = 25

11
[11].

3. Négy féle készlet létezik, amelyet a befektető beszerezhet : A1, A2, A3, A4. A kész-

let hozama függ a gazdaság állapotától. Három lehetőséget mérlegelnek a jövőbeli

gazdasági állapotról : válságos (C3), közepesen virágzó (C2), gyorsan növekvő (C1).

A készlet jövedelmét a gazdasági állapottól függően a következő táblázat mutatja :
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Készlet C1 C2 C3

A1 10 7 0

A2 20 0 -3

A3 30 -5 -10

A4 25 0 -20

2.1. táblázat.

Feladat : Válassza ki az optimális stratégiát, azaz döntsön arról, hogy melyik kész-

letet kell megvásárolnia a befektetőknek [8].

A feladatot egy online-kalkulátor segítségével fogjuk megoldani. A következő on-

line kalkulátort használjuk: http://www.math-pr.com/game_theory_2.php. A kal-

kulátor segítségévél meg tudjuk határozni a játék alsó és felső értékét, és megkeres-

sük mindkét játékos optimális stratégiáját. Szükség esetén az alkalmazás grafikus

módszerrel oldja meg a feladatot.

Megoldás:

A mátrixjáték a következő kifizetési mátrixszal van megadva:

"A" stratégia

A1

A2

A3

A4





























"B" stratégia

B1 B2 B3

10 7 0

20 0 −3

30 −5 −10

25 0 −20





























Keressük meg:

- a játék felső értékét ;

- a játék alsó értékét ;

- a játék értékét ;

- a játékosok optimális stratégiáját.

1. lépés

Meghatározzuk a játék alsó értékét - α
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A játék alsó értéke α - ez a maximális nyereség, amelyet garantálni tudunk ma-

gunknak, egy ésszerű ellenféllel szemben, ha a játék során egy és csak egy stratégiát

alkalmazunk (ezt a stratégiát "tisztának" nevezzük).

A kifizetési mátrix minden sorában megkeressük a minimális (legkisebb) elemet,

majd megkeressük ezek közül a maximális (legnagyobb) elemet (jelöljük *-al).

"B" stratégia

"A" stratégia B1 B2 B3 Sor minimumai

A1 10 7 0 0∗

A2 20 0 -3 -3

A3 30 -5 -10 -10

A4 25 0 -20 -20

2.2. táblázat.

A játék alsó értéke: α = 0, és azért, hogy a nyereményünk ne legyen kisebb, mint

0, az A1 stratégiát kell alkalmaznunk.

2. lépés

Meghatározzuk a játék felső értékét - β

A játék felső értéke β - ez a minimális veszteség, amit garantálni tud magának a "B"

játékos, egy ésszerű ellenféllel szemben, ha a játék során egy és csak egy stratégiát

alkalmaz.

A kifizetési mátrix minden oszlopában megkeressük a maximális (legnagyobb) ele-

met, és megkeressük ezek közül a minimális (legkisebb) elemet.

"B" stratégia

"A" stratégia B1 B2 B3 Sor minimumai

A1 10 7 0 0∗

A2 20 0 -3 -3

A3 30 -5 -10 -10

A4 25 0 -20 -20

Oszlop maximumai 30 7 0+

2.3. táblázat.
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A játék felső értéle : β = 0, és ahhoz, hogy vesztesége ne legyen roszabb, mint 0, a

B3 stratégiát kell alkalmaznia.

3. lépés

Hasonlítsuk össze a játék alsó és felső értékét. A mi esetünkben ezek egybeesnek,

α = β = 0. Ez azt jelenti, hogy a játéknak tiszta stratégiákban van megoldása.

Az "A" játékos optimális stratégiája az A1 lesz, a "B" játékos optimális stratégiája

a B3. Nem nehéz belátni, hogy a kifizetési mátrixban a tiszta optimális stratégiák

metszéspontjában található elem az egyszerre lesz a sor minimuma és az oszlopok

maximuma. Az ilyen elemet nevezzük nyeregpontnak, és megléte adja meg, hogy a

játéknak a megoldása tiszta stratégiákban van, és az értéke egybeesik a játék érté-

kével.

Felelet: a játék alsó értéke, felső értéke és értéke: α = β = v = 0. Az optimális

stratégiapár: A1B3.
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3. fejezet

Lineáris programozási feladat. A

szimplex módszer.

A lineáris programozás - korlátozottan rendelkezésre álló gazdasági erőforrások lehető

legjobb (optimális) elosztása egymással versenyző tevékenységek között a minél nagyobb

gazdasági haszon elérése érdekében [2].

A lineáris szó arra utal, hogy a modellben szereplő függvények mindegyike lineáris.

A programozás szó itt nem a számítógépes programozásra utal, hanem inkább a tervezés

szinonimájaként szerepel [2].

Két alapvető módszer van a lineáris programozási feladatok megoldására: az első a

geometriai módszer, a második az algoritmikus módszer, amely a lineáris algebrát hasz-

nálja fel [4]. Ha a feladat kétváltozós, akkor meg tudjuk oldani grafikus módszerrel. A

feladatok megoldását az jelenti, hogy kiválasztjuk a lehetséges megoldások halmazából

az optimális programot [2].

A gyakorlatban nemcsak két, hanem jóval több változót is tartalmazhatnak a felada-

tok és a feltételek száma is jóval nagyobb lehet. Ilyen esetben a grafikus módszer nem

alkalmas a feladatok megoldására, más módszert kell alkalmaznunk. Ha a változók és a

feltételek száma igen nagy, akkor csak számítógéppel érhetünk el eredményt [2].

A szimplex módszer a lineáris programozási feladat legismertebb és legfontosabb

megoldó algoritmusa [3]. Ez az algoritmus megadja a kritériumokat, amelyek lehetővé

teszik annak könnyű megállapítását, hogy az adott megoldás optimális-e, valamint lehe-

tővé teszik a fokozatos előrehaladást vakon, de mindig a rosszabb megoldásoktól a jobb,

azaz az optimumhoz közelebb levő megoldások irányában. Ily módon a "próbák" száma

jelentősen lecsökken és gyorsabban eljutunk az optimális megoldáshoz [4].
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Mind kézi, mind a számítógépi megoldáshoz az szükséges, hogy a feladatot megfele-

lő matematikai formába öntsük. A gazdasági feladattól függően különböző matematikai

modelleket fogalmazhatunk meg [2].

3.1. Lineáris programozási feladat általános megfogalma-

zása

3.1. Definíció. Olyan matematikai programozási feladatot nevezünk lineáris programo-

zási feladatnak, amelyekben az L halmazt meghatározó feltételek első fokú egyenletek és

egyenlőtlenségek, a célfüggvényük lineáris, és a bennük szereplő változók valós számér-

téket vehetnek fel [2].

Jelölje n egy gazdasági szervezet tevékenységeinek, m az erőforrásainak számát,

x1, x2, . . . , xj, . . . , xn a tevékenységek terjedelmét, (melyek értelemszerűen csak nem-

negatívak lehetnek),

b1, b2, . . . , bi, . . . , bm az erőforrások kapacitását,

aij a j-edik tevékenység fajlagos szükségletét az i-edik erőforrásból,

c1, c2, . . . , cj, . . . , cn a tevékenységek fajlagos gazdasági eredményét,

akkor a gazdasági szervezet tevékenysége a következő modellel határozható meg:

Az

a11x1 + a12x2 + . . . a1jxj + . . . a1nxn ≤ b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2jxj + . . .+ a2nxn ≤ b2
...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amjxj + . . .+ amnxn ≤ bm

feltételrendszer mellett keressük az

f(x) = c1x1 + c2x2 + . . .+ cjxj + . . .+ cnxn

lineáris függvény, az ún. célfüggvény maximumát [2].

Vektor- és mátrixszimbólumokkal feladatunk sokkal tömörebben írható fel. Így meg-

oldandó az
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a) x ≥ 0

b) A · x ≤ b (vagy =,≥)

c) z = cT · →extrém

x

feladat [2].

3.2. Lineáris programozás matematikai modelljei

3.2.1. Maximumfeladat

3.2. Definíció. Maximumfeladatról akkor beszélünk, ha egyenlőtlenségei ≤ értelműek és

a célfüggvény maximuma jelenti az optimumot.

alapforma kanonikus forma

a) x ≥ 0 x ≥ 0, u ≥ 0

b) A · x ≤ b A · x+ u = b

c) z = cT · x → max. z = cT · x → max.
A kanonikus alak abban különbözik az alapfeladatokban megadott formákétól, hogy

bevezeti az u ún. hiányváltozókat, melyeket duál változóknak is szokás nevezni [2].

3.2.2. Minimumfeladat

3.3. Definíció. Egy modellt akkor nevezünk minimumfeladatnak, ha egyenlőtlenségei ≥

értelműek és a célfüggvény minimuma jelenti az optimumot.

alapforma kanonikus alak

a) x ≥ 0 x ≥ 0, v ≥ 0

b) A · x ≥ b A · x− v = b

c) z = cT · x → min. z = cT · x → min.
A v változót többletváltozónak nevezzük [2].

3.2.3. Normálfeladat

3.4. Definíció. Egy maximumfeladatot normálfeladatnak nevezzük akkor, ha b ≥ 0 felté-

tel is teljesül [2].

26



alapforma kanonikus forma

a) x ≥ 0, b ≥ 0 x ≥ 0, u ≥ 0, b ≥ 0

b) A · x ≤ b A · x+ u = b

c) cT · x → max. cT · x → max.

3.2.4. Módosított normálfeladat

3.5. Definíció. Egy modellt módosított normálfeladatnak nevezzük, ha egyenlőtlenségei

≤ értelműek, tartalmaz egyenleteket és célfüggvény maximumát keressük, továbbá a b1 és

b2 vektorok minden koordinátája nemnegatív [2].

alapforma kanonikus forma

a) x ≥ 0, b1 ≥ 0, b2 ≥ 0 x ≥ 0, u ≥ 0, b1 ≥ 0, b2 ≥ 0

b) A1 · x ≤ b1 A1 · x+ u = b1

A2 · x = b2 A2 · x = b2

c) z = cT · x → max. z = cT · x → max.

3.2.5. Általános feladat

3.6. Definíció. Egy lineáris modellt általános feladatnak nevezünk, ha feltételei között a

kapacitások (b) nemnegativitása mellett ≥ relációk is szerepelnek és maximum a cél [2].

alapforma kanonikus forma

a) x ≥ 0 x ≥ 0, u ≥ 0, v ≥ 0,

b) A1 · x ≤ b1, b1 ≥ 0 A1 · x+ u = b1, b1 ≥ 0

A2 · x = b2, b2 ≥ 0 A2 · x = b2, b2 ≥ 0

A3 · x ≥ b3, b3 ≥ 0 A3 · x− v = b3, b3 ≥ 0

c) z = cT · x → max. z = cT · x → max. [2]

3.3. Lineáris modellek megoldásának numerikus módsze-

rei

3.3.1. Normálfeladat megoldása

Foglaljuk össze a vektor-, mátrixszimbólumokkal megadott
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a) x ≥ 0, b ≥ 0

b) A · x ≤ b

c) z = cT · x → max.

normálfeladatról mondottakat [2].

3.7. Definíció. A feladat lehetséges megoldásainak nevezzük azokat az x vektorokat, ame-

lyekre A · x ≤ b és x ≥ 0 feltételek teljesülnek. Ezt a következőképpen írhatjuk le a

halmazelmélet jeleivel:

L = {x/A · x ≤ b; x ≥ 0} [2]

3.8. Definíció. A feladat optimális megoldásának nevezzük az L-nek azon x0 vektorait,

amelyekre cT · x0 ≥ cT · x, ∀x ∈ L teljesül, azaz

L0 = {x0/x0 ∈ L és cTx0 ≥ cTx, ∀x ∈ L} [2]

3.9. Definíció. Bázismegoldásnak nevezünk minden olyan xβ vektort, amely eleme az L

halmaznak és az A mátrixnak az xβ pozitív komponenseihez tartozó oszlopvektorai lineá-

risan független rendszert alkotnak [2].

Keresünk numerikus módszert az L0 meghatározására.

A többváltozós lineáris programozási feladatok numerikus megoldásánál következők-

re támaszkodhatunk, figyelembe véve a lineáris algebrában tanultakat :

1. Az L lehetséges megoldások halmaza konvex. Ezért: ha a z = cT · x célfüggvény az

L halmaz valamely x0 pontjában felveszi szélső értékét, akkor biztosan felveszi egy

csúcspontjában is.

2. Az L halmaz csúcspontjait az A · x + u = b egyenletrendszer bázismegoldásaiból

határozhatjuk meg az x ≥ 0 ; u ≥ 0 feltételek figyelembevételével [2].

Ennek megfelelően nézzük a következő maximumfeladatot :

a) x1, x2 ≥ 0

b) 2x1 + 4x2 ≤ 160

3x1 + 2x2 ≤ 120

2x1 ≤ 60

c) z = 60x1 + 80x2 → maximum
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Alakítsuk át a feladatot :

2x1 + 4x2 + u1 = 160

3x1 + 2x2 + u2 = 120

2x1 + 0x2 + u3 = 60

Oldjuk meg a lineáris algebrában tanult szimplex táblázat segítségével [2].

B0 x1 x2 u1 u2 u3 b

e1 2 4 1 0 0 160

e2 3 2 0 1 0 120

e3 2 0 0 0 1 60

3.1. táblázat.

Ha u1, u2 vagy u3 oszlopában választunk generáló elemet, akkor u1, u2, u3-hoz

tartozó vektorok úgy kerülnek a bázisba, hogy a táblázat más elemei nem változnak

meg, azaz

x1 x2 b

u1 2 4 160

u2 3 2 120

u3 2 0 60

3.2. táblázat.

lesz. Ezért a normálfeladatok tárgyalásánál ezt tekintjük indulótáblázatnak.[2].

Így kimondhatjuk:

3. A normálfeladat indulótáblázatában, a B0 bázisban az u duál változók szerepelnek.

Így a normálfeladat induló szimplex táblázata a következő :
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B0 xT

u A b

z cT 0

3.3. táblázat.

ahol :

xT a primális változók sorvektora,

A az egyenlőtlenségrendszer együtthatóinak mátrixa,

cT a célfüggvény együtthatóinak sorvektora,

u duális változók vektora,

b kapacitások vektora [2].

4. A szimplex táblázatból a következők olvashatók ki:

a.) A bázisban lévő változók értékei mindig az utolsó oszlopban olvashatók le.

b.) A bázisban nem lévő változók értékei nullák.

c.) A jobb alsó sarokban mindig a program célértékének -1-szerese olvasható le.

5. A feladat bázismegoldásait oszlopvektor transzformációval állíthatjuk elő [2].

Ezen ismeretek birtokában oldjuk meg a már említett feladatot.

a) x1, x2 ≥ 0

b) 2x1 + 4x2 ≤ 160

3x1 + 2x2 ≤ 120

2x1 ≤ 60

c) z = 60x1 + 80x2 → max.

Az induló szimplex táblázat :
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B0 x1 x2 b

u1 2 4 160

u2 3 2 120

u3 2 0 60

−z 60 80 0

3.4. táblázat.

Az indulótáblázatból egy lehetséges megoldás olvasható le:

x1 = 0 u1 = 160

x2 = 0 u2 = 120 z = 0.

u3 = 60

Az új bázisvektor az L lehetséges megoldási halmaz egy új csúcspontját jelenti. Ezt a

báziscserével határozhatjuk meg. De nekünk az kell, hogy biztosan tudjuk, melyik csúcs-

pont adja az optimális megoldást, ha van [2].

Ezt a következő módon érhetjük el :

1. Pozitív célelem felett választunk generáló elemet. (Ezzel biztosítjuk, hogy a cél-

függvény értéke növekszik).

2. Pozitív számot választunk generáló elemnek (aij ≥ 0).

3. Szűk keresztmetszetnél választunk generáló elemet.

(min bi
aij

, aij ≥ 0)

4. Végrehajtjuk az elemcserét a következőképpen:

a.) A generáló elem helyébe annak reciprokát írjuk.

b.) A generáló elem új sorát úgy kapjuk meg, hogy a régi sorát szorozzuk a generáló

elem reciprokával.

c.) A generáló elem új oszlopát úgy kapjuk meg, hogy a régi oszlop elemeit szoroz-

zuk a generáló elem reciprokának -1-szeresével.

d.) A táblázat többi elemét az ismert bázistranszformációval határozzuk meg [2].

5. Optimális megoldást kapunk, ha
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a.) az utolsó sor elemei (cj − k) nem pozitívak.

(a célfüggvény értéke tovább már nem növekszik) és

b.) az utolsó oszlop elemei nem negatívak

(a megoldások sem negatívak) [2].

Az elmondottakat kövessük végig a kijelölt feladaton:

Jelöljük B0-val az induló szimplex táblázatot, B1, B2 stb. a javított táblázatokat.

B0 x1 x2 b

u1 2 4 160

u2 3 2 120

u3 2 0 60

z 60 80 0

3.5. táblázat.

A B0 táblázatban leolvasható egy lehetséges megoldás:

x1 = 0 u1 = 160

x2 = 0 u2 = 120

z = 0 u3 = 60

Generáló elemet az x2 oszlopban választunk, mert a z sorában itt van a legnagyobb

pozitív szám. Megállapíthatjuk a szűk keresztmetszetet. Az utolsó oszlop elemeit osszuk

el az x2 oszlop megfelelő elemével. A legkisebb hányadost adó elem lesz a generáló elem.

Tehát 4 lesz a generáló elem [2].

Új bázisra térünk rá, x2 és u1 helyet cserél :

B1 x1 u1

x2

u2

u3

−z

3.6. táblázat.

B1 táblázat kitöltése:

- A generáló elem helyébe annak reciproka kerül.
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- A generáló elem új sora: a generáló elem régi sorának elemeit szorozzuk meg a generáló

elem reciprokával.

- A generáló elem új oszlopa: a régi oszlop elemeit szorozzuk meg a generáló elem re-

ciprokának -1-szeresével.

- A többi elemet a bázistranszformációnál megismertek szerint számítjuk [2].

Tehát a B1 táblázat a következőképpen néz ki :

B1 x1 u1

x2
1
2

1
4

40

u2 2 −1
2

40

u3 2 0 60

−z 20 -20 -3200

3.7. táblázat.

Egy lehetséges megoldás:

x1 = 0 u1 = 0

x2 = 40 u2 = 40

u3 = 60

z = 3200

A programot még javíthatjuk, mert az utolsó sorban van pozitív elem és van felette

pozitív szám, amelyet generáló elemnek tudunk választani [2].

Tehét a generáló elem a 2 lesz. Az előbbi számítást megismételve kapjuk a B2 táblá-

zatot :

B2 u2 u1 b

x2 −1
4

3
8

30

x1
1
2

−1
4

20

u3 -1 1
2

20

−z -10 -15 -3600

3.8. táblázat.

Egy másik lehetséges megoldás:

x1 = 20 u1 = 0

x2 = 30 u2 = 0

u3 = 20

z = 3600
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A B2 program tovább nem javítható, mert a tábla utolsó sorában nincs pozitív elem.

Tehát az optimális megoldás:

x0 =





20

30



, z0 = 3600, u =











0

0

20











[2]
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4. fejezet

Mátrixjátékok megoldása szimplex

módszerrel

4.1. A mátrixjáték és a lineáris programozás kapcsolata

Minden mátrix megoldható-e? A következőkben erre a kérdésre az igenlő választ meg-

adó tételt, a játékelmélet alaptételét ismertetjük. A tételt NEUMANN JÁNOS (1928) bi-

zonyította be először, így szokás NEUMANN-tételnek is nevezni. A tételre konstruktív

bizonyítást adunk, amellyel megadjuk a mátrixjáték lineáris programozással való megol-

dásának módját [1].

4.1. Tétel. A JÁTÉKELMÉLET ALAPTÉTELE (NEUMANN-tétel)

Tetszőleges A kifizetési mátrixszal rendelkező mátrixjátéknak létezik nyeregpontja, az-

az létezik olyan (x∗, y∗) stratégiapár, hogy

yAx∗ ≦ y∗Ax∗ ≦ y∗Ax

minden (x, y) stratégiapárra teljesül [1].

Bizonyítás:

A P1 játékos a következőképpen okoskodik. Ha a P1 játékosnak sikerülne olyan y

stratégiát választania, amelyre

y1a11 + y2a21 + . . .+ ymam1 ≧ α

akkor legalább αx1 várható nyereségre tesz szert. Ha ugyanis a P1 játékos stratégiája

y, a P2 játékosnak pedig az 1. stratégiája x1, akkor a P1 játékos várható nyeresége:
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y1a11x1 + y2a21x1 + . . .+ ymam1x1

amelyből az előbbi állítás kiolvasható. [1] Hasonlóan, ha a P2 játékos 2. stratégiája

x2, akkor legalább αx2 várható nyereséget akkor tud elérni a P1 játékos, ha

y1a12 + y2a22 + . . .+ ymam2 ≧ α

A fentieket a P2 játékos minden xj stratégiájára felírhatjuk. Így a játék során a P1 játékos

nyereménye legalább αx1+αx2+. . .+αxn = α(x1+x2+. . .+xn) = α lesz. Nyilvánvaló,

hogy P1 célja a nyereményének maximalizálása, tehát olyan y stratégiát próbál választani,

amelynél minden j indexre legalább αxj nyereségeket tud elérni és az α össznyeresége

minél nagyobb legyen, azaz

y1a11 + y2a21 + . . .+ ymam1 ≧ α

y1a12 + y2a22 + . . .+ ymam2 ≧ α
...

y1a1n + y2a2n + . . .+ ymamn ≧ α

y1 + y2 + . . .+ ym = 1

y1, y2, . . . , ym ≧ 0

α → max! [1]

Mint látható a P1 játékos y stratégiájának meghatározására egy lineáris programozási

feladat adódott, amelyet a mátrix-vektor jelölésekkel egyszerűbben is írhatunk (az 1 vek-

tor a lineáris algebrában megismert 1 = (1, 1, . . . , 1) csupa 1-esekből álló úgynevezett

összegzővektort jelöli) :

yA− α1 ≧ 0

y1 = 1

y ≧ 0

α → max! [1]

Most nézzük meg a P2 játékos hasonló okoskodását. Ha a P2 játékosnak sikerülne

olyan x stratégiát választania, amelyre

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn ≦ β
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akkor legfeljebb βy1 várható vesztesége lenne, amikor a P1 játékos a 1. stratégiája y1.

Ezt a P1 játékos minden yi stratégiájára felírhatjuk. Ekkor a játék során a P2 játékosnak

legfeljebb β vesztesége lesz és a P2 játékos célja, hogy ezt a veszteségét minimalizálja. A

P2 játékos x stratégiájának meghatározására tehát az alábbi lineáris programozási feladat

szolgál :

Ax− β1 ≦ 0

x1 = 1

x ≧ 0

β → min! [1]

A két játékos stratégiáinak meghatározására szolgáló lineáris programozási feladatok

egymásnak duálisai [1].
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5. fejezet

Szimplex módszer online megoldó

alkalmazása

Már tudjuk azt, hogy a mátrixjátékokat megoldhatjuk szimplex módszer segítségével.

Napjainkban már ismerünk olyan online megoldó kalkulátorokat, amelyek segítségével

könnyen megtudunk oldani egy mátrixjátékot.

Szakdolgozatomban a következő online megoldó alkalmazást használom és szeretném

ismertetni : https://math.semestr.ru/games/index.php.

A kalkulátor segítségével meg tudjuk határozni a mátrixjáték értékét (alsó és felső

értékét), tudjuk ellenőrizni, hogy van-e a mátrixjátéknak nyeregpontja, megoldást keres a

kevert stratégiák esetén.

Az online megoldó kalkulátor a mátrixjátékot lineáris programozási feladattá redu-

kálja, majd a szimplex módszert felhasználva adja meg a megoldást. Alkalmazása nagyon

egyszerű, első lépésként meg kell adnunk a kifizetési mátrix méretét, majd tovább lépve

be kell írnunk a kifizetési mátrixot. És végül a megoldási módszert kell kiválasztanunk

a következő négy lehetőség közül : minimax (analitikus) módszer, lineáris programozás

(szimplex módszer), grafikus módszer és Braun módszere.

A következő két feladatot a már említett online kalkulátorral fogom megoldani, meg-

oldási módszerként a lineáris programozást (szimplex módszert) választom.

1. Hozzon létre egy mátrixjátékot az alábbi feladathoz:

A vállalat háromféle terméket állít elő : (A1, A2, A3), a nyereség függ a kereslettől,

amely négy állapotban lehet : (B1, B2, B3, B4). Adott egy mátrix, melynek az aij

elemei jellemzi a nyereséget, ahol az i-edik termék kibocsátásakor a vállalkozás
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megkapja a j-edik keresletet [10].

B1 B2 B3 B4

A1 3 3 6 8

A2 9 10 4 2

A3 7 7 5 4

5.1. táblázat.

Megoldás:

A feladat bevezethető mátrixjátékba, amelyben a vállalat A játszik a B kereslet

ellen.

A probléma megoldása előtt egyszerűsíthetjük a játékot, a fizetési mátrix elemzése

és a nyilvánvalóan hátrányos, vagy ismétlődő stratégiák elvetése után. A második

stratégia (a mátrix második oszlopa) egyértelműen hátrányos a B játékos számára az

elsőhöz képest (a második oszlop elemei nagyobbak, mint az első oszlop elemei),

mivel a B játékos célja az A játékos nyereségének a csökkentése. Ezért a második

oszlop eldobható. A következő mátrixot kapjuk:

P =











3 6 8

9 4 2

7 5 4











A feladat tovább lineáris programozás segítségével megoldható [10].

A következő lépésben a szimplex módszer online megoldó alkalmazását használ-

juk.

Nézzünk meg egy kétszemélyes játékot, ahol az érdekek ellentétesek. Az ilyen játé-

kot két személy antagonista játékának nevezzük. Ebben az esetben az egyik játékos

nyeresége megegyezik a másik játékos veszteségével.

Ha minden játékos kiválasztotta a saját stratégiáját, akkor ezt a stratégiapárt já-

tékszituációnak nevezzük. Meg kell jegyeznünk, hogy minden játékos tudja, hogy

milyen stratégiát választott az ellenfele.

Az első játékos tiszta stratégiája az A kifizetési mátrix n sora egyikének kiválasztá-

sa, a második játékos tiszta stratégiája pedig ugyan az a mátrix egyik oszlopának a

kiválasztása.
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1. Ellenőrizzük, hogy van-e a kifizetési mátrixnak nyeregpontja. Ha van, akkor a

játék megoldását tiszta stratégiákkal írjuk ki.

Játékosok B1 B2 B3 a = min(Ai)

A1 3 6 8 3

A2 9 4 2 2

A3 7 5 4 4

b = max(Bj) 9 6 8

5.2. táblázat.

A játék alsó értéke: a = max(ai) = 4.

A játék felső értéke: b = min(bj) = 6.

Ez a játék nyeregpont hiányzását jelzi, mivel a 6= b, így a játék értéke a 4 ≤ y ≤ 6

korlátok közé esik. Megkeressük a játék megoldását kevert stratégiákkal.

2. Ellenőrizzük a kifizetési mátrixot a sorok és az oszlopok dominálásával.

Mondjuk, hogy az első játékos i-edik stratégiája dominálja a k-adik stratégiáját, ha

aij ≥ akj , minden j ∈ N , és legalább egy j-re teljesül, hogy aij > akj . Ebben az

esetben azt mondjuk, hogy az i-edik stratégia (vagy sor) - domináló, a k-adik pedig

a dominált.

Azt mondjuk, hogy a második játékos j-edik stratégiája dominálja az i-edik straté-

giáját, ha minden j ∈ M aij ≤ ail és legalább egy i-re teljesül, hogy aij < ail.

Ebben az esetben a j-edik stratégiát (oszlopot) dominálónak nevezzük, az l-ediket

domináltnak.

A kifizetési mátrix nem tartalmaz domináló sorokat és oszlopokat.

3. Megkeressük a játék megoldását kevert stratégiákkal.

A lineáris programozási duális feladatok matematikai modelljét a következőképpen

írhatjuk le:

Megkeressük az F(x) függvény minimumát korlátozásokkal (a második játékos szá-

mára) :

3x1 + 9x2 + 7x3 ≥ 1

6x1 + 4x2 + 5x3 ≥ 1
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8x1 + 2x2 + 4x3 ≥ 1

F (x) = x1 + x2 + x3 →min

Korlátozásokkal megkeressük a Z(y) függvény maximumát (az első játékos számá-

ra) :

3y1 + 6y2 + 8y3 ≤ 1

9y1 + 4y2 + 2y3 ≤ 1

7y1 + 5y2 + 4y3 ≤ 1

Z(y) = y1 + y2 + y3 → max

Megoldjuk a lineáris programozási feladatot szimplex módszer segítségével, fel-

használva a szimplex táblázatot.

Meghatározzuk a Z(Y ) = y1 + y2 + y3 célfüggvény maximális értékét az alábbi

feltételek és korlátozások mellett :

3y1 + 6y2 + 8y3 ≤ 1

9y1 + 4y2 + 2y3 ≤ 1

7y1 + 5y2 + 4y3 ≤ 1

Az első lépésben az egyenlőtlenségrendszert új változók bevezetésével egyenlet-

rendszerré redukáljuk (áttérünk kanonikus alakra) :

3y1 + 6y2 + 8y3 + y4 = 1

9y1 + 4y2 + 2y3 + y5 = 1

7y1 + 5y2 + 4y3 + y6 = 1

Feltételezzük, hogy a szabad változók nullával egyenlők, megkapjuk az első alap-

tervet : Y 0 = (0, 0, 0, 1, 1, 1).

Bázis B y1 y2 y3 y4 y5 y6

y4 1 3 6 8 1 0 0

y5 1 9 4 2 0 1 0

y6 1 7 5 4 0 0 1

Z(Y 0) 0 -1 -1 -1 0 0 0

5.3. táblázat.

41



Áttérünk a szimplex módszer fő algoritmusára.

0. Iteráció

A jelenlegi kiinduló alapterv nem optimális, mivel az indexsor negatív együttható-

kat tartalmaz.

Generáló elem meghatározására az y3 oszlopot választjuk. Kiszámoljuk a Di értékét

soronként, mint az osztás hányadosa: bi/ai3, és kiválasztjuk belőle a legkisebbet :

min(1 : 8, 1 : 2, 1 : 4) = 1/8.

Tehát a generáló elem a 8.

Bázis B y1 y2 y3 y4 y5 y6 min

y4 1 3 6 8 1 0 0 1
8

y5 1 9 4 2 0 1 0 1
2

y6 1 7 5 4 0 0 1 1
4

Z(Y 1) 0 -1 -1 -1 0 0 0

5.4. táblázat.

Az y4 változó helyére az y3 változó kerül. Kapunk egy új szimplex táblázatot :

Bázis B y1 y2 y3 y4 y5 y6

y3
1
8

3
8

3
4

1 1
8

0 0

y5
3
4

33
4

5
2

0 −1
4

1 0

y6
1
2

11
2

2 0 −1
2

0 1

Z(Y 1) 1
8

−5
8

−1
4

0 1
8

0 0

5.5. táblázat.

1. Iteráció

A jelenlegi kiinduló alapterv nem optimális, mivel az indexsor negatív együttható-

kat tartalmaz.

Generáló elem meghatározására az y1 oszlopot választjuk. Kiszámoljuk a Di értékét

soronként, mint az osztás hányadosa: bi/ai1, és kiválasztjuk belőle a legkisebbet :

min(1
8
: 3
8
, 3
4
: 81

4
, 1
2
: 51

2
) = 1

11
.

Tehát a generáló elem a 81
4
.
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Bázis B y1 y2 y3 y4 y5 y6 min

y3
1
8

3
8

3
4

1 1
8

0 0 1
3

y5
3
4

33
4

5
2

0 −1
4

1 0 1
11

y6
1
2

11
2

2 0 −1
2

0 1 1
11

Z(Y 2) 1
8

−5
8

−1
4

0 1
8

0 0

5.6. táblázat.

Mivel az utolsó oszlopban több minimális elem található, 1
11

, akkor a sorszámot a

Kreko szabálya szerint választjuk meg.

Kreko szabálya a következő :

A sor elemei, amelyek tartalmazzák a legkisebb értéket, min = 1
11

, feltételezett

megengedett elemekre osztódik, az eredményeket pedig további sorokba rögzítjük.

Generáló sornak azt választjuk, amelyben hamarabb találkozunk a legkisebb hánya-

dossal akkor, amikor oszloponként a táblázatot balról jobbra olvassuk.

Az y5 változó helyére az y1 változó kerül. Kapunk egy új szimplex táblázatot :

Bázis B y1 y2 y3 y4 y5 y6

y3
1
11

0 7
11

1 3
22

− 1
22

0

y1
1
11

1 10
33

0 − 1
33

4
33

0

y6 0 0 1
3

0 −1
3

−2
3

1

Z(Y 2) 2
11

0 − 2
33

0 7
66

5
66

0

5.7. táblázat.

2. Iteráció

A jelenlegi kiinduló alapterv nem optimális, mivel az indexsor negatív együttható-

kat tartalmaz.

Generáló elem meghatározására az y2 oszlopot választjuk. Kiszámoljuk a Di értékét

soronként, mint az osztás hányadosa: bi/ai2, és kiválasztjuk belőle a legkisebbet :

min( 1
11

: 7
11
, 1
11

: 10
33
, 0 : 1

3
) = 0.

Tehát a generáló elem az 1
3
.
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Bázis B y1 y2 y3 y4 y5 y6 min

y3
1
11

0 7
11

1 3
22

− 1
22

0 1
7

y1
1
11

1 10
33

0 − 1
33

4
33

0 3
10

y6 0 0 1
3

0 −1
3

−2
3

1 0

Z(Y 3) 2
11

0 − 2
33

0 7
66

5
66

0

5.8. táblázat.

Az y6 változó helyére az y2 változó kerül. Kapunk egy új szimplex táblázatot :

Bázis B y1 y2 y3 y4 y5 y6

y3
1
11

0 0 1 17
22

27
22

−21
11

y1
1
11

1 0 0 3
11

8
11

−10
11

y2 0 0 1 0 -1 -2 3

Z(Y 3) 2
11

0 0 0 1
22

− 1
22

2
11

5.9. táblázat.

3. Iteráció

A jelenlegi kiinduló alapterv nem optimális, mivel az indexsor negatív együttható-

kat tartalmaz.

Generáló elem meghatározására az y5 oszlopot választjuk. Kiszámoljuk a Di értékét

soronként, mint az osztás hányadosa: bi/ai5, és kiválasztjuk belőle a legkisebbet :

min( 1
11

: 1 5
22
, 1
11

: 8
11
,−) = 2

27
.

Tehát a generáló elem a 1 5
22

.

Bázis B y1 y2 y3 y4 y5 y6 min

y3
1
11

0 0 1 17
22

27
22

−21
11

2
27

y1
1
11

1 0 0 3
11

8
11

−10
11

1
8

y2 0 0 1 0 -1 -2 3 -

Z(Y 4) 2
11

0 0 0 1
22

− 1
22

2
11

5.10. táblázat.

Az y3 változó helyére az y5 változó kerül. Kapunk egy új szimplex táblázatot :
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Bázis B y1 y2 y3 y4 y5 y6

y5
2
27

0 0 22
27

17
27

1 −14
9

y1
1
27

1 0 −16
27

− 5
27

0 2
9

y2
4
27

0 1 44
27

7
27

0 −1
9

Z(Y 4) 5
27

0 0 1
27

2
27

0 1
9

5.11. táblázat.

Az iterációnak vége, mivel az indexsor nem tartalmaz negatív elemet - az optimális

tervet megtaláltuk.

A szimplex táblázat utolsó változata:

Bázis B y1 y2 y3 y4 y5 y6

y5
2
27

0 0 22
27

17
27

1 −14
9

y1
1
27

1 0 −16
27

− 5
27

0 2
9

y2
4
27

0 1 44
27

7
27

0 −1
9

Z(Y 5) 5
27

0 0 1
27

2
27

0 1
9

5.12. táblázat.

Az optimális tervet a következő formában írhatjuk fel :

y1 =
1
27
, y2 =

4
27
, y3 = 0

Z(Y ) = 1 · 1
27

+ 1 · 4
27

+ 1 · 0 = 5
27

Az utolsó iteráció felhasználásával megkapjuk a duális feladat optimális tervét :

x1 =
2
27
, x2 = 0, x3 =

1
9

Ugyan ezt a megoldást kapjuk a dualitástételek alkalmazásával.

A dualitástételből következik, hogy X = C · A−1.

Az A mátrixot létrehozzuk vektorok komponenseiből, amelyeket az optimális bázis

tartalmazza.

A = (A5, A1, A2) =

0 3 6

1 9 4

0 7 5

Algebrai átalakításokkal meghatározzuk az inverz mátrixot : D = A−1, és kapjuk:
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D = A−1 =











17
27

1 −14
9

− 5
27

0 2
9

7
27

0 −1
9











Ezután X = C · A−1 =

(0, 1, 1)·











17
27

1 −14
9

− 5
27

0 2
9

7
27

0 −1
9











= ( 2
27
; 0; 1

9
)

A duális feladat optimális megoldása a következő :

x1 =
2
27
, x2 = 0, x3 =

1
9

F (X) = 1 · 2
27

+ 1 · 0 + 1 · 1
9
= 5

27

A játék értéke: g = 1
F (x)

és a játékosok a stratégiáikat a következő valószínűségek-

kel alkalmazzák:

qi = g · yi; pi = g · xi.

A játék értéke: g = 1 : 5
27

= 27
5

p1 =
27
5
· 2
27

= 2
5

p2 =
27
5
· 0 = 0

p3 =
27
5
· 1
9
= 3

5

Az első játékos optimális kevert stratégiája: P = (2
5
; 0; 3

5
)

q1 =
27
5
· 1
27

= 1
5

q2 =
27
5
· 4
27

= 4
5

q3 =
27
5
· 0 = 0

A második játékos optimális kevert stratégiája: Q = (1
5
; 4
5
; 0)

A játék értéke: v = 27
5

.

4. A játék megoldásának helyességét ellenőrizzük az optimális stratégiák kritériu-

mának a segítségével :

∑

aijqj ≤ v

∑

aijpi ≥ v

M(P1;Q) = (3 · 1
5
) + (6 · 4

5
) + (8 · 0) = 5.4 = v

M(P2;Q) = (9 · 1
5
) + (4 · 4

5
) + (2 · 0) = 5 ≤ v
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M(P3;Q) = (7 · 1
5
) + (5 · 4

5
) + (4 · 0) = 5.4 = v

M(P ;Q1) = (3 · 2
5
) + (9 · 0) + (7 · 3

5
) = 5.4 = v

M(P ;Q2) = (6 · 2
5
) + (4 · 0) + (5 · 3

5
) = 5.4 = v

M(P ;Q3) = (8 · 2
5
) + (2 · 0) + (4 · 3

5
) = 5.6 ≥ v

Minden egyenlőtlenség teljesül, mint egyenlőség vagy szigorú egyenlőtlenség, kö-

vetkeztetésképpen, a játék megoldása helyes.

2. Adott a mátrixjáték kifizetési mátrixa:











4 2 2

2 5 0

0 2 5











Keressük meg a játék értékét V, és az optimális kevert stratégiákat [10]!

Megoldás:

Ismét alkalmazzuk a szimplex módszer online megoldó alkalmazását.

1. Ellenőrizzük, hogy van-e a kifizetési mátrixnak nyeregpontja. Ha van, akkor a

játék megoldását tiszta stratégiákkal írjuk ki.

Játékosok B1 B2 B3 a = min(Ai)

A1 4 2 2 2

A2 2 5 0 0

A3 0 2 5 0

b = max(Bj) 4 5 5

5.13. táblázat.

A játék alsó értéke: a = max(ai) = 2.

A játék felső értéke: b = min(bj) = 4

Ez a játék nyeregpont hiányzását jelzi, mivel a 6= b, így a játék értéke a 2 ≤ y ≤ 4

korlátok közé esik. Megkeressük a játék megoldását kevert stratégiákkal.

2. Ellenőrizzük a kifizetési mátrixot a sorok és az oszlopok dominálásával.

Az előző feladathoz hasonló gondolatmenet szerint arra a következtetésre jutunk,

hogy a kifizetési mátrix nem tartalmaz domináló sorokat és oszlopokat.
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3. Megkeressük a játék megoldását kevert stratégiákkal.

A lineáris programozási duális feladatok matematikai modelljét a következőképpen

írhatjuk le:

Megkeressük az F(x) függvény minimumát korlátozásokkal (a második játékos szá-

mára) :

4x1 + 2x2 ≥ 1

2x1 + 5x2 + 2x3 ≥ 1

2x1 + 5x3 ≥ 1

F (x) = x1 + x2 + x3 → min

Korlátozásokkal megkeressük a Z(y) függvény maximumát (az első játékos számá-

ra) :

4y1 + 2y2 + 2y3 ≤ 1

2y1 + 5y2 ≤ 1

2y2 + 5y3 ≤ 1

Z(y) = y1 + y2 + y3 → max

Megoldjuk a lineáris programozási feladatot szimplex módszer segítségével.

Meghatározzuk a Z(y) = y1 + y2 + y3 célfüggvény maximális értékét az alábbi

feltételek és korlátozások mellet :

4y1 + 2y2 + 2y3 ≤ 1

2y1 + 5y2 ≤ 1

2y2 + 5y3 ≤ 1

Áttérünk kanonikus alakra:

4y1 + 2y2 + 2y3 + y4 = 1

2y1 + 5y2 + y5 = 1

2y2 + 5y3 + y6 = 1

Megkapjuk az első alaptervet : Y 0 = (0, 0, 0, 1, 1, 1).
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Bázis B y1 y2 y3 y4 y5 y6

y4 1 4 2 2 1 0 0

y5 1 2 5 0 0 1 0

y6 1 0 2 5 0 0 1

Z(Y 0) 0 -1 -1 -1 0 0 0

5.14. táblázat.

Áttérünk a szimplex módszer fő algoritmusára.

0. Iteráció

A jelenlegi kiinduló alapterv nem optimális. Generáló elem meghatározására az y3

oszlopot választjuk. A generáló elem: 5.

Bázis B y1 y2 y3 y4 y5 y6 min

y4 1 4 2 2 1 0 0 1
2

y5 1 2 5 0 0 1 0 -

y6 1 0 2 5 0 0 1 1
5

Z(Y 1) 0 -1 -1 -1 0 0 0

5.15. táblázat.

Az y6 változó helyére az y3 változó kerül. Kapunk egy új szimplex táblázatot :

Bázis B y1 y2 y3 y4 y5 y6

y4
3
5

4 6
5

0 1 0 −2
5

y5 1 2 5 0 0 1 0

y3
1
5

0 2
5

1 0 0 1
5

Z(Y 1) 1
5

-1 −3
5

0 0 0 1
5

5.16. táblázat.

1. Iteráció

A jelenlegi kiinduló alapterv nem optimális. Generáló elem meghatározására az y1

oszlopot választjuk. A generáló elem: 4.
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Bázis B y1 y2 y3 y4 y5 y6 min

y4
3
5

4 6
5

0 1 0 −2
5

3
20

y5 1 2 5 0 0 1 0 1
2

y3
1
5

0 2
5

1 0 0 1
5

-

Z(Y 2) 1
5

-1 −3
5

0 0 0 1
5

5.17. táblázat.

Az y4 változó helyére az y1 változó kerül. Kapunk egy új szimplex táblázatot :

Bázis B y1 y2 y3 y4 y5 y6

y1
3
20

1 3
10

0 1
4

0 − 1
10

y5
7
10

0 22
5

0 −1
2

1 1
5

y3
1
5

0 2
5

1 0 0 1
5

Z(Y 2) 7
20

0 − 3
10

0 1
4

0 1
10

5.18. táblázat.

2. Iteráció

A jelenlegi kiinduló alapterv nem optimális. Generáló elem meghatározására az y2

oszlopot választjuk. A generáló elem: 42
5
.

Bázis B y1 y2 y3 y4 y5 y6 min

y1
3
20

1 3
10

0 1
4

0 − 1
10

1
2

y5
7
10

0 22
5

0 −1
2

1 1
5

7
44

y3
1
5

0 2
5

1 0 0 1
5

1
2

Z(Y 3) 7
20

0 − 3
10

0 1
4

0 1
10

5.19. táblázat.

Az y5 változó helyére az y2 változó kerül. Kapunk egy új szimplex táblázatot :

50



Bázis B y1 y2 y3 y4 y5 y6

y1
9
88

1 0 0 25
88

− 3
44

− 5
44

y2
7
44

0 1 0 − 5
44

5
22

1
22

y3
3
22

0 0 1 1
22

− 1
11

2
11

Z(Y 3) 35
88

0 0 0 19
88

3
44

5
44

5.20. táblázat.

Az iterációnak vége - az optimális tervet megtaláltuk.

Az optimális tervet a következő formában írhatjuk fel :

y1 =
9
88
, y2 =

7
44
, y3 =

3
22

Z(Y ) = 1 · 9
88

+ 1 · 7
44

+ 1 · 3
22

= 35
88

A duális feladat optimális terve:

x1 =
19
88
, x2 =

3
44
, x3 =

5
44

Ugyan ezt a megoldást kapjuk a dualitástételek alkalmazásával.

A dualitástételből következik, hogy X = C · A−1.

Az A mátrixot létrehozzuk vektorok komponenseiből.

A = (A1, A2, A3) =

4 2 2

2 5 0

0 2 5

Meghatározzuk az inverz mátrixot : D = A−1, és kapjuk:

D = A−1 =











25
88

− 3
44

− 5
44

− 5
44

5
22

1
22

1
22

− 1
11

2
11











Ezután X = C · A−1 =

(1, 1, 1) ·











25
88

− 3
44

− 5
44

− 5
44

5
22

1
22

1
22

− 1
11

2
11











= (19
88
; 3
44
; 5
44
)

A duális feladat optimális megoldása a következő :

x1 =
19
88
, x2 =

3
44
, x3 =

5
44

F (X) = 1 · 19
88

+ 1 · 3
44

+ 1 · 5
44

= 35
88
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A játék értéke: g = 1
F (x)

és a játékosok a stratégiáikat a következő valószínűségek-

kel alkalmazzák:

qi = g · yi; pi = g · xi.

A játék értéke: g = 1 : 35
88

= 88
35

p1 =
88
35

· 19
88

= 19
35

p2 =
88
35

· 3
44

= 6
35

p3 =
88
35

· 5
44

= 2
7

Az első játékos optimális kevert stratégiája: P = (19
35
; 6
35
; 2
7
)

q1 =
88
35

· 9
88

= 9
35

q2 =
88
35

· 7
44

= 2
5

q3 =
88
35

· 3
22

= 12
35

A második játékos optimális kevert stratégiája: Q = ( 9
35
; 2
5
; 12
35
)

A játék értéke: v = 88
35

.

4. A játék megoldásának helyességét ellenőrizzük az optimális stratégiák kritériu-

mának a segítségével :

∑

aijqj ≤ v

∑

aijpi ≥ v

M(P1;Q) = (4 · 9
35
) + (2 · 2

5
) + (2 · 12

35
) = 2.514 = v

M(P2;Q) = (2 · 9
35
) + (5 · 2

5
) + (0 · 12

35
) = 2.514 = v

M(P3;Q) = (0 · 9
35
) + (2 · 2

5
) + (5 · 12

35
) = 2.514 = v

M(P ;Q1) = (4 · 19
35
) + (2 · 6

35
) + (0 · 2

7
) = 2.514 = v

M(P ;Q2) = (2 · 19
35
) + (5 · 6

35
) + (2 · 2

7
) = 2.514 = v

M(P ;Q3) = (2 · 19
35
) + (0 cot 6

35
) + (5 · 2

7
) = 2.514 = v

Minden egyenlőtlenség teljesül, mint egyenlőség vagy szigorú egyenlőtlenség, kö-

vetkeztetésképpen, a játék megoldása helyes.
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Összefoglalás

Diplomamunkámban a mátrixjátékok szimplex módszerrel történő megoldásával fog-

lalkoztam.

Áttekintettem a témához kapcsolódó fontosabb szakirodalmakat. Az egyszerűbb meg-

oldás érdekében egy online megoldó kalkulátor segítségével ismertettem egy mátrixjáték

megoldási lehetőségét szimplex módszerrel. A dolgozat célját sikerült elérnem.

Egy mátrixjáték során a fő feladatunk az, hogy megtaláljuk a játékosok optimális,

legjobb stratégiáit úgy, hogy a stratégiákat egymástól függetlenül választják ki a straté-

giahalmazukból. A játékosok ismerik egymás választási lehetőségeit, viszont nem tudják

előre, hogy a többi játékos melyik stratégiát fogja választani. Az optimális stratégiát line-

áris programozás segítségével meg tudjuk határozni, tiszta és kevert stratégiák esetén is.

Hogy egy lineáris programozási feladat optimumát meg tudjuk találni, erre alkalmazzuk

a szimplex módszert, amely egy algoritmusos módszer. A szimplex módszer iterációkat

hajt végre és báziscserék segítségével keresi meg az optimális megoldást.

A lineáris programozás megoldásának tanulmányozása nagyon fontos, mivel alkalma-

zási területe nagyon széleskörű. Számos közgazdászati feladat bevezethető mátrixjátékba,

amelynek megoldása során eljuthatunk a legkedvezőbb, optimális megoldáshoz.
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Melléklet

A melléklet tartalmaz egy PascalABC.Net-ben készített programot, amellyel modellez-

hetjük a mátrixjátékot. Mivel a játékosok kevert stratégiájuk valószínűségeket tartalmaz-

nak, ezért a program alkalmazása során lehetőség van kiválasztani, hogy hányszor akar-

juk végrehajtani a játékot. Ennek az értékét lepes változó tartalmazza. Ajánlatos minél

nagyobb értéket megadni a lepes változónak, és nem egyszer, hanem többször modellezni

a játékot.

A program:

program matrixjatekok;

var

ip, jq: integer;

a: array [1..20, 1..20] of real ; // a - kifizetesi matrix

// p - az elso jatekos strategiaja (valoszinusegek)

// q - a masodik jatekos strategiaja (valoszinusegek)

p, q: array [1..20] of real ;

r1, r2: real ;

begin

writeln(’Matrixjatek modellezese (kiserlet a megoldas ellenorzesere.)’) ;

// n - az elso jatekos strategiainak szama

var n:= ReadInteger(’1. jatekos strategiainak szama, n=’) ;

// m - a masodik jatekos strategiainak szama

var m:= ReadInteger(’2. jatekos strategiainak szama, m=’);

writeln(’A kifizetesi matrix bevitele : ’) ;

for var i := 1 to n do

for var j := 1 to m do

begin write (’a[’, i, ’,’, j, ’] = ’) ; Read(a[i, j]) ; end;

// p - az elso jatekos strategiainak bevitele
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writeln(’1. jatekos strategiaja:’) ;

for var i := 1 to n do

begin write (’p[’, i, ’]= ’) ; Read(p[i]) ; end;

// q - a masodik jatekos strategiainak bevitele

writeln(’2. jatekos strategiaja:’) ;

for var j := 1 to m do

begin write (’q[’, j, ’]= ’) ; Read(q[j]) ; end;

//lepes - hanyszor fogjak a jatekosok jatszani a jatekot

//befejezes: lepes=0, (0 - a kilepes kodja)

randomize;

while true do

begin

var lepes:= ReadInteger(’Lépések száma= ’) ;

if lepes = 0 then break ;

Writeln(’utan a matrixjatek: ’) ;

for var i :=1 to n do

begin

for var j :=1 to m do

write (’ ’, a[i, j], ’ ’) ; writeln;

end;

var s:= 0.0;

for var k:= 1 to lepes do

begin

//az elso jatekos strategiainak kivalasztasa (veletlen)

r1:= random(); // r1 - veletlen szam a (0..1) intervallumon

var pp:= 0.0;

for var i := 1 to n do

begin

pp:= pp + p[i] ;

if r1 < pp then begin ip:= i ; break ; end ;

end;

//a masodik jatekos strategiainak kivalasztasa (veletlen)

r2:= random(); // r2 - veletlen szam a (0..1) intervallumon
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var qq:= 0.0;

for var j := 1 to m do

begin

qq:= qq + q[j] ;

if r2 < qq then begin jq:= j ; break ; end;

end;

s:= s + a[ip, jq] ; // a[ip, jq] - a matrix kivalasztott eleme end;

s:= s / lepes;

Writeln(’ megoldasa=’, s :6:4) ; end;

end.

Előzetesen megoldottam a következő mátrixjátékot :

A =





2 3

4 1





Megoldása: 2.5, és az 1. játékos optimális stratégiája p = (0.75, 0.25), a 2. játékos

optimális stratégiája q = (0.5, 0.5). A programmal modelleztem a játékot. A program által

kiadott eredmény:

Mátrixjáték modellezése (kíséreletel a megoldás ellenőrzésére.)

1. játékos stratégiáinak száma, n = 2

2. játékos stratégiáinak száma, m = 2

A kifizetési márix bevitele :

a[1, 1] = 2 a[1, 2] = 3

a[2, 1] = 4 a[2, 2] = 1

1. játékos stratégiája: p[1] = 0.75 p[2] = 0.25

2. játékos stratégiája: q[1] = 0.50 q[2] = 0.50

Lépések száma: 1000

után a mátrixjáték:
2 3

4 1

megoldása = 2.4770

Lépések száma: 50000

után a mátrixjáték:
2 3

4 1

megoldása = 2.5040

Láthatjuk, hogy a program által kiadott eredmény közel van a pontos, elméleti érték-

hez: 2.5.
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Резюме 

У дипломній роботі я займалася вирішенням матричних ігор симплексним 

методом. 

На початку роботи я переглянула основну літературу, що стосується даної 

теми.  Для більш простого рішення, за допомогою онлайн-калькулятора я описала 

розв’язування матричної гри на основі симплекс-методу.  

У матричній грі нашим основним завданням є пошук оптимальних, 

(найкращих) стратегій для гравців, при умові, що гравці обирають стратегії із 

наборів стратегій незалежно один від одного. Гравці знають можливі вибори один 

одного, але наперед не знають, яку стратегію вибере інший гравець. Оптимальну 

стратегію можна визначити за допомогою методів лінійного програмування, як для 

чистих, так і змішаних стратегій. Щоб знайти оптимум задачі лінійного 

програмування, ми використовуємо симплексний метод, який є алгоритмічним 

методом. Симплексний метод виконує ітерації та використовує базові обміни для 

пошуку оптимального рішення. 

Вивчення методів лінійного програмування є дуже важливим, оскільки 

сфера його застосування дуже широка. Багато завдань з економіки можна звести до 

матричних ігор, розв’язавши які, можна прийти до найбільш оптимального 

рішення. 
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