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Bevezetés

A diplomamunkdmban a métrixjatékok tanulmanyozdasaval foglalkozom. Célja - meg-
ismerni €s elsajatitani a matrixjatékok szimplex médszer segtségével torténd megoldasat.

A matrixjatékok a jatékelmélet egy része. A jatékelmélet a 20. szazadban alakult ki,
és a tudomdny alapjait a magyar szarmazdsi Neumann Jénos fektette le.

Egy matrixjaték soran megfigyelhetjiik azt, hogy amikor a jatékos stratégidjat szeret-
nénk meghatarozni, akkor egy linedris programozasi feladatot kell megoldanunk. A line-
aris programozasi feladat alatt azt értjiik, hogy egy linedris fliggvény maximumét vagy
minimumadt szeretnénk megkeresni ugy, hogy kiilonb6z6 korlatozdsok vannak megadva a
szamunkra, és ezek a korlatozdsok szintén linedris fiiggvények.

A linedris programozasi feladat megoldadsdra ismeriink egy algoritmusos mddszert, a
szimplex mddszert. A szimplex mddszert G. B. Dantzig dolgozta ki 1947-ben. Mivel ezt a
modszert szamitogép segitségével konnyen elvégezhetjiik, ezért nagyon elterjedt a hasz-
ndlata. A szimplex mddszer algebrai dtalakitdsokkal oldja meg a feladatot és a megoldas
sordn tigynevezett szimplex tdblazatokat hasznal. Lehet6vé teszi a fokozatos elérehaladést
az optimumhoz kozelebb 1évd megolddsok irdnyaban.

A diplomamunkdmban a szimplex mddszer online megold6 alkalmazdasat is szeret-
ném ismertetni. Ez az online-kalkuldtor a matrixjitékot linedris programozasi feladattd
redukalja, majd szimplex mddszer segitségével keresi meg a métrixjaték megolddsat és a
jatékosok optimalis stratégidit.

A linedris programozas alkalmazasi teriilete nagyon véltozatos. A mez&gazdasigban,
a kozgazdaszatban, az iparban, matematikai tudomanyokban és mas teriileteken is széles-
kortien alkalmazzdk.

Ko6szonom Holovécs Jézsef Tanar trnak, a témavezetdmnek, hogy felkeltette a figyel-
memet a téma irdnt és segitségével, hasznos tandcsaival és bizalmaval segitett a diploma-

munkdm megirdsaban.



1. fejezet
Matrixjatékok

A jatékelmélet eredetileg az elméleti matematika kicsiny részteriilete volt, amely - min-
denekel6tt Neumann Janos tevékenysége nyoman - a kozgazdasigtan, a szocioldgia és a
pszichologia egyik kozponti teriiletévé valt [9].

A jatékelmélet olyan helyzetekkel foglalkozik, amelyekben legaldbb két dontéshozo
(példaul egyén, csaldd, vallalat, intézmény, orszag, stb.) probdlja sajit hasznossagfiiggvé-
nyét maximalizdlni. A nehézséget az okozza, hogy minden szerepld hasznossagfiiggvé-
nye fiigg legaldbb egy masik szerepld dontésétdl is, és a szerepldk dontésiiket egymastol
fiiggetleniil hozzak [5].

Matematikai szempontbdl két féle jatékot kiilonboztetiink meg: szerencsejatékokat
és stratégiai jatékokat. A két jatékot az kiillonbozteti meg egymastdl, hogy a jatékban
szerepld egyedeknek (jatékosoknak, dontéshozdknak) a jaték kimenetére a fendllo szaba-
lyok keretein beliil van-e befolyasuk vagy nincs [1].

A jatékelmélet kozponti teriiletének a stratégiai jatékok szamitanak és szolgal a koz-
gazdasagtan legfontosabb matematikai alapjaként. Megsziiletését hagyomanyosan Neu-
mann Janos és Oskar Morgenstern Jdtékelmélet és gazdasdgi viselkedés cimii konyvének
1944-es megjelenéséhez kotik. F6 kérdésfeltevése olyan szitudcidk elemzése, amelyek-
ben egymassal érdekellentétben allo, raciondlisan cselekvd egyének hoznak dontéseket
[6].

Stratégiai jatékoknak azokat a jatékokat nevezziik, amelyekben a jatékosoknak a ja-
ték kimenetelére befolydsuk van. A jatékelmélet a stratégiai jatékokkal foglalkozik. A
stratégiai jatékokban a jatékosoknak az érdekei ellentétesek, ezek a jatékok tehat mindig
valamilyen konfliktushelyzetet jelentenek. A jatékban résztvevok szdma szerint megkii-

16nboztetiink két-, harom-, altalaban n-személyes jatékokat. A jatékosnak a jaték kime-



netelét befolyasold tevékenységeit, dontéseit stratégianak nevezziik. A jatékosok tobb
stratégia koziil valaszthatnak. A stratégidk Osszességét stratégiahalmaznak nevezziik
[1].

A jaték kimeneteleit minden jatékos szamara egy fiiggvénnyel az un. Kifizetofiigg-
vénnyel jellemezhetjiik. Minthogy a jaték kimenetelét a jatékosok altal valasztott stra-
tégidk hatdrozzak meg, ezért az i-edik jatékos esetében a kifizetdfiiggvény jelolésére a
K;(s1, 82, ..., sp) jelolést haszndljuk, ahol s; € S;(i = 1,2,...,n) az i-edik jatékos va-
lasztott stratégidja, S; pedig az i-edik jatékos stratégiahalmaza. A kifizet6fiiggvény ér-
telmezési tartomdnya 4ltaldban a stratégiahalmazok S; x S; x ... x 5, direkt szorzata,
értékkészlete pedig a valds szamok valamilyen részhalmaza [1].

A jaték lehet determinisztikus és sztochasztikus, att6l fiiggden, hogy a jatékosok
altal vdlasztott stratégidk a kifizetSfiiggvények értékeit egyértelmtien vagy bizonyos va-
16szintiséggel hatdrozzdk meg [1].

A jatékelméletben mindig feltételezziik, hogy minden jatékos ismeri az 0sszes tobbi
jatékos stratégiahalmazat és kifizet6fiiggvényét. A jaték sordn az egyes jatékosok straté-
gidikat egymadstol fliggetleniil valasztjak meg, azaz egyik jatékos sem tudja eldre, hogy
a tobbi jatékos az adott jatékhoz stratégiahalmazabdl melyik stratégidt vélasztja. Felté-
telezve azt, hogy a jaték sordn a jatékostarsak jol fogjak stratégidjukat megvalasztani,
akkor természetesen mondhat6 a jatékosoknak biztonsédgra valo torekvése a jaték kime-
netelét illetGen. A jatékosok biztonsdgra, egyensulyhelyzetre val6 torekvése olyan straté-
gidk kivélasztasat jelenti, amelynél jobbat egyik jatékos sem vdlaszthat, feltéve, hogy a
tobbi jatékos az egyensilyhelyzetnek megfeleld stratégiat jatssza. Az egyensulyhelyzet-
nek megfeleld stratégidkat egyensiilyi stratégiaknak nevezik. Az egyensulyi stratégidk
egylittesére az egyensiillypont elnevezés is hasznélatos [1].

Definidljuk a jatékelmélet alapfogalmat, az egyensulyi stratégidkat, amelyeket beve-

zet6jér6l NASH-féle egyenstlypontnak is szoktak nevezni.

1.1. Definici6. Egy jdték egyensiilypontjdn olyan s3, s, . . ., s, stratégidkat értiink, ame-
lyekre v = 1,2,...,n esetén
* * * * * * * * *
Kl(Sl, P 781:—17 SZ 9 SZ+1’ oo 7871) z KZ(817 ey 51_17 SZ; S’L+17 ey Sn)

minden s; € S; stratégidra fenndll [1].

A jatékelmélet alapfeladata az egyenstlypont, mds széval az egyensulyi, biztonsagi

stratégidk egyiittesének meghatdrozdsa.
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Ha létezik olyan c dllandd, hogy minden s; € S; esetén Y. | K;(s1,82,...,5,) =
= ¢, akkor a jatékot konstansosszegiinek nevezziik. A ¢ = 0 specidlis esetben a jaték
zérusosszegii [1].

Az egyensulyi stratégidkhoz tartoz6 kifizet6fiiggvény-értékek osszességét, azaz a
Ki(s7,s5,...,s5)(i=1,2,...,n)

értékeket a jaték értékének nevezziik és vy, vs, . .., v, — el jeloljiik [1].

A gyakorlatban nagyon sok konfliktushelyzet kétszemélyes jatékként modellezhetd.
A kétszemélyes, véges sok stratégiahalmazzal rendelkezd jaték tdbldzattal megadhato,
tehat a jatékosok kifizetdfiiggvénye egy-egy matrixszal jellemezhetd. Mivel a jaték két
matrixszal megadhato ezért a véges, kétszemélyes jatékokat bimatrix jatékoknak szokas
nevezni. Ha egy bimdtrixjaték zérusosszegli A + B = 0, azaz B = -A, akkor a jatékot
matrixjatéknak nevezziik [1].

A matrixjatékok a jatékelmélet egy része.

Matrixjatékok alatt olyan kétszemélyes, zérusosszegii jatékokat értiink, amelyekben
a jatékosoknak véges sok stratégiajuk van. Legyen a P, jatékosnak m, a P, jatékosnak
pedig n stratégidja. A jatékosok kifizet6fiiggvény-értékeit, nyereségeit egy A maétrixszal
jellemezziik és kifizetomatrixnak vagy Kifizetési matrixnak nevezziik. A P; jatékos
stratégidit az A matrix soraival, a P, jatékos stratégidit pedig az A madtrix oszlopaival
jellemezziik. Az A matrix elemei a P, jatékos nyereségét jelentik. Mivel a jaték zérus-
osszegl, igy a P jatékos nyereségét az A matrix elemeinek (—1)-szerese jelenti. Tehdt
az a;; matrixelem a P, jatékos nyeresége, illetve a P, jat€kos vesztesége, ha a P; jatékos
az i-edik, a P, jatékos pedig a j-edik stratégidjat jatssza. Az a;; < 0 természetesen a P

szamadra veszteséget, a P, szdmadra pedig nyereséget jelent [1].

1.1. A matrixjaték egyensiilyi pontja vagy nyeregpontja
1.2. Definicio. Egy mdtrixjdték egyensilypontjdn olyan (i*, j*) stratégiapdrt értiink, amely-
re az aldbbi tigynevezett egyensiilyi osszefiiggés minden (i, j) stratégiapdrra fenndll :

Qg+ § Qg § Q=

Ezen definicié szerint matrixjaték esetén az (i*, j*) stratégiapar meghatdrozésa azt je-
lenti, hogy meg kell keresni a kifizetématrix azon pontjat, amely egyuttal a soranak leg-

kisebb és az oszlopanak legnagyobb eleme. Ez a pont egy nyeregfeliilet azon pontjaként
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foghato fel, amely az egyik irdnyban a legmélyebben, a masik irdnyban a legmagasabban
helyezkedik el. Ezen geometriai analdgia alapjan szokds az egyensulypontot nyeregpont-
nak, az egyensulyi stratégiakat pedig nyeregponti stratégiaknak is nevezni [1].

A nyeregpontot a kovetkezd dbrdn szemléltethetjiik :

"I_

1.1. abra.

1.2. Maximin és minimax stratégiak

Mivel a jaték zérusosszegl, igy az ellenfelek csak egymadstdl nyerhetnek, ezért mindegyik
szamithat a masik legjobb ellenlépésére. A jatékosok nem vallalnak kockdzatot a nagyobb
nyereség reményében és az ellenfél hibdira sem spekulélnak, tehét biztonsdgra toreksze-
nek.Képzeljiik magunkat a P; jatékos helyébe és probaljuk meghatirozni a szamunkra
legkedvezbbb stratégiat. Minden sor valasztdsa esetén meg tudja mondani, hogy legalabb
mennyi nyeresége lesz (ez a sor minimuma). Végiil azt az ¥ stratégidt fogja vélasztani,
amelynél a sorminimumok értéke a legnagyobb. Altalinosan felirva ez azt jelenti, hogy a

P, jatékos keresi a

max min - a;
i J

értéket, vagyis a sorminimumok koziil a legnagyobbat. Ha ezt az 1" stratégia valasztasa

esetén taldlja meg, akkor ezt jatszva legaldbb

max min - a;
i J

12



nyereséget tud magdnak biztositani, akdrhogyan is jitszik a P, jatékos. Ezt az i stra-
tégiat a P, jatékos maximin stratégiajanak nevezzik [1].

Hasonl6an, ha a P, jatékos a j-edik stratégiat (oszlopot) valasztja, akkor az oszlopma-
ximumndl tobbet nem veszithet és azt a ;¥ stratégidt keresi, amelynél az oszlopmaximu-
mok értéke a legkisebb. Ha ezt a j© stratégidnal éri el, akkor ezt jatszva vesztesége nem

lehet nagyobb, mint

min = max  a;
] (2

akarhogyan is jatszik a P, jatékos. Ezt a j° stratégidt a P, jatékos minimax stratégi-

ajanak nevezziik [1].

1.3. A nyeregpont és a minimax, maximin stratégiak kap-

csolata

1.1. Tétel. (maximin, minimax egyenlétlenség)

Minden mdtrixjdték esetén fenndll, hogy

max min @; S min  max a;
7 J J 7

A kovetkez0 tétel vdlaszt ad arra, hogy az el6bb meghatirozott maximin €s minimax

stratégidk mikor tekinthet6k egyenstilyi stratégidknak, vagy mas széval nyeregpontnak.

1.2. Tétel. (egyensiilyi stratégia és a maximin, minimax stratégidak kapcsolata)

Egy mdtrixjatéknak akkor és csak akkor van nyeregpontja, ha

max min a;; = min max
K3 J J (2

a jdaték értéke a kozos érték, azaz

v=max min a;; =mn max a;
(2 J J 7

Az utdbbi tétel szerint tehat a maximin és a minimax stratégidk akkor tekinthetSk egyen-
sulyi stratégidknak (nyeregpontnak), ha a sorminimumok maximuma megegyezik az
oszlopmaximumok minimumaval [1].

A tételeket egyszerlien beldthatjuk. Jelolje

=max min
i J

13



a sorminimumok maximumit és ez legyen valahol az i® sorban, hasonléan jeldlje
B =min max aj
] (2

az oszlopmaximumok minimumiét és ez legyen valahol a ;j° oszlopban. Az i° sorbeli
és j° oszlopbeli elem a;0,0.

Az o érték az i° sorban a legkisebb elem, igy irhat6, hogy
a = ap 50,

a 3 érték a j° oszlopban a legnagyobb elem, igy irhat6, hogy
Bz Q;050.

Az utébbi két egyenlStlenséget egybevetve azt kapjuk, hogy

amibdl o < [ adddik, ez pedig az els6 tétel dllitdsdval azonos.

Ha oo = 8 = a;0j0, akkor az a0 érték az i sor legkisebb eleme, tehat
apjo = ao; minden j indexre,
ugyanakkor az a0 ;o €rtéke a 7Y oszlop legnagyobb eleme, tehat
apjo = Qo minden i indexre.
Osszevetve a két utébbi egyenldtlenséget, az aldbbi adédik
a0 = apjo S ao; minden i, j indexre.

Ez pedig a nyeregpont definicidjanak felel meg. Az is lathatd, hogy a = [ esetén a
maximin €s minimax stratégidk az egyensulyponti (nyeregponti) stratégidknak felelnek

meg €s a jaték értéke az v = o = B = @00 koz0Os érték [1].

14



1.4. Tiszta és kevert stratégiak

Ha a jatékot sokszor lejatsszak, akkor mindegyik jatékosnak érdekében 4dll a viszonylag
6 stratégidkat jatékrol jatékra valtoztatni, hogy ezéltal a tobbieknek nyujtott informécidt
csokkentse. Ha valamilyen determinisztikus szabdly szerint valasztja meg a jatékos a stra-
tégiait, akkor hamar kiismerik. Célszer( tehat a stratégiahalmazan egy eloszlast definial-
ni és e szerint az eloszlds szerint véletleniil megvalasztani a jaték konkrét realizalasakor
véalasztando6 stratégidit. Ebben az esetben a jatékosokat nem az egyes jatékokban ad6dé
kifizetéseik (nyereségeik) érdeklik elsésorban, hanem a nyereségeik atlaga, varhato érté-
ke. Ezzel egy uj jatékot definidltunk, amelyben a jatékosok stratégiahalmazai az eredeti
stratégidkon értelmezett eloszldsok halmaza lesz, a jatékosok kifizet6fiiggvényei pedig az
eredeti kifizet6fiiggvényeknek a jatékosok 4ltal valasztott eloszlasokra vonatkozé varhat6

értéke. Az igy definidlt stratégidkat kevert stratégiaknak nevezziik [1].
1.3. Definicio. Kevert stratégidrol vagy silyozott stratégidrol beszéliink, ha a jdték sordn
vdltoztatjdk a jdatékosok a stratégidt [2].

A kevert stratégidk fogalmit Neumann Janos vezette be elszor. A jatékosok eredeti
stratégidit tiszta stratégianak nevezziik [1].
1.4. Definici6. Tiszta stratégidnak nevezziik a jdatékos stratégidjdt, ha a jdtékban egy osz-

lopot vagy egy sort vdlaszt a jdtékos és végig ezzel a stratégidval jdtszik [2].

Optimalis tiszta stratégia, ha van a jatéknak nyeregpontja. Ha egyensilypont nem
1étezik, akkor a jatékosok a stratégidjuk véltogatasdval probaljak novelni a nyereségiiket

[2].

Jelolje a P, jatékos kevert stratégidjat yi, yo, . . ., Ym; a P jatékos kevert stratégidjat
pedig x1, x2, . .., T,, ahol
T1,To, ..., Ty =0, X1+ To+ ... +x, =1

ylay27"'7ym§07 yl+y2++ym:1

A kevert stratégidkat tehat egy vektorral lehet leirni. Az y; példaul azt jelenti, hogy a
P, jatékos a jatéksorozatban az i-edik tiszta stratégidjat y; valdszinliséggel jatssza.

Ezekutdn madr csak az 1j kifizetdfiiggvényeket kell meghatarozni és mar alkalmazhat-
Juk is az 0j jatékra a megadott egyensulyi stratégia definicigjat [1].

A P, jatékos varhaté nyereségét (kifizetofiiggvény-értékét) a varhaté érték definici-

Oja alapjan az alabbiak szerint szdmithatjuk ki:
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Dt Z}Ll yia;jr; = yAx.
A P, jatékos varhaté vesztesége nyilvanvaléan ugyanennyi [1].

1.5. Definicio. (kevert egyensiilyi stratégia)
A jdtékosok kevert egyensulyi stratégidi alatt azt az x*,y* kevert stratégidkat értjiik,
amelyekre az aldbbi egyenstilyi vagy nyeregponti 0sszefiiggés minden x, y kevert stratégi-

dra fenndll :
yAx* < y*Ax* <yt Ax.

Az y* Ax* varhato értéket a jaték értékének nevezziik és v-vel jeloljik. A v érték a P
jatékos varhat6 nyereségét, illetve a P, jat€ékos varhato veszteségét jelenti, ha mindegyik
jatékos a kevert egyensulyi stratégiat jatssza.

A kevert stratégids esetben a tiszta stratégids esethez hasonl6 Osszefiiggéseket irhatunk
fel, hisz az egyik a masiknak specidlis esete. Itt is definidlhatok a maximin és minimax
stratégidk. Az egyensulyhelyzet keresésében akkor jar el ésszerlien a P, jatékos, ha igyek-
szik a maga szdmdra a legnagyobb atlagos nyereséget biztositani az ellenfél legjobb jatéka
esetére is. Ha a P, jatékos valamely y stratégidjat alkalmazza, akkor nyereményének var-
hat6 értéke legalabb az yAx értékek P, jatékos stratégidindl vett minimuma lesz. A P,
jatékos azt az ¢ stratégiat fogja jatszani, amelyre ez a minimum érték a legnagyobb lesz.

A Py jatékos ¢ stratégidjat maximin stratégidnak nevezziik €s ezt jtszva legaldbb

max min yAx
Yy x

varhat6 nyereséget tud maganak biztositani. Hasonléan, ha a P, jatékos az z° mini-

max stratégiajat jatssza, akkor legfeljebb

min max yAx
@ y

varhat6 vesztesége lesz [1].

1.3. Tétel. (maximin, minimax egyenlétlenség)

Minden mdtrixjdték esetén fenndll, hogy

max min yAr Smin max yAzx
y @ @ y
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1.4. Tétel. (egyensulyi stratégia és a maximin, minimax stratégidk kapcsolata)

Egy matrixjatéknak akkor és csak akkor van nyeregpontja, ha

max min yAr =min max yAz
y @ @ y

a jdték értéke a kozos érték, azaz

v=max min a; =min max yAz[l]
v x x v
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2. fejezet
Matrixjatékok megoldasa

1. Egy varrocég tomeges gydrtashoz egy uj ruhdzati modellt tervez. A modell irdnti
igényt nem lehet pontosan meghatdrozni. Azonban feltételezhetd, hogy az értéket
harom lehetséges allapot jellemzi: (I, II, IIT). Ezeket az allapotokat figyelembevé-
ve ennek a modellnek hdrom lehetséges gydrtasat elemezziik: (A, B, C). Mindegyik
véltozat sajat koltséggel rendelkezik és végiil eltérd hatast nyujt. A nyereséget (ezer
rubel), amelyet a vallalkozds kap a modell gyartasi mennyiségére €s a kereslet meg-

felel6 allapotara a kovetkezd martix hatdrozza meg:

I 11 II
Al 22 22 22
B 21 23 23
C\ 20 21 24

Keressiik meg a ruhdzati modell gyartdsanak mennyiségét, biztositva az atlagos

nyereséget, figyelembe véve a keresleti dllapotot [7]!
Megoldas:

El6szor is ellendrizziik, hogy az eredeti matrixnak van-e nyeregpontja. Ehhez meg-
keressiik minden sor legkisebb elemét (22, 21, 20) és minden oszlop legnagyobb
elemét (22, 23, 24). A sorban a legkisebb elemek koziil a legnagyobb: o = 22, az
oszlopok legnagyobb elemei koziil a legkisebb: 8 = 22. fgy a = 8 = 22, vagy-
is a jaték értéke - 22. A jatéknak van nyeregpontja, a ruhdzati modell gyartasdnak
elsé valtozata lesz a megfelel6. A modell gyartdsdnak allapota, amely megfeleld
az adott valtozatban, 22 ezer rubel nyereséget biztosit a kereslet barmely feltétele

mellett [7].
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2. Keressiik meg az adott métrixban az A és B jatékos stratégidjat és a jaték értékét!

(képlet segitségével és grafikusan) [11]

3 5 20
6 -1 3 5

A:

Megoldas:

Megkeressiik az elsd jatékos legjobb stratégidjat. Minden sor legkisebb eleme:
a; = 0,y = —1. Ezek koziil a legnagyobb: @ = 0. Ez lesz a jaték als6 érté-

ke.

Hasonldan jarunk el a méasodik jatékosndl is. Az oszlopok legnagyobb elemei: 3; =
= 6,0, = 5,3 = 3,8, = 5. Ezek koziil a legkisebb: [ = 3. Ez lesz a jaték felsd
értéke.

Mivel a jaték also és felso értéke eltérd, a jatéknak nincs megoldasa tiszta stratégidk
esetén, a jaték értéke 0 és 3 kozott van.

A madtrixbol kitoroljiik a hdtranyos stratégidkat. Mivel a By oszlop minden eleme
nagyobb a Bj oszlop elemeitdl, ezért a B; oszlopot kitoroljiik. fgy a kovetkezs

matrixot kapjuk:

5 20
-1 3 5

Most keresiink megoldést a jatékra kevert stratégidkkal.

Kiszamoljuk az elsé jatékos dtlagos nyereményét, ami attdl fiigg, hogy hogyan al-
kalmazza a sajat kevert stratégidjat, a masodik jatékos pedig a sajat tiszta j-edik
stratégiajat.

M;(z1) = (a1 — az;)w1 + ag;.

Kapjuk:

My(z1) = (a11 — ag1)x1 + ag = 61 — 1,

My(z1) = (a12 — a)Ty + aze = —x1 + 3,

M;3(x1) = (a13 — ag3)x1 + ass = —bxy + 5.

Az egyeneseket derékszogli koordindtarendszerben dbrazoljuk:
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2.1. abra.

Mivel a masodik jatékos célja az els6 jatékos nyereményének minimalizdldsa a stra-

tégidk kivalasztisaval, igy a legals6 szakaszokat vessziik.

Az els6 jatékos célja, hogy maximadlizdlja a nyereményét kivdlasztva x-et, ezért a

legmagasabb pontot valasztjuk ki, az M pontot.

A stratégidk azon vonalai, amelyek metszéspontja az M pontot képezi, a B jaté-
kos aktiv stratégidja, ebben az esetben B; és Bs. Ily mdédon a jaték egy 2x2 jaték,

melynek métrixa:

5 0
-1 5

Megkeressiik az optimadlis stratégiat:
6rx; —1=—-5x; +5 =,

.Z‘1+l’2:1.

_ 6. _ 5. _ 25,
T =17y T2=73173 U=17

Megkeressiik a médsodik jatékos stratégidjat:
5Q1+OQQ:U:%:> =17, 492=17-

Felelet: P* = (£ 5).  Q* = (0;2;0;5). A jaték értéke: v = 2 [11].

1711

. Négy féle készlet 1étezik, amelyet a befektet beszerezhet: Aq, Ay, Az, Ay. A kész-
let hozama fligg a gazdasag dllapotatdl. Hairom lehetdséget mérlegelnek a jovobeli
gazdasagi allapotrdl: valsdgos (C'3), kdzepesen viragzo (C), gyorsan novekvd (Ch).

27 2

A készlet jovedelmét a gazdasagi allapottdl fliggben a kovetkezd tablazat mutatja:
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Készlet (& Cy Cs
Ay 10 7 0
Ay 20 0 -3
As 30 -5 -10
Ay 25 0 -20

2.1. tablazat.

Feladat: Vdlassza ki az optimalis stratégiat, azaz dontson arr6l, hogy melyik kész-

letet kell megvasarolnia a befektetSknek [8].

A feladatot egy online-kalkulétor segitségével fogjuk megoldani. A kdvetkezd on-
line kalkulétort haszndljuk : http ://www.math-pr.com/game_theory_2.php. A kal-
kulator segitségévél meg tudjuk hatdrozni a jaték alsé és felso értékét, és megkeres-
siik mindkét jatékos optimdlis stratégidjat. Sziikség esetén az alkalmazas grafikus

modszerrel oldja meg a feladatot.
Megoldas:

A matrixjaték a kovetkezd kifizetési matrixszal van megadva:

"A'" stratégia "B" stratégia
By B, Bs
Aq 10 7 0
As 20 0 -3
As 30 -5 —10
Ay 25 0 —20

Keressiik meg:

a jaték felso értékét;

a jaték also értékét;

- ajaték értékét;

a jatékosok optimalis stratégidjat.
1. 1épés
Meghatarozzuk a jaték als6 értékét - o
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A jaték als6 értéke o - ez a maximadlis nyereség, amelyet garantdlni tudunk ma-
gunknak, egy ésszerl ellenféllel szemben, ha a jaték sordn egy €s csak egy stratégidt

alkalmazunk (ezt a stratégiat "tisztdnak" nevezziik).

A kifizetési matrix minden sordban megkeressiik a minimalis (legkisebb) elemet,

majd megkeressiik ezek koziil a maximdlis (legnagyobb) elemet (jeloljiik *-al).

"B" stratégia

"A" stratégia | B; | B, | Bs | Sor minimumai
Ay 100, 71] 0 0
As 200 0 | -3 -3
As 30| -5 | -10 -10
Ay 251 0 | -20 -20

2.2. tablazat.
A jaték also értéke: o = 0, és azért, hogy a nyereményliink ne legyen kisebb, mint
0, az A; stratégiat kell alkalmaznunk.
2. 1épés
Meghatarozzuk a jaték felso értékét -

A jaték felso értéke (5 - ez a minimalis veszteség, amit garantdlni tud maganak a "B"
jatékos, egy ésszerl ellenféllel szemben, ha a jaték soran egy és csak egy stratégidt

alkalmaz.

A kifizetési matrix minden oszlopdban megkeressiik a maximadlis (legnagyobb) ele-

met, és megkeressiik ezek koziil a minimalis (legkisebb) elemet.

"B" stratégia
"A" stratégia B, | By | B; | Sor minimumai
Ay 100} 71] 0 0
A 200 0 | -3 -3
As 30| -5 | -10 -10
Ay 251 0 | -20 -20
Oszlop maximumai | 30 | 7 | 0"

2.3. tablazat.
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A jaték felso értéle: 5 = 0, és ahhoz, hogy vesztesége ne legyen roszabb, mint 0, a

Bj stratégiat kell alkalmaznia.

3. 1épés

Hasonlitsuk 0ssze a jaték also és fels6 értékét. A mi esetiinkben ezek egybeesnek,
a = [ = 0. Ez azt jelenti, hogy a jatéknak tiszta stratégidkban van megoldésa.
Az "A" jatékos optimdlis stratégidja az A, lesz, a "B" jatékos optimalis stratégidja
a Bs. Nem nehéz belatni, hogy a kifizetési matrixban a tiszta optimélis stratégidk
metszéspontjaban talalhat6 elem az egyszerre lesz a sor minimuma és az oszlopok
maximuma. Az ilyen elemet nevezziik nyeregpontnak, €s megléte adja meg, hogy a

jatéknak a megolddsa tiszta stratégidkban van, és az értéke egybeesik a jaték érté-

kével.

Felelet: a jaték also értéke, felsd értéke és értéke: a = S = v = 0. Az optimadlis

stratégiapar: A, Bs.
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3. fejezet

Linearis programozasi feladat. A

szimplex modszer.

A linedris programozds - korlatozottan rendelkezésre 4ll6 gazdasagi er6forrdsok lehetd
legjobb (optimélis) elosztdsa egymadssal versenyzd tevékenységek kozott a minél nagyobb
gazdasagi haszon elérése érdekében [2].

A linedris sz arra utal, hogy a modellben szerepld fiiggvények mindegyike linedris.
A programozds sz06 itt nem a szamitégépes programozdasra utal, hanem inkdbb a tervezés
szinoniméjaként szerepel [2].

Két alapveté mddszer van a linedris programozasi feladatok megoldaséra: az elsd a
geometriai mddszer, a mdsodik az algoritmikus mddszer, amely a linedris algebrat hasz-
ndlja fel [4]. Ha a feladat kétvaltozos, akkor meg tudjuk oldani grafikus médszerrel. A
feladatok megolddsat az jelenti, hogy kivalasztjuk a lehetséges megoldasok halmazabdl
az optimalis programot [2].

A gyakorlatban nemcsak két, hanem joval tobb valtozoét is tartalmazhatnak a felada-
tok és a feltételek szdma is joval nagyobb lehet. Ilyen esetben a grafikus mdodszer nem
alkalmas a feladatok megolddsara, mas mddszert kell alkalmaznunk. Ha a valtozok és a
feltételek szdma igen nagy, akkor csak szamitogéppel érhetiink el eredményt [2].

A szimplex moddszer a linedris programozdsi feladat legismertebb és legfontosabb
megoldé algoritmusa [3]. Ez az algoritmus megadja a kritériumokat, amelyek lehetové
teszik annak konnyl megallapitdsat, hogy az adott megoldds optimdlis-e, valamint lehe-
tové teszik a fokozatos eldrehaladdst vakon, de mindig a rosszabb megoldasoktdl a jobb,
azaz az optimumhoz kozelebb levd megolddsok irdnydban. Ily médon a "probdk" szdma

jelent6sen lecsokken és gyorsabban eljutunk az optimalis megoldashoz [4].
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Mind kézi, mind a szdmitégépi megoldashoz az sziikséges, hogy a feladatot megfele-
16 matematikai formdba Ontsiik. A gazdaségi feladattdl fiiggden kiilonbdz6 matematikai

modelleket fogalmazhatunk meg [2].

3.1. Linearis programozasi feladat altalanos megfogalma-
zasa

3.1. Definicié. Olyan matematikai programozdsi feladatot neveziink linedris programo-
zdsi feladatnak, amelyekben az L halmazt meghatdrozo feltételek elso fokii egyenletek és
egyenldtlenségek, a célfiiggvényiik linedris, és a benniik szerepld viltozok valos szdamér-

téket vehetnek fel [2].

Jelolje n egy gazdasagi szervezet tevékenységeinek, m az er6forrdsainak szdmat,

T1,%a,...,T;,..., T, atevékenységek terjedelmét, (melyek értelemszeriien csak nem-
negativak lehetnek),
bi,ba,...,b;, ..., by, az er6forrdsok kapacitdsat,

a;; a j-edik tevékenység fajlagos sziikségletét az i-edik er6forrasbol,
c1,C2,...,Cj,...,Cn atevékenységek fajlagos gazdasagi eredményét,
akkor a gazdasagi szervezet tevékenysége a kovetkez6 modellel hatdrozhaté meg:

Az

111 + a2 + . .. Q155 + ... a1y S bl

(9121 + ag9xo + ... + 25T ; + ...+ AonTp S bQ

A1 %1 + Aoy + ..o+ AT + .o A @y, < by,
feltételrendszer mellett keressiik az
flz) =z +cxa+ ... +cjz;+ ...+

linedris fliggvény, az un. célfiiggvény maximumat [2].
Vektor- és matrixszimbdlumokkal feladatunk sokkal tomdrebben irhaté fel. Igy meg-

oldand¢ az
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a) 0
b) A-z <b(vagy =,2>)
T

1
Y

c) z = c - —extrém

feladat [2].

3.2. Linearis programozas matematikai modelljei

3.2.1. Maximumfeladat

3.2. Definicié. Maximumfeladatrol akkor beszéliink, ha egyenldtlenségei < értelmiiek és

a célfiiggvény maximuma jelenti az optimumot.

alapforma kanonikus forma
a) x>0 x>0,u>0
b) A-z<b Az+u=b
T

¢) z=c' -z —max. z=c’ -z — max.
A kanonikus alak abban kiilonbozik az alapfeladatokban megadott formédkétol, hogy

bevezeti az u Un. hidnyvaltozokat, melyeket dudl valtozoknak is szokds nevezni [2].

3.2.2. Minimumfeladat

3.3. Definicié. Egy modellt akkor neveziink minimumfeladatnak, ha egyenldtlenségei >

értelmiiek és a célfiiggvény minimuma jelenti az optimumot.

alapforma kanonikus alak
a) z >0 z20,v=>0
b) A-z>b Ax—v=

¢) z=cl' 2z —min. z=c' -z — min.
A v valtozot tobbletvdltozonak nevezziik [2].

3.2.3. Normalfeladat

3.4. Definicié. Egy maximumfeladatot normdlfeladatnak nevezziik akkor, ha b > 0 felté-

tel is teljesiil [2].
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alapforma kanonikus forma
a >0,0>0

by A-xz<)b A-x+u=

3.2.4. Modositott normalfeladat

3.5. Definicié. Egy modellt modositott normdlfeladatnak nevezziik, ha egyenlétlenségei
< értelmiiek, tartalmaz egyenleteket és célfiiggvény maximumdt keressiik, tovabbd a b, és

b, vektorok minden koordindtdja nemnegativ [2].

alapforma kanonikus forma

a) £297121>07b2>0 $>0,U>O,b1>0,b2>0

b) Az <by Az +u=Db
AQ‘EZZ_)Q A2'£:b2
¢) z=c' z— max. 2z =c’ -z — max.

3.2.5. Altalanos feladat

3.6. Definicid. Egy linedris modellt dltaldnos feladatnak neveziink, ha feltételei kozott a

kapacitdsok (b) nemnegativitdsa mellett > reldciok is szerepelnek és maximum a cél [2].

alapforma kanonikus forma

a) z>0 z>0,u>0,v>0,

b) A1'$<b171_?1 >0 A1-£+u=bl,b129

A2'£:Q27Q2EQ A2‘£:Q2>QQZQ

3.3. Linearis modellek megoldasanak numerikus médsze-

rei

3.3.1. Normalfeladat megoldasa

Foglaljuk 6ssze a vektor-, métrixszimbdélumokkal megadott
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normalfeladatr6l mondottakat [2].

3.7. Definicid. A feladat lehetséges megolddsainak nevezziik azokat az x vektorokat, ame-
lyekre A - x < b és x > 0 feltételek teljesiilnek. Ezt a kovetkezbképpen irhatjuk le a

halmazelmélet jeleivel :

3.8. Definicio. A feladat optimdlis megolddsdnak nevezziik az L-nek azon x vektorait,

amelyekre c' - Ty > c' -z, Vx € L teljesiil, azaz
Lo = {xy/xg € Lés "y > c"x, Yo € L} [2]

3.9. Definici6. Bdzismegolddsnak neveziink minden olyan x4 vektort, amely eleme az L
halmaznak és az A mdtrixnak az x5 pozitiv komponenseihez tartozo oszlopvektorai lined-

risan fiiggetlen rendszert alkotnak [2].

Keresiink numerikus médszert az L, meghatarozdsara.
A tobbvéltozos linedris programozasi feladatok numerikus megoldasandl kovetkezOk-

re tdmaszkodhatunk, figyelembe véve a linedris algebrdban tanultakat:

1. Az L lehetséges megolddsok halmaza konvex. Ezért: ha a z = ¢! - x célfiiggvény az
L halmaz valamely x, pontjdban felveszi szélso értékét, akkor biztosan felveszi egy

csucspontjdban is.

2. Az L halmaz csiicspontjait az A - x + u = b egyenletrendszer bdzismegolddsaibol

Ennek megfeleléen nézziik a kdvetkez6 maximumfeladatot:

a) Ty, X220
b) 221 + 4z < 160
31+ 229 < 120

21, < 60

¢) z=60x; + 80xy — maximum
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Alakitsuk at a feladatot:

2%1 —+ 4.1’2 —+ Uy =160
3I1 + 23)2 + U2 =120

21’1 + 0$2 + Us = 60

Oldjuk meg a linedris algebraban tanult szimplex tablazat segitségével [2].

By | o1 x  w ux  ug b

e | 2 4 1 0 0 |160
€ 3 2 0 1 0 120
e 2 0 0 0 1 60

3.1. tablazat.

Ha uq, uy vagy us oszlopdban valasztunk generdld elemet, akkor uq, us, us-hoz

tartoz6 vektorok ugy keriilnek a bazisba, hogy a tdblazat més elemei nem véltoznak

meg, azaz

Uy 2 4 160
Ug 3 2 120
Us 2 0 60

3.2. tablazat.

lesz. Ezért a normalfeladatok targyaldsandl ezt tekintjiik indulétdblazatnak.[2].

Igy kimondhatjuk:

3. A normidlfeladat indulétdbldzatdban, a By bdzisban az u dudl vdltozok szerepelnek.

Igy a normdlfeladat indulé szimplex tdbldzata a kovetkezd:
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3.3. tablazat.

ahol:

IS

a primélis véltozok sorvektora,

A az egyenlGtlenségrendszer egyiitthatéinak métrixa,

10

a célfiiggvény egyiitthatéinak sorvektora,

dualis valtozok vektora,

IS

b  kapacitasok vektora [2].

4. A szimplex tdbldazatbol a kovetkezok olvashatok ki :

a.) A bazisban lévé valtozok értékei mindig az utolsé oszlopban olvashatok le.
b.) A bdzisban nem lévd vdltozok értékei nulldk.

c.) A jobb alsé sarokban mindig a program célértékének -1-szerese olvashato le.
5. A feladat bdzismegolddsait oszlopvektor transzformdcioval dllithatjuk eld [2].

Ezen ismeretek birtokdban oldjuk meg a mar emlitett feladatot.

a) Zq, 9 >0
b) 2x1 + 4x9 < 160
3r1 + 2z9 < 120

214 < 60

¢) z=060x; + 80xy — max.

Az indul6 szimplex tablazat:
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By Ty ) b
Uy 2 4 160
Us 3 2 120
U3 2 0 60
—z 60 80 0

3.4. tablazat.

Az indulétablazatbdl egy lehetséges megoldas olvashatd le:

z1=0 w1 = 160
To =10 uy = 120 z=0.
’LL3:6O

Az 1j bazisvektor az L lehetséges megoldasi halmaz egy dj csucspontjat jelenti. Ezt a

baziscserével hatarozhatjuk meg. De nekiink az kell, hogy biztosan tudjuk, melyik csucs-

pont adja az optimalis megoldast, ha van [2].

Ezt a kovetkez6 médon érhetjiik el:

1. Pozitiv célelem felett valasztunk generdld elemet. (Ezzel biztositjuk, hogy a cél-

fliggvény értéke novekszik).
. Pozitiv szamot vélasztunk generalo elemnek (a;; > 0).

. Szilik keresztmetszetnél valasztunk generdl6 elemet.

(min bij ,a;; > 0)

. Végrehajtjuk az elemcserét a kovetkezképpen :

a.) A generdlo elem helyébe annak reciprokdt irjuk.

b.) A generdlo elem iij sordt igy kapjuk meg, hogy a régi sordt szorozzuk a generdlo

elem reciprokdval.

c.) A generdlo elem uij oszlopadt vigy kapjuk meg, hogy a régi oszlop elemeit szoroz-

zuk a generdlo elem reciprokdnak -1-szeresével.

d.) A tdbldzat tobbi elemét az ismert bazistranszformdcioval hatdrozzuk meg [2].
. Optimalis megoldast kapunk, ha
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a.) az utolso sor elemei (c; — k) nem pozitivak.
(a célfiiggvény értéke tovdbb mar nem ndvekszik) és
b.) az utolsé oszlop elemei nem negativak

(a megoldédsok sem negativak) [2].

Az elmondottakat kovessiik végig a kijelolt feladaton:

Jeloljiik By-val az indul6 szimplex tablazatot, By, By stb. a javitott tdblazatokat.

3.5. tablazat.

Xr1 = 0 Uy = 160
A B, tablazatban leolvashato egy lehetséges megoldas: 7, =0 wuy = 120

z=10 Us = 60
Generdl6 elemet az x5 oszlopban vdlasztunk, mert a z sordban itt van a legnagyobb

pozitiv szam. Megéllapithatjuk a szlik keresztmetszetet. Az utols6 oszlop elemeit osszuk
el az x5 oszlop megfelel6 elemével. A legkisebb hanyadost ad6 elem lesz a generdl6 elem.
Tehat 4 lesz a general6 elem [2].

Uj bazisra tériink rd, x5 és uy helyet cserél:

T2
U2

us

—Z

3.6. tablazat.

B, tablazat kitoltése:

- A generdl6 elem helyébe annak reciproka keriil.
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- A generdl6 elem uj sora: a generdl6 elem régi sordnak elemeit szorozzuk meg a generalo

elem reciprokéval.

- A general6 elem Uj oszlopa: a régi oszlop elemeit szorozzuk meg a generdl6 elem re-

ciprokanak -1-szeresével.

- A tobbi elemet a bazistranszformacionadl megismertek szerint szamitjuk [2].

Tehét a B; tdbldzat a kovetkez6képpen néz ki:

3.7. tablazat.

Xr1 — 0 Uy = 0
To — 40 Ug = 40
Egy lehetséges megoldas:
us = 60

z = 3200
A programot még javithatjuk, mert az utolsé sorban van pozitiv elem és van felette

pozitiv szam, amelyet generdl6 elemnek tudunk vélasztani [2].

Tehét a generdl6 elem a 2 lesz. Az el6bbi szdmitast megismételve kapjuk a B, tdbla-

zatot:
By Ug Uy b
To —}1 g 30
T1 % —;11 20
U3 -1 % 20
—z -10 -15 -3600

3.8. tablazat.

=20 u =0
L. . . To=30 wuy=0
Egy maésik lehetséges megoldés:
Uz = 20

z=3600
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A B; program tovabb nem javithatd, mert a tabla utolsé sordban nincs pozitiv elem.

Tehat az optimalis megoldas:
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4. fejezet

Matrixjatékok megoldasa szimplex

modszerrel

4.1. A matrixjaték és a linearis programozas kapcsolata

Minden matrix megoldhat6-e? A kovetkezSkben erre a kérdésre az igenld valaszt meg-
ad6 tételt, a jatékelmélet alaptételét ismertetjiik. A tételt NEUMANN JANOS (1928) bi-
zonyfitotta be eldszor, igy szokds NEUMANN-tételnek is nevezni. A tételre konstruktiv
bizonyitdst adunk, amellyel megadjuk a matrixjaték linedris programozdssal valé megol-

dasanak modjat [1].

4.1. Tétel. A JATEKELMELET ALAPTETELE (NEUMANN-tétel)
Tetszoleges A kifizetési mdtrixszal rendelkezd mdtrixjdatéknak létezik nyeregpontja, az-

az létezik olyan (x*, y*) stratégiapdr, hogy
yAx* < y*Ax* <yt Ax
minden (x, y) stratégiapdrra teljesiil [1].

Bizonyitas:
A P, jatékos a kovetkezOképpen okoskodik. Ha a P; jatékosnak sikeriilne olyan y

stratégiat valasztania, amelyre
Yia11 + Y2021 + - -+ Yy = @

akkor legaldbb axr; varhaté nyereségre tesz szert. Ha ugyanis a P; jatékos stratégidja

y, a P, jatékosnak pedig az 1. stratégidja x|, akkor a P; jatékos varhaté nyeresége:
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Y1011T1 + Y2211 + ... + YmOm1T1

amelybdl az el6bbi éllitas kiolvashat6. [1] Hasonldan, ha a P jatékos 2. stratégidja

Z9, akkor legaldbb auxry varhatd nyereséget akkor tud elérni a P, jatékos, ha
Y1a12 + Yoo + - .+ Ymma = @

A fentieket a P, jatékos minden z; stratégidjara felirhatjuk. Igy a jaték sordn a P; jitékos
nyereménye legalabb ax|+axs+. . .+ax, = a(r1+x9+. . .4+2,) = alesz. Nyilvanvalg,
hogy P célja a nyereményének maximalizéldsa, tehat olyan y stratégiat probal vélasztani,
amelynél minden j indexre legaldbb aux; nyereségeket tud elérni €s az o Ossznyeresége

minél nagyobb legyen, azaz

y1a11 + Y2021 + ...+ YmQm1 = @

Y1a12 + Yoaos + . .. + Ymme = @

Y11y + Y2lon + - - .+ Ymlmn = @
1ty +...+yn=1
y17y27"'7ym20

a — max! [1]

Mint lathat6 a P; jatékos y stratégidjanak meghatarozasara egy linedris programozasi
feladat adédott, amelyet a métrix-vektor jelolésekkel egyszertibben is irhatunk (az 1 vek-
tor a linedris algebrdban megismert 1 = (1, 1, ..., 1) csupa 1-esekbdl 4ll6 ugynevezett

0sszegzovektort jeloli):

yA—al 20
yl=1
y=0

a — max! [1]

Most nézziik meg a P» jatékos hasonld okoskoddsat. Ha a P, jatékosnak sikeriilne

olyan x stratégiat védlasztania, amelyre

anT + a1t + ...+ a1, <P
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akkor legfeljebb [y, varhat6 vesztesége lenne, amikor a P; jatékos a 1. stratégidja v .
Ezt a P, jatékos minden y; stratégidjara felirhatjuk. Ekkor a jaték sordn a P, jatékosnak
legfeljebb 3 vesztesége lesz és a P, jatékos célja, hogy ezt a veszteségét minimalizélja. A
P, jatékos x stratégidjdnak meghatdrozdsdra tehdt az alabbi linedris programozasi feladat

szolgal:

Ar — 510
rl=1
x>0

5 — min! [1]

A két jatékos stratégidinak meghatdrozasara szolgalo linedris programozasi feladatok

egymdsnak dudlisai [1].
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5. fejezet

Szimplex modszer online megoldo

alkalmazasa

Mir tudjuk azt, hogy a matrixjatékokat megoldhatjuk szimplex moddszer segitségével.
Napjainkban mér ismeriink olyan online megoldé kalkuldtorokat, amelyek segitségével
konnyen megtudunk oldani egy matrixjatékot.

Szakdolgozatomban a kévetkez$ online megoldé alkalmazast haszndlom €s szeretném
ismertetni: https ://math.semestr.ru/games/index.php.

A kalkulator segitségével meg tudjuk hatdrozni a matrixjiték értékét (als6 és felsd
értékét), tudjuk ellendrizni, hogy van-e a matrixjatéknak nyeregpontja, megoldast keres a
kevert stratégiak esetén.

Az online megold6 kalkuldtor a matrixjatékot linearis programozasi feladatta redu-
kalja, majd a szimplex médszert felhaszndlva adja meg a megoldast. Alkalmazdsa nagyon
egyszerd, els6 1épésként meg kell adnunk a kifizetési matrix méretét, majd tovabb 1épve
be kell frnunk a kifizetési matrixot. Es végiil a megolddsi médszert kell kivélasztanunk
a kovetkezd négy lehetdség koziil: minimax (analitikus) mddszer, linedris programozas
(szimplex mddszer), grafikus médszer €s Braun modszere.

A kovetkezd két feladatot a mar emlitett online kalkulatorral fogom megoldani, meg-

olddsi médszerként a linedris programozdast (szimplex mddszert) vdlasztom.

1. Hozzon létre egy métrixjatékot az alabbi feladathoz:

A villalat haromféle terméket allit el6: (A, As, A3), a nyereség fiigg a kereslettdl,
amely négy allapotban lehet: (B, By, B3, By). Adott egy matrix, melynek az a;;

elemei jellemzi a nyereséget, ahol az i-edik termék kibocsatdsakor a véllalkozas
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megkapja a j-edik keresletet [10].

B, | By | By | By
Al 33|68
A, | 9 (10| 4| 2
Ay | 71715 4

5.1. tablazat.

Megoldas:

A feladat bevezethetd matrixjatékba, amelyben a vallalat A jatszik a B kereslet
ellen.

7 7

A probléma megoldésa eldtt egyszerisithetjiik a jatékot, a fizetési matrix elemzése
és a nyilvanvaléan hatranyos, vagy ismétl6do stratégidk elvetése utdn. A masodik
stratégia (a matrix masodik oszlopa) egyértelmien hatranyos a B jatékos szdméra az
els6hoz képest (a masodik oszlop elemei nagyobbak, mint az els6 oszlop elemei),
mivel a B jatékos célja az A jatékos nyereségének a csokkentése. Ezért a masodik

oszlop eldobhat6. A kovetkezé matrixot kapjuk:

3 6 8
P=19 4 2
7 5 4

A feladat tovabb linedris programozas segits€gével megoldhato [10].

A kovetkez6 1épésben a szimplex modszer online megoldé alkalmazasat hasznal-
Juk.

Nézziink meg egy kétszemélyes jatékot, ahol az érdekek ellentétesek. Az ilyen jaté-
kot két személy antagonista jatékdnak nevezziik. Ebben az esetben az egyik jatékos
nyeresége megegyezik a mésik jatékos veszteségével.

Ha minden jatékos kivélasztotta a sajat stratégidjat, akkor ezt a stratégiapart ja-
tékszitudcionak nevezziik. Meg kell jegyezniink, hogy minden jatékos tudja, hogy
milyen stratégiat vdlasztott az ellenfele.

Az elsé jatékos tiszta stratégidja az A kifizetési matrix n sora egyikének kivalaszta-
sa, a masodik jatékos tiszta stratégidja pedig ugyan az a matrix egyik oszlopdnak a

kivalasztasa.
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1. Ellendrizziik, hogy van-e a kifizetési matrixnak nyeregpontja. Ha van, akkor a

jaték megolddsat tiszta stratégiakkal irjuk ki.

Jatékosok | By | By | Bs | a = min(A,)
A 31618 3
Ay 9 | 4|2 2
As 7151 4 4
b=max(B;)| 9 | 6 | 8

5.2. tablazat.

A jaték alsé értéke: a = mazx(a;) = 4.

A jéték fels értéke: b = min(b;) = 6.

Ez a jaték nyeregpont hidnyzasat jelzi, mivel a # b, igy a jaték értéke a4 <y <6
korlatok kozé esik. Megkeressiik a jaték megolddsat kevert stratégidkkal.

2. Ellendrizziik a kifizetési métrixot a sorok és az oszlopok dominalasaval.

Mondjuk, hogy az els6 jatékos i-edik stratégidja domindlja a k-adik stratégidjat, ha
a;j > aj, minden j € N, és legaldbb egy j-re teljesiil, hogy a;; > ay;. Ebben az
esetben azt mondjuk, hogy az i-edik stratégia (vagy sor) - dominalé, a k-adik pedig

a dominalt.

Azt mondjuk, hogy a mésodik jatékos j-edik stratégidja domindlja az i-edik straté-
gidjat, ha minden j € M a;; < a; és legaldbb egy i-re teljesiil, hogy a;; < aj.
Ebben az esetben a j-edik stratégiat (oszlopot) dominalénak nevezziik, az 1-ediket

dominaltnak.
A kifizetési matrix nem tartalmaz domindl6 sorokat és oszlopokat.
3. Megkeressiik a jaték megoldasat kevert stratégiakkal.

A linedris programozdsi dudlis feladatok matematikai modelljét a kovetkezoképpen

irhatjuk le:

Megkeressiik az F(x) fiiggvény minimumat korlatozdsokkal (a masodik jatékos sza-

mara):
3I1 + 9$2 + 71133 Z 1

6$1 +4$2—|—5ZE3 Z 1
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8$1 + 2]}2 + 41’3 > 1
F(x) = z1 4+ 9 + 3 —min

Korlatozasokkal megkeressiik a Z(y) fiiggvény maximumat (az elsé jatékos szama-

ra):

3y1 + 6y2 +8ys < 1

y1 +4ya +2y3 < 1

Ty1 +95y2 +4ys < 1

Z(y) = y1 + y2 + y3 — max

Megoldjuk a linedris programozdasi feladatot szimplex mddszer segitségével, fel-

haszndlva a szimplex tdblazatot.

Meghatdrozzuk a Z(Y') = y; + ya + ys célfiiggvény maximalis értékét az aldbbi

feltételek €s korlatozasok mellett:
3y1 + 6y2 +8ys < 1
y1 +4ya +2y3 < 1
Ty1 + 9y2 +4ys < 1

Az elsd 1épésben az egyenlStlenségrendszert Uj valtozok bevezetésével egyenlet-

rendszerré redukdljuk (attériink kanonikus alakra):
3y1 +6y2 +8ys +ys =1
W1 +4y2 +2ys +ys = 1
Ty1 +9y2 +4ys + y = 1

Feltételezziik, hogy a szabad véltozok nulldval egyenldk, megkapjuk az els6 alap-

tervet: Y0 = (0,0,0,1,1,1).

Bazis |B | yi |y | Y3 | Ya | Us | Us
Ya 1{3]6|8[1[0|0
Us 119141210
Ye 1] 7|5]4]0]0]|1

Z(Y0O)| O |-1|-1]-1]0

5.3. tablazat.
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Attériink a szimplex mddszer f6 algoritmusara.
0. Iteracio

A jelenlegi kiindul6 alapterv nem optimaélis, mivel az indexsor negativ egyiitthato-

kat tartalmaz.

General6 elem meghatarozasara az y; oszlopot valasztjuk. Kiszdmoljuk a D; értékét
soronként, mint az osztds hanyadosa: b;/a;s, és kivdlasztjuk belGle a legkisebbet:

min(1:8,1:2,1:4)=1/8,

Tehat a generalo elem a 8.

Béazis | B | y1 | y2 | y3 | ¥4 | Y5 | Y6 | min
U 1/3/6[8|1[0]0] 1
s 19420 |1]0]| 3
Vs 1{7[5[4]0]0]1] 1

Z(Y) |0 |-1|-1]-1[0|0]0

5.4. tablazat.

Az y, véltozo helyére az y3 valtozo keriil. Kapunk egy 4j szimplex tdblazatot:

Bazis | B | yi | 2 | Y3 | Ya | Y5 | Us
Y3 % % % 1 % 00
Ys % % g 0 _% 1o
Yo % 1_21 2 0 _% 0 1
zon [t -g] 4]0l 4 [o]o

5.5. tablazat.

1. Iteracio

A jelenlegi kiindul6 alapterv nem optimélis, mivel az indexsor negativ egyiitthato-

kat tartalmaz.

General6 elem meghatdarozdsara az y, oszlopot valasztjuk. Kiszamoljuk a D; értékét
soronként, mint az osztds hanyadosa: b;/a;;, és kivdlasztjuk belSle a legkisebbet:
(1.3 3.l 1.xg1y_ 1

Tehdt a generdlé elem a 81,
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Bézis | B | y1 | Y2 | Y3 | Ys | Y5 | Ys | min
vs || s | 3|l s |0]0] 3
SHEEE IO
Y 3| 5| 2|0|-5]0]|1] &
Zy2) || -2/-3l0o] 2 |00

5.6. tablazat.

1

Mivel az utols6 oszlopban t6bb minimdlis elem taldlhato, 17, akkor a sorszdmot a

Kreko szabdlya szerint valasztjuk meg.

Kreko szabdlya a kovetkezd:

A sor elemei, amelyek tartalmazzdk a legkisebb értéket, min = ﬁ, feltételezett
megengedett elemekre osztddik, az eredményeket pedig tovabbi sorokba rogzitjiik.
Generdl6 sornak azt vélasztjuk, amelyben hamarabb taldlkozunk a legkisebb hanya-

dossal akkor, amikor oszloponként a tdblazatot balrdl jobbra olvassuk.

Az ys5 véltozo helyére az y, valtozo6 keriil. Kapunk egy 4j szimplex tdblazatot:

Bazis | B |y | v2 |ys | wa Ys | Ys
vs | |0 7 | 1] % | -5 |0
w k1] B [o]-&]% |0
w Jofol s Jol-a]-3]
ZY2) | 510 | -%10| & | & |0

5.7. tablazat.

2. Iteracio

A jelenlegi kiindul6 alapterv nem optimélis, mivel az indexsor negativ egyiitthato-

kat tartalmaz.

Generél6 elem meghatarozdsara az y, oszlopot vélasztjuk. Kiszdmoljuk a D); értékét
soronként, mint az osztds hanyadosa: b;/a;s, és kivdlasztjuk belGle a legkisebbet:
(1l .7 1 .10 .1y _

Tehdt a generdlé elem az 3.
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Bazis | B |y1 | Y2 |Ys| Ya | Y5 | Ys | Min
Y3 ﬁ 0 % 1 % B 212 0 %
i ||l % |0 -5 % |05
Y ojo| t jo|-%2|-2/1]0

Z (Y?’) 12_1 0] - 525 0 % % 0

5.8. tablazat.

Az yg véltozo helyére az y, valtozo keriil. Kapunk egy 4j szimplex tdblazatot:

Béazis | B |y1 | v2 | Y3 | ya | Us Yo
Y3 1_11 01071 % % B %
Y1 1_11 11070 % % B %
Y2 O/,0|1[0|-1] 2 3

ZY3)| 210100 |45 |—-%| &

5.9. tablazat.

3. Iteracio

A jelenlegi kiindul6 alapterv nem optimalis, mivel az indexsor negativ egyiitthato-

kat tartalmaz.

General6 elem meghatarozasara az y5 oszlopot valasztjuk. Kiszdmoljuk a D; értékét

soronként, mint az osztds hanyadosa: b;/a;s, és kivdlasztjuk belGle a legkisebbet:

Sl .15 1.8 _y_ 2
min(yg 195, 17 ¢ 110 —)

) 21 2 5
Tehat a general6 elem a 155.

Bazis | B |1 |y2 |ys | Ya| Y5 | Ye | min
ys |1 |00 1|5 | % |—h| %
i || V00| o |~ s
Y 0/0|1]|0/[-1] 213 -
ZY4) [ 21000 |5 |—5| &

5.10. tablazat.

Az y3 véltozo helyére az y5 valtozo keriil. Kapunk egy 4j szimplex tdblazatot:
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Bazis | B | y1 | y2 | y3 Ys | Ys | Ys
Ys % 010 % % 1 _1?4
EEROEIEINE
Y2 % 01 % 2_77 0 _é
Z0V4) | % |00 % | % |0] 5

5.11. tablazat.

Az iteracionak vége, mivel az indexsor nem tartalmaz negativ elemet - az optimalis

tervet megtalaltuk.

A szimplex tdblazat utolsé véaltozata:

Bazis | B | y1 | y2 | y3 Ys | Ys | Ys
s 210 |0| 22 17 1| =4

27 27 | o7 9
o | wm | V][O0 —5 =5 0] 5
ve | w |0 U | % | 95 [ 0] =5
Z(Y5) 2% 0]0 2% 22—7 0 %

5.12. tablazat.

Az optimdlis tervet a kovetkezd formaban irhatjuk fel:

Ugyan ezt a megoldast kapjuk a dualitastételek alkalmazasdval.
A dualit4stételbdl kovetkezik, hogy X = C' - AL,

Az A matrixot létrehozzuk vektorok komponenseibdl, amelyeket az optimadlis bazis

tartalmazza.
0 3 6
A= (A5A1,4)=1 9 4
07 5

Algebrai 4talakitdsokkal meghatdrozzuk az inverz métrixot: D = A~!, és kapjuk:
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7T _14
D:A_l = _5 O
0 —

Ezutin X = C - A7 ! =
17 14
3w L —3

(07171) —% 0 2 :<217707%)

7
270_

©oh
—_
Ol

O=

1
9
A dudlis feladat optimalis megoldésa a kdvetkezd:

2 1
X1 :faxﬂzoym?):_

©

FX)=1-2+1-04+1-3=2

A jaték értéke: g = ﬁ és a jatékosok a stratégidikat a kovetkezd valdszintliségek-

kel alkalmazzak:

G =9 Yi; Pi=9- T
A jaték értéke: g =1: 2 = 2
plzg'ﬁzé
Pzz%ﬂ:o

—2r,1_3
D3=7%5"9=5

Az els§ jatékos optimdlis kevert stratégidja: P = (2;0; 2)

51775
w=% %=1
w=% =
%Z%'OZO

;3;0)

A mésodik jatékos optimadlis kevert stratégidja: () = (%

A jaték értéke: v = %
4. A jaték megoldasanak helyességét ellendrizziik az optimdlis stratégidk kritériu-

manak a segitségével :

> aijq; < v

> aipi > v
M(P;Q)=3-2)+(6-2)+(8-0)=54=uv
M(P;Q)=(9-5)+ (4 5)+(2:0)=5<0v
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MPy;Q)=(T-2)+(5-2)+(4-0)=54=v

MP;@Q1)=@3-3)+(9-0)+(7-3) =54=v
M(P;Q2)=(6-2)+(4-0)+(5-2)=54=v
M(P;Qs)=(8-3)+(2-0)+(4-3)=56>v

Minden egyenl6tlenség teljesiil, mint egyenldség vagy szigord egyenlStlenség, ko-

vetkeztetésképpen, a jaték megoldésa helyes.

. Adott a matrixjaték kifizetési matrixa:

4 2 2

250

0 25
Keressiik meg a jaték értékét V, és az optimdlis kevert stratégidkat [10] !
Megoldas:
Ismét alkalmazzuk a szimplex mddszer online megoldé alkalmazasat.

1. Ellendrizziik, hogy van-e a kifizetési matrixnak nyeregpontja. Ha van, akkor a

jaték megolddsat tiszta stratégiakkal irjuk ki.

Jatékosok | By | By | Bs | a = min(A,)
A 4 1212 2
Ay 21510 0
As 0215 0
b=mazx(B;) | 4 | 5|5

5.13. tablazat.

A jaték also értéke: a = maz(a;) = 2.

A jaték fels értéke: b = min(b;) =4

Ez a jaték nyeregpont hidnyzasat jelzi, mivel a # b, igy a jaték értéke a2 < y < 4
korlatok kozé esik. Megkeressiik a jaték megoldédsat kevert stratégidkkal.

2. Ellendrizziik a kifizetési matrixot a sorok €s az oszlopok dominédldsaval.

Az el6z6 feladathoz hasonlé gondolatmenet szerint arra a kovetkeztetésre jutunk,

hogy a kifizetési matrix nem tartalmaz dominél6 sorokat és oszlopokat.
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3. Megkeressiik a jaték megoldasat kevert stratégidkkal.

A linedris programozasi dudlis feladatok matematikai modelljét a kvetkez6képpen

irhatjuk le:

Megkeressiik az F(x) fiiggvény minimumét korlatozasokkal (a mdsodik jatékos sza-

mara):

41 + 229 > 1

221 + 919 + 223 > 1

2x1 4+ 5x3 > 1

F(z) = 1 + 29 + 3 — min

Korlatozasokkal megkeressiik a Z(y) fiiggvény maximumat (az elsd jatékos szama-

ra):

dy1 +2y2 +2y3 < 1

2y1 +5y2 < 1

2y2 +0y3 < 1

Z(y) = y1 +y2 + ys = max

Megoldjuk a lineéris programozasi feladatot szimplex mddszer segitségével.

Meghatarozzuk a Z(y) = y; + y» + ys célfiiggvény maximalis értékét az alabbi

feltételek €s korlatozasok mellet:
dyr +2y2 +2y3 < 1

2y1 +0y2 <1

2y2 +0y3 < 1

Attériink kanonikus alakra:

dy1 +2y2 +2ys +ya =1

21 +5y2 +ys =1

2ys +5ys +ye =1

Megkapjuk az elsé alaptervet: Y0 = (0,0,0,1,1,1).
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Bazis | B | yi | Y2 | Ys | Ya | Us | Us
Y4 1141212 1]01|0

5.14. tablazat.

Attériink a szimplex médszer f6 algoritmusara.
0. Iteracio

A jelenlegi kiindul6 alapterv nem optimaélis. Generdl6 elem meghatarozasara az vy

oszlopot valasztjuk. A generdl6 elem: 5.

Bazis | B | y1 | Y2 | Y3 | Ya | Y5 | Y6 | min
Y4 1422|100
s |1]2]5]0]0
Y 102|500 1]}

ZOYD |0 |-1]-1]-1]0

N

5.15. tablazat.

Az yg valtoz helyére az y3 valtozo keriil. Kapunk egy dj szimplex tabldzatot:

Bazis | B |yi | Y2 | Ys | Va | Ys | YUs
3 6 2
Yq 5 4 5 0/ 1]0]~- 5
Ys 112510011 0
1 2 1
Y3 =1 0] 2 1100 ¢
Zvyy |t -2lojojo] L

5.16. tablazat.

1. Iteracio

A jelenlegi kiindul6 alapterv nem optimaélis. Generdl6 elem meghatdrozdsara az i,

oszlopot valasztjuk. A generdl6 elem: 4.
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Bazis | B |yi | Y2 | Ys | VYa | Y5 | Y6 | min
ye (214 801 ]0]-2] 2
s 1125 /0]0]1]0 3
ys | 2lO0] 2100 | -

ZY2) |+ |-1|-2]0[0 0] £

5.17. tablazat.

Az y4 valtozd helyére az vy, valtozo keriil. Kapunk egy 4j szimplex tdblazatot:

Bazis | B |y | v2 |ys | Ya |Us | Vs
Y1 23_0 1 13_0 0 i 0 _%
Ys % 0 % 0 _% 1 %
Y3 % 0 % 1100 %
Z2(¥2) |5 | 0|50 1 | 0] 1

5.18. tablazat.

2. Iteracio

A jelenlegi kiindul6 alapterv nem optimédlis. Generalé elem meghatdrozasara az y,

oszlopot valasztjuk. A generdlo elem: 4%.

Bazis | B | y1| v2 |ys| Ya |Ys | Ye | min
mo w13 [0 30w 3
vs |10 F |05 | 5 | @
Ys Lol 2 |10 0| & .
Z03) |5 |0 -5 |0 § 0] 5

5.19. tablazat.

Az y5 valtozé helyére az y, valtozo keriil. Kapunk egy dj szimplex tablazatot:
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Bazis | B | y1 | y2 | y3 | wa Ys Ye
TR - B O A R I I

7 5 5 1
v2 || O] L0 =31 %5 | %
3 1 1 2
ys || 0101 5 | =] 11
35 19 3 5
Zv3)|Blojo|o| & | 2| 5

5.20. tablazat.

Az iterdcionak vége - az optimdlis tervet megtaldltuk.

Az optimédlis tervet a kovetkezd formaban irhatjuk fel:

A dudlis feladat optimalis terve:

19 3 5

=gl = g3 = g

! 1

Ugyan ezt a megoldast kapjuk a dualitastételek alkalmazasdval.
A dualitéstételbdl kovetkezik, hogy X = C' - A~L,

Az A mitrixot 1étrehozzuk vektorok komponenseibdl.
4 2 2

A=(A1,4,4)=2 5 0
0 25

Meghatdrozzuk az inverz matrixot: D = A1, és kapjuk:

2 _3 _5
88 14 14
D — A_l = _5 5 1
4 22 22
1 _1 2
22 1 11
Ezutin X = C - A7 ! =
25 _3 _35
88 14 Y
) 5 5 1 _(19.3.5
(1,1,1) ~ 2 2 = (555 145 24)
1 _1 2
22 1 11

A dudlis feladat optimadlis megolddsa a kovetkezd:

_ 19 _ 3 _ 5
Tr = T2 = 4T3 = 14

— 19 3 5 _ 35
F(X)=1-241.341.5=5
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A jaték értéke: g = ﬁ €s a jatékosok a stratégidikat a kovetkezd valdszintségek-

kel alkalmazzak:

4 =9 Y DPi—=9- T

441 Aetdlom. o 1 . 35 _ 88
Ajaték értéke: g =1: 52 = =

— 8,19 __ 19
P1=35 "8 = 35

— 8,3 _ 6
P2=35"11~ 35

_ 88 .5 _ 2
Ps =351~ 7

P foiiio. D _ (19, 6.2

Az elsd jatékos optimdlis kevert stratégidja: P = (3z; 325 7)

_ 8.9 _ 9
=358 ~ 35

_ 88,7 _ 2
92=35 14~ 5

_ 88, 3 _ 12
3= 35 22 = 35

T P foi&ine () (9.2.12

A masodik jatékos optimdlis kevert stratégidja: () = (£> £ —5)
A jaték értéke: v = 52

4. A jaték megoldasanak helyességét ellendrizziik az optimdlis stratégidk kritériu-

manak a segitségével :
Yo aijq; <
Yo aiip; >
M(P; Q)
M(P; Q)

M(P3;Q)=(0-3)+(2-2)+(5-

(4-2)+2-)+(2-2)=2514=v

=(2-3)+(B-2)+(0-3)=2514=v
2)=25l4=uv
M(P;Q,) = (4- 2)=2514=0
M(P;Qq) = (2 2)=2514=0
M(P;Q3) = (2-2)+ (0cot £) + (5-2) =254 =v

Minden egyenl6tlenség teljesiil, mint egyenldség vagy szigord egyenlStlenség, ko-

vetkeztetésképpen, a jaték megoldésa helyes.
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Osszefoglalas

Diplomamunkdmban a matrixjatékok szimplex moédszerrel torténé megolddsaval fog-
lalkoztam.

Attekintettem a témahoz kapcsolddé fontosabb szakirodalmakat. Az egyszeriibb meg-
oldés érdekében egy online megoldé kalkuldtor segitségével ismertettem egy matrixjaték
megoldasi lehetdségét szimplex mddszerrel. A dolgozat céljat sikeriilt elérnem.

Egy matrixjaték sordn a f6 feladatunk az, hogy megtaldljuk a jatékosok optimalis,
legjobb stratégidit ugy, hogy a stratégidkat egymastol fliggetleniil valasztjak ki a straté-
giahalmazukbdl. A jatékosok ismerik egymads valasztdsi lehetdségeit, viszont nem tudjak
el6re, hogy a tobbi jatékos melyik stratégiat fogja valasztani. Az optimadlis stratégiat line-
aris programozas segitségével meg tudjuk hatdrozni, tiszta és kevert stratégidk esetén is.
Hogy egy linedris programozasi feladat optimumat meg tudjuk taldlni, erre alkalmazzuk
a szimplex modszert, amely egy algoritmusos moédszer. A szimplex mddszer iterdcidkat
hajt végre és baziscserék segitségével keresi meg az optimélis megoldést.

A linedris programozas megoldasdnak tanulméanyozdsa nagyon fontos, mivel alkalma-
zasi teriilete nagyon széleskor. Szamos kozgazddszati feladat bevezetheté matrixjatékba,

amelynek megoldasa soran eljuthatunk a legkedvez6bb, optimélis megoldashoz.
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Melléklet

A melléklet tartalmaz egy Pascal ABC.Net-ben készitett programot, amellyel modellez-
hetjiik a matrixjatékot. Mivel a jatékosok kevert stratégidjuk valdszintiségeket tartalmaz-
nak, ezért a program alkalmazdsa sordn lehet6ség van kivdlasztani, hogy hanyszor akar-
juk végrehajtani a jatékot. Ennek az értékét lepes véltozd tartalmazza. Ajanlatos minél
nagyobb értéket megadni a lepes valtozonak, és nem egyszer, hanem tobbszor modellezni
a jatékot.
A program:
program matrixjatekok ;
var
ip, jq: integer;
a: array [1..20, 1..20] of real; // a - kifizetesi matrix
/I p - az elso jatekos strategiaja (valoszinusegek)
/I q - a masodik jatekos strategiaja (valoszinusegek)
p, q: array [1..20] of real;
rl, r2: real;
begin
writeln(’Matrixjatek modellezese (kiserlet a megoldas ellenorzesere.)’);
/I n - az elso jatekos strategiainak szama
var n:= ReadInteger(’ 1. jatekos strategiainak szama, n=");
// m - a masodik jatekos strategiainak szama
var m:= ReadInteger(’2. jatekos strategiainak szama, m=");
writeln(’ A kifizetesi matrix bevitele: ’);
for vari:=1tondo
for var j:=1to m do
begin  write Ca[’,1,’,,j,’]1="); Read(a[i,j]); end;

/] p - az elso jatekos strategiainak bevitele
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writeln(’ 1. jatekos strategiaja:’);
for vari:=1tondo
begin write Cp[’,1,’]="); Read(p[i]); end;
/I q - a masodik jatekos strategiainak bevitele
writeln(’2. jatekos strategiaja:’);
for var j:=1 tom do
begin write ("q[’,j,’]="); Read(q[j]); end;
/Nepes - hanyszor fogjak a jatekosok jatszani a jatekot
//befejezes: lepes=0, (0 - a kilepes kodja)
randomize;
while true do
begin
var lepes:= ReadInteger(’Lépések szama=");
if lepes = O then break
Writeln("utan a matrixjatek: ’);
for var i:=1 ton do
begin
for var j:=1 to m do
write C °, a[i,j],” 7); writeln;
end;
var s:=0.0;
for var k:= 1 to lepes do
begin
/laz elso jatekos strategiainak kivalasztasa (veletlen)
rl:=random(); //rl - veletlen szam a (0..1) intervallumon
var pp:=0.0;
for vari:=1tondo
begin
pp:=pp + plil;
if r1 < pp then begin ip:=1; break; end;
end;
/la masodik jatekos strategiainak kivalasztasa (veletlen)

r2:=random(); //r2 - veletlen szam a (0..1) intervallumon

57



var qq:=0.0;
for var j:=1tom do
begin
qq:=qq +qljl;
if 12 < qq then begin jq:=j; break; end;
end;
s:=s+ a[ip, jql; // a[ip, jq] - a matrix kivalasztott eleme end;
s:=s/lepes;
Writeln(® megoldasa=’", s:6:4); end;
end.

Elézetesen megoldottam a kovetkezd matrixjatékot:

2 3
4 1

A:

Megoldasa: 2.5, és az 1. jatékos optimadlis stratégidja p = (0.75, 0.25), a 2. jatékos
optimalis stratégidja q = (0.5, 0.5). A programmal modelleztem a jatékot. A program altal
kiadott eredmény :

Mitrixjaték modellezése (kiséreletel a megoldds ellendrzésére.)

1. jatékos stratégidinak szama, n = 2

2. jatékos stratégidinak szama, m = 2

A kifizetési marix bevitele:

a[l,1]1=2 a[l,2]=3

a[2,1]=4 a[2,2]=1

1. jatékos stratégidja: p[1] = 0.75 p[2] =0.25

2. jatékos stratégidja: q[1] = 0.50 q[2] =0.50

Lépések szama: 1000

utdn a matrixjaték : ;

4 1

megoldasa = 2.4770

Lépések szama: 50000
o 2 3
utdn a matrixjaték :
4 1
megolddsa = 2.5040

Lathatjuk, hogy a program éltal kiadott eredmény kozel van a pontos, elméleti érték-

hez: 2.5.
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Abrak jegyzéke
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Tablazatok jegyzéke



5.20. tablazat
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Pe3ome

VY numioMHiNA poOOTI s 3aiiManacsi BUPIICHHSIM MAaTPUYHUX ITOP CUMITJIEKCHHM

MCTOA0M.

Ha mouaTky poOoTH 5 eperiisiHyjia OCHOBHY JIITEPaTypy, IO CTOCYETHCS AaHOI
TeMd. J{J1s OLIBIT IPOCTOTO PIlIEHHS, 32 JTOMTOMOTOI0 OHJIAHH-KaJbKYJISATOpA S OMHcalia

PO3B’s3yBaHHS MATPUYHOI I'PH Ha OCHOBI CUMILIEKC-METOY.

Y Marpu4Hiii Tpi HAIUM OCHOBHHM 3aBJIAHHSIM € IIOIIYK ONTHMAJbHHUX,
(Halkpammx) cTpaTeriii Juisi TPaBIliB, MPU YMOBI, IO T'PABIli OOMPAIOTH CTpaTerii i3
Ha0OpIB CcTpaTeriii He3aIeKHO OJUH Bi 0HOTO. ['paBIli 3HAIOTh MOXKJIMBI BHOOPH OJUH
OJTHOTO, ajie Harepesa He 3HaIOTh, AKy CTpaTerito BuOepe iHmIMi rpaBenb. OnTuManbHy
CTpaTeTii0 MOYKHA BU3HAUUTH 32 JJOTIOMOTO0 METO/IIB JIIHIMHOTO ITpOrpaMyBaHHS, SIK JIJIs1
YUCTUX, TaK 1 3MimaHux ctparerid. [1{o06 3HalWTH omTUMyM 3ajadi JIHIHHOTO
NporpaMyBaHHs, MU BUKOPHCTOBYEMO CUMIUIEKCHUH METOM, KU € aarOpUTMIYHUM
mMeTo1oM. CUMIUIEKCHUI METOJ BUKOHYE iTepallii Ta BUKOPUCTOBY€E 06a30Bi OOMIHU JUIS

MOIIYKY ONTUMAJIBHOTO PILICHHS.

BuBueHHST METOZIB JIIHIHHOTO MPOTPaMyBaHHS € YK€ BAXXIUBUM, OCKUIBKH
cdepa HOro 3acTOCYBaHHS JIy’Ke IIMpPOKa. baraTo 3aBaaHp 3 eKOHOMIKHM MOKHA 3BECTH JI0
MaTpUYHUX 1rOp, PO3B’S3aBIIM $Ki, MOXHA MPUUATH JO HAWUOUIBII ONTUMAIBHOTO

pilIEHHS.
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