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Bevezetés

John Horton Conway (1937-2020) brit matematikus, a sziirredlis szdmok (vagy
masszéval Conway-szamok) és a Conway-jatékok fogalmanak megalkotdja. Kutatési terii-
letei kozé tartozott a véges csoportok elmélete, a csomdelmélet, a szdamelmélet és a kom-
binatorikus jatékelmélet.

Conway a sziirredlis szamokat csak a jatékok utdan fedezte fel. Kifejlesztette a
kombinatorikus jatékelméletet, amiben a jatékokra definidlhaté az Osszeadds, az ellen-
tettképzés és az Osszehasonlitds. Csak kés6bb vette észre, hogy a jatékok egy bizonyos
osztalya érdekes tulajdonsdgokkal bir, és ellatta Gket szorzassal, amivel teljesiilnek a kivant
tulajdonsagok, és amivel megmutathatd, hogy a valés szamok is kézottiik vannak.

A sziirredlis szamok tartalmazzdk a valés szamok halmazit és a végtelen mennyisé-
geket is. Legegyszertibben tigy lehetne 6sszefoglalni, hogy minden valés szdm sziirredlis
szdmokkal van koriilvéve, amelyek kozelebb vannak hozzd minden valés szamnél.

A sziirredlis szamok tobb szempontbdl is érdekesek és tobb kérdés is felmeriil veliik
kapcsolatban. Két egyszerti miivelettel keletkeznek a "semmib6l", de tulajdonsagaikban
hasonlitanak a valés szamokra: elvégezhet6k rajtuk a valds szdmokkal megszokott miivele-
tek és a rendezés.

Conway leirta a sziirredlis szdmokat, és jatékok, tobbek kozott a go kétszemélyes
jaték elemzésére haszndlta On Numbers and Games (1976) cimi konyvében. A sziirredlis
szdmok szoros kapcsolatban allnak a kétszemélyes, teljes informdciés, felvaltva 1épdGs
stratégiai jatékokkal, mint példaul a sakk. Gyakorlatban tobbek kozott az ilyen jatékok

nyer$ stratégidinak vizsgdlatdra haszndlhatok.



1. fejezet

A szurrealis szamok elmélete

A Conway-szamok elméletének els§ szabdlya azt mondja ki, hogy minden x szdm
val6jdban az Xp bal oldali halmazbél és az X ; jobb oldali halmazbél 4ll6 rendezett hal-
mazpér: [2]

xr = (XB,XJ),XB zXJ

Ez azt jelenti, hogy ha Voep € Xp és Va; € X, akkor xg 2 x;. Vagyis xg nem lehet
nagyobb vagy egyenls, mint x .
Hogy egyszeriibb legyen a megkiilonboztetés, az emlitett szabdlyban nagybetiivel vannak

jelolve a halmazok, kisbettivel pedig a szamok.

1.1. Alapfogalmak

Definicié. ([1/) Legyenek adottak a B és J halmazok. A B és J halmazok dltal alkotott
x rendezett pdrt a kovetkezéképpen irhatjuk le: x = (B, J) = {{B},{B, J}}.

A B halmazt az z bal oldali, a J halmazt pedig az x jobb oldali tagjanak nevezziik.
Valamint a B halmaz egy tetszéleges elemét xp-vel jeloljiik, a J halmazét pedig x ;-vel,
és az x bal illetve jobb oldali GsszetevSinek nevezziik Sket. [1]

Egy rendezett part leggyakrabban az Gsszetevéivel adunk meg. Példdul, ha B =
{a,b,c} és J ={d, e} , akkor (B, J) = {a,b,c|d, e} , vagy dltaldnosan z = {zg|z,;}. [5]

A szakdolgozatban a kovetkezd jelolések lesznek érvényben: x > y & y < x,
r=ysr<yésr>yr<yscr<yéscrrty xr>y<sy<x AkésSbbiekben z =y

jeloli azt, hogy x és y halmazelméleti értelemben azonosak. [3]
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A halmazelmélet Zermelo-Fraenkel-féle axiémarendszerébdl kiilondsen fontos a ko-
vetkezG axiéma és annak kovetkezménye:
Regularitdsi axiéma. [3] Minden z # () halmaznak van olyan v eleme, amely diszjunkt
x-t6l:

Vx(EIu(uEm)—>E|v<v€a:/\Vw(ﬂ(w€x/\wEv)))).

A szamokkal kapcsolatos defniciék rekurzivak, ezért az dllitdsokat indukciéval kell

bizonyitani. Ehhez sziikséges a regularitdsi axioma kovetkezménye.

Allitas. ([3]) Nem létezik halmazok olyan xo, 1, 2, . . . végtelen sorozata, melynek tagja-

ira 19az, hogy x; 1 € x;, Vi € N.

Bizonyitds. A bizonyitdst indirekt médszerrel végezziik el.
Tegyiik fel, hogy létezik ilyen sorozat. Ekkor elkészithetjiik az {xzo,x1, 2o, ...} halmazt,

ami ellentmond a regularitdsi axiéménak. [3] |

Definicié. ([1]) Egy G csoportot akkor nevezink rendezett (részben rendezett) csoportnak,
ha értelmezve van rajta egy teljes rendezés (részben rendezés), mellyel a csoportmiivelet

eltoldsinvaridans, azaz Va,b,c € G elemekre, ha a < b, akkor a+c<b+c ésc+a < c+b.

Definicié. ([1]) Egy kommutativ gydrit, illetve testet rendezett gydrinek, illetve rendezett
testnek hivunk, ha értelmezve van rajtuk eqy teljes rendezés, mellyel az additiv csoport

rendezett, és a szorzdsra igaz, hogy ha a és b elemekre 0 < a és 0 < b, akkor 0 < ab.

Definicié. ([1]) Egy x rendezett par Conway-jdték, ha minden dsszetevdje Conway-jdték.

Minden Conway-jdték igy dll eld.

Ez rekurziv definici6, tehat ha mdér ismeriink néhdany Conway-jatékot, akkor e
szabalyt kovetve hozhatunk létre bel6liik ujakat; és csak azok az objektumok Conway-
jatékok, amelyek igy sziilettek.

A Conway-szdmokat két rekurziv szabdly hatdrozza meg.

Definicié. ([1l]) Egy x rendezett par Conway-szam, ha minden dsszetevdje Conway-szdm,
és nincsenek olyan xp, xv; 6sszetevdi, melyekre x; < xp. Minden Conway-szim igy dll

eld.

Donald Knuth kényvében [2] leirta a sziirredlis szdmok konstrudlasanak menetét,

amely a kovetkezd sorokban olvashaté.



Kezdetben nincs egy Conway-szamunk sem, mégis 1étre tudunk hozni egyet. Mivel
minden szdam két halmazbdl all, ezért legyen B és J ez a két halmaz, amelyek a sziirredlis
szém bal- illetve jobboldali sszetevéi lesznek. Az elsé lépésben B = J = (). Ezzel egy
olyan sziirredlis szdmot kaptunk, amely két iires halmazbdl dll, ez a szdm a 0, melynek
jelolése: {|}.

A kovetkez6 Conway-szamokat igy adjuk meg, hogy a | jelt6l balra irjuk azokat,
melyeknél a vizsgalt szam nagyobb, és jobbra azokat, melyeknél kisebb. Példaul, 1 = {0|},
2= {1}

A végtelen minden természetes szamnal nagyobb, tehat azokat mind balra kell
irni. A végtelent a sziirredlis szdmok elméletében w jeloli, és a kovetkezSképpen irhaté
fel: w=1{0,1,2,...|}.

Sziirredlis szdmokkal a tortszamokat is tudjuk dbrazolni. Példdul, 1 = {0[1},
1= {0l3}

Fel tudjuk irni Conway-szam formdjdban a végteleniil kicsi mennyiséget is. Ez
az a szam, amely minden pozitiv szamnal kisebb, de nullandl nagyobb. Tehdt ¢ =
o), 5.5,

Természetesen a negativ szdmokat is fel tudjuk frni Conway-szamokkal, példaul
—1= {0}, —3 = {-1/0}.

Egy sziirredlis szdmnak tobb alakja is van. A legelsé sziirredlis szdm, amit létre
tudunk hozni a 0. Ezt koveti az 1 és a —1. A kovetkez6 lépésben mar djabb négy szamot
tudunk létrehozni: —2, —%, %, 2.

Egy sziirredlis szdm mindig azt a szdmot hatdrozza meg, amely a bal oldali 6sszete-
vGjénél nagybb, jobb oldali 6sszetevGjénél kisebb és leghamarabb lett 1étrehozva. Példaul:

(2/5) = 3.

1. Lemma. ([1/) Legyen © = {xg|x,} és feltételezziik, hogy valamely z-re és Vrp,x;
esetén teljesil, hogy v; < z < xp, de z-nek egyetlen dsszetevdje sem teljesiti ugyanezt.

Ekkor x = 2.

Bizonyitds. Az x < z egyenlGséghez teljesiiléséhez az kell, hogy z < zp és z; < x tel-
jesiiljon. Az el6bbi szerepel a lemma feltételében, az utébbi pedig azért igaz, mert Vz;
Eli? hOgy oy < zJ-

Az x < z egyenlGséghez teljesiiléséhez az kell, hogy 2z < xp és z; < x teljesiiljon. Az el6bbi



szerepel a lemma feltételében, az utébbi pedig azért igaz, mert Vz; dz;, hogy x; < z;.

Hasonléan bizonyithat6, hogy = > z. Ebbdl kiévetkezik, hogy = = z. [I] [ |

Tehdt a lemma kimondja, hogy egy x sziirredlis szam az x g bal oldali 6sszetevik és
az xj jobb oldali 6sszetevk kozott allo szamok koziil a legkorabban megkonstrudlt, vagy
Conway szavaival élve, a legéregebb. Conway ezt az eljardst a szdam sziiletésnapjdnak

nevezte.

1.2. Miiveletek Conway-szamokkal

A sziirredlis szamok kozott ugyanugy lehet 6sszeadni, kivonni, szorozni, osztani
és gyokot vonni, mint ahogyan azt a valés szdmokndl megszoktuk, olyan objektumokat
teremtve ezzel, melyeknek a matematika klasszikus dgaiban aligha lehetne értelmet adni.

A kovetkez6 oldalakon bemutatédsra keriilnek a rendezés, az Osszeadds és a szorzds

tulajdonsdagai.

1.2.1. Rendezés

Definicié. ([1/) Pontosan akkor teljesil x < vy, hogyha nem létezik x-nek olyan xp
osszetevdje, melyre y < xg, €s nem létezik y-nak olyan y; dsszetevdje, melyre y; < x.

Ezt az eljardst rendezésnek nevezziik.
Allitas. ([1]) Vz,y, 2 esetén teljesilnek a kivetkezd dllitdsok:
(1) x <z,
(2) Vep,xy:xp P ésxy L,
(8) hax <y ésy < z, akkor x < z,
(4) ha x,y Conway-szimok, akkor x <y és x >y kézil legaldbb az eqyik teljesiil.

Bizonyitds. Az (1) eset bizonyitdsa elvégezhets indirekt médszerrel. Ha x £ x, akkor
vagy dr; < x, vagy drpg > x igaz. Ebb6l az kovetkezik az els§ esetben, hogy x-nek nincs
olyan jobb oldali 6sszetev@je, ami kisebb vagy egyenld, mint x;. Hasonl6an beldthat6 az
Trp > TR is.

A (2) eset nyilvanvald, mivel ez az dllitds nem mds, mint a reldcié definiciéja az (1) esetre
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felirva.

A (3) esetet tranzitivitdsnak nevezziik. A bizonyitdst indirekt médszerrel végezziil el,
tehdt tegyiik fel, hogy x £ z. Ilyenkor két lehet&ség van: vagy dz; < x vagy drg > z.
Ha dz; < z és x < y, akkor z; <y, tehdt y £ z. Ha Jzp > z, akkor azt kapjuk, hogy
x £ y. Mindkét esetben ellentmondasba iitkoztiink.

A (4) eset bizonyitdsédhoz tegyiik fel, hogy z, y Conway-szdmok és © £ y, © # y. Ha
Jy; < x és Jyp > x, akkor a (3) eset szerint y; < yp, ami nem lehetséges, mivel
ez ellentmond a sziirredlis szam definiciéjanak. Ha Jy; < x és dr; > y igaz, akkor
Fy; > xy, vagyis Vy; < x;. Mivel az y szdmnak van jobboldali Gsszetevéje, amirél
tudjuk, hogy kisebb, vagy egyenls, mint x, a (3) allitdsbol azt kapjuk, hogy x; > x, ami
ellentmond a (2) allitasnak. Hasonléan igazolhaté abban az esetben, amikor Jzp < y.

[ u

1.2.2. Osszeadds

Definicié. ([3])(Conway-szimok dsszeaddsa). Az x és y szamokat a kévetkezdképpen
adjuk dssze:

v+y={zp+tyz+yslrs+yz+ys}
Definicié. ([J])(Conway-szimok ellentettje). Az x szam ellentettjét a kovetkezdképpen
irjuk le:

—z={—x;| —zp}.
Az ellentett segitségével elvégezhetjik a kivondst. x —y azt jelenti, hogy x + (—vy).
1. Tétel. ([1]) Vx,y,z szdmokra teljesiilnek a kévetkezd dllitdsok:
z+0=uzx,
r+y=y—+uo,
(T+y)+z=a+y+2).

Bizonyitds. Vizsgéljuk az elsG éllitast:

r+0={xp+0jz;+0} ={zp|z,} ==
Ezzel az els6 dllitas be van bizonyitva. Vizsgédljuk a mésodik kifejezést:

c+y={ep+y.rt+yslesty.r+yt={y+rpys+alyt+z,y ta} =y+a
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Tehat bebizonyitottuk, hogy az Gsszeadds a sziirredlis szamok esetében kommutativ mtivelet.

Megmutatjuk, hogy az 0sszeadds asszociativ is:
(z+y)+z={(r+y)p+z,(x+y) +zl(r+y)s+z @ty +2;} =

={(zp+y) +z(@+ys) tz(x+y) +zlx;+y) +z (@ +ty)+z @ty +2;} =
={zp+y+2),v+ys+2),v+y+z)lrs+y+2),v+@ys+2),v+y+2)}=
=z + (y+2).

Ezzel bebizonyitottuk, hogy az dsszeadds a Conway-szamok felett egy kommutativ, asszo-

ciativ mivelet, ahol 0 a neutrélis elem. [I] |

2. Tétel. ([J]) Legyenek x,y, z tetszdleges sziirredlis szamok. Ha y > z, akkor x +y >
T+ z.

3. Tétel. ([1]) Legyenek x,y, z tetszdleges sziirredlis szamok. Akkor igazak a kévetkezd

allitasok:
1. a 0 egy sziirredlis szam;
2. ha x sziirredlis szam, akkor —x is;
3. ha x ésy szirredlis szdamok, akkor x + vy 1s.

Tehat a Conway-szdmok rendezett csoportot alkotnak az Osszeadds miiveletére

nézve.

1. Példa. § = {0]1}.

= {0[1} + {01} = {% | ;} ~ 1.

DN | —

-
2

1.2.3. Szorzas

Definicié. ([3])(Conway-szdmok szorzdsa). Az x ésy szdmokat a kovetkezdképpen szo-

rozzuk 0ssze:

vy = {xpy + 2y — TYB, TJY + XY — TyYs|TBY + TYs — TYS, TJY + TYB — TIYB}

4. Tétel. ([1]) Vx,y,z szamokra teljesilnek a kévetkezd dllitdsok:
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4. (—x)y = a(—y) = —y,
5. (r+y)z =2z +yz,
6. (zvy)z = x(y2).

Bizonyitds. A tétel 1.-4. 4llitasai indukciéval konnyen beldthatok. A disztributivitds

bizonyitdsahoz vizsgdljuk a kévetkezd kifejezést:

(x+y)z={(zr+y)pz+ (x+y)zp — (r+y)pzB,-..|...} =
={(zp+vy)z+ (r+y)zp— (tp+vy)z, (t+yp)z+ (r+y)zp — (x+yp)zp,...|...} =
= {(zpz+ a2 —rpzp) +yz,vz+ (ypz + Y2 — Yp2B),---| ...} =22+ Y2.

Az asszociativitds konnyen bizonyithat6 a disztributiv tulajdonsdg felhasznéldsdval. [1]

Tehdt a szorzds a Conway-szdmok korében kommutativ, disztributiv, asszociativ

miivelet, egységeleme az 1. Két szdm szorzatat a kovetkezs alakban is felirhatjuk: (|I])
vy = {zy—(z—2p)(y—yn), vy—(r;—2)(ys—y)ley+(c—2p)(ys—y), 2y+(z;—2)(y—yn)}-

5. Tétel. ([1]) Legyenek x,y,x1,x2,y1,ys tetszdleges szirredlis szdmok. Akkor igazak a

kovetkezd dllitdsok:
1. ha x ésy szamok, akkor xy is;
2. ha x1 = xo, akkor x1y = x2y;

3. ha x1 < x9 €sy1 < ya, akkor x1y2 + xo2y1 < T1Y1 + TaYo.
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2. fejezet

Kétszemélyes jatékok

2.1. A kétszemélyes jatékok alapfogalmai

John Horton Conway koényvében ([I]]) a kétszemélyes jatékokat a kovetkezSképpen
definidlta.

Egy Conway-szam konstrudlasakor figyelembe kell venni, hogy a bal oldali halmaz
elemei kisebbek legyenek a jobb oldali halmaz elemeinél. Ha ezt a szabdlyt elhagyjuk,
akkor a jaték fogalmat kapjuk. Tehdt egy jatékot a kovetkezGképpen konstrudlunk meg:
ha L és R halmazok, akkor {L|R} jaték.

A sziirredlis szamok fogalmédnak megalkotédsat eredetileg a go motivalta, viszont
més jatékok nyerd stratégidinak vizsgdlatara is felhasznalhatok a Conway-szamok. Egy

ilyen jatéktol a kovetkezd feltételeket varjuk el:
1. A jaték teljes informéciés;
2. Ketten jatszanak: Bal és Jobb;
3. A jaték felvaltva 1épdss;
4. A jaték determinisztikus;
5. A jaték véges szamu lépéssel véget ér, ahol Bal vagy Jobb a nyertes;
6. Ha az egyik jatékos nem tud lépni, a jaték véget ér a masik jatékos gyGzelmével.

A go jatékon kiviil tobb népszert ilyen kétszemélyes jaték létezik: sakk, ddma, malom.

Viszont a kartyajatékok bar kétszemélyesek, nem tesznek eleget a feltételeknek.
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A jaték koncepcidja a kovetkezs: adott egy bal- és egy jobb oldali jatékos, az el6bbit
L-lel, az utobbit R-rel jeloljiik. Adott a jaték dllapotainak S halmaza, az sy kezdGallapot,
illetve az dllapotok kozotti — és — g reldcick. A jatékosok megallapodnak, ki kezdje
a jatékot sg-bol indulva, ezutdn felvaltva lépnek. Ha a jdték s dllapotban van, és az L
jatékoson van a sor, L bdarmely olyan s/ allapotba léphet, melyre s —; s’. Ha nincs ilyen
s', L elvesztette a jatékot. [7]

A koncepcié hasonléan felirhaté az R jatékosra.

Fontos kikotés, hogy a jatéknak mindenképp véges sok 1épésben be kell fejez&dni,
és valaki biztosan nyer.

Valamint, még egy fontos kikotésre sziikség van: Vs € S allapot legyen elérhetd
valamilyen sg — s; — ... — s, = s tton a kezd&allapotb6l. Az igy meghatdrozott g
jaték jelolése: (S, so,—r, —r). [8]

Minden s dllapotra létezik g-nek egy (S’ s, —r, —r) részjatéka, ahol S" = {s} U
{s' € S: ¢ elérhets S-bol }. [1]

Ha sy — s, akkor a részjatékot g bal oldali, ha pedig s —g s, akkor a g jobb

oldali opcidjanak nevezziik, és gr-lel illetve gg-rel jeloljiik. [§]

Definicié. ([1]) Két jaték izomorf, és ezt = szimbolummal jeloljik, ha dllapotaik kozott

reldciotarto bijekcio létesithetd.

2.1.1. Példak jatékokra

A domingjaték kezdddllapota a sikbeli koordindtarendszer racsnégyzeteinek egy
véges részhalmaza. Egy lépésben a soron kovetkezd jatékos elvehet a négyzetek koziil
két szomszédosat, azaz egy dominéformat, de L csak vizszintes, R csak fligg6leges alldsu
dominét vehet el. [I]
nak és a jatékosok felviltva vesznek el a megfelel§ szabdlyok szerint. AlapvetGen az
nyer, aki az utolsé kavicsot vagy kavicsokat elveszi, de van olyan véltozat is, amely-

ben éppen azt kell elkeriilni, hogy az utolsé kavicsot elvegyiik. A kupac- vagy nim-

jatékban az éllapotok természetes szamok (ki, ko, ..., k,) n-esei, ahol k; < m; rogzitett
m; szamokra. A kezdGéllapot (my,mo,...,m,), és mindkét jatékos egy lépésében va-

lamelyik k;-t megvaltoztathatja tetszéleges k;-nél kisebb természetes szamra — egyetlen

kupacbdl kell elvennie, de abbdl barmennyit elvehet. Az nyer, aki el6bb eljut a 0 allapotba.
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Ha a jatéknak azt a véltozatat vizsgaljuk, ahol az veszit, aki az utolsé elemet kényszertil
elvenni, akkor be kell vezetni még egy w éllapotot és a 0 — 1 w, 0 — g w reldcidkat. [I]
Tehat, ha x egy Conway-jaték, akkor a kezdgallapot legyen maga x, minden x-re
r —p, xr, minden zr-re * — g Tg, v minden 2’ dsszetevijére &’ — 2 illetve 2’ — g 2
és igy tovdabb.
Stratégia alatt egy fiiggvényt értiink, amely a jaték minden dlldsahoz hozzarendel
egy lépést a lehetségesek koziil. Az olyan stratégiat, amelyet kovetve mindig nyerni tu-

dunk, fliggetleniil a mésik jatékos 1épéseitdl, nyerd stratégianak nevezziik.

2. Példa. ([8]) A {|} jatékban mindig a mdsodik jdtékos lesz a gydztes, mivel nincs mds
dolga, mint vdrni, hogy az elsd megtegye a kezddlépést, dm az lehetetlen, mivel nem létezik
lépés.

A {{|}|} jdtékban mindig a Bal jdtékos a gydztes, mivel ha nem & kezdi a jdtékot, akkor
a Jobb jdtkos nem tudja elkezdeni, ha & kezdi, akkor o {|} lépést vdlasztja, ezt kovetden a
Jobb jdtékos nem tud lépna.

Hasonldan, a {|{|}} jdtékot mindig a Jobb jdtékos nyeri meg.

2.1.2. Miiveletek jatékokkal

Definicié. ([1]) A g = (S, so, =1, —r) jdték ellentettjének a két jdatékos lépéslehetdségeinek

felcserélésével kapott jatékot nevezzik: —g = (S, S0, —r, —1)-

Definici6. ([1l/) Legyenek g1 = (S1,80,, =1, —R,) €8 go = (S2, S0,, — L., —R,) Jjdtékok.
A gy és gy jatékok dsszege alatt a kivetkezd jatékot értjik: g1+ g2 = (S, S0, =1, —r), ahol
S =51 X Sz, so = (S0,,50,), valamint (s1,s2) — 1 (s}, s4) teljesil, ha vagy sy —p, S| €s
Sy = Sh vagy So —rr, Sy €s 51 = s|. Ugyanez az R jatékosra: (sy1,s2) —g (s),s5) teljesiil,

/) - / !z !/
ha vagy Sq —>R1 81 €S So = 32 vagy S —>R2 32 €s S1 = 81.

Jatékok kozott miikodik a kivonds mivelete is: g1 + (—g2).

Egyszertibben megfogalmazva a g; és go jatékok Osszege alatt egy olyan jatékot
értiink, amelyben a bal oldali és a jobb oldali jatékos parhuzamosan jdtsszak a g; és a
go jatékot, mégpedig gy, hogy a soron kovetkezé jatékosnak csak az egyik jatékban kell
lépnie. Ha egyik jatékban sem tud lépni, akkor veszit.

Bevezetjiik a kévetkezd jeldléseket, amelyeket a késébbiekben osztdlyoknak

neveziunk:

16



1. g > 0 — a jatékban a Bal (L) jatékosnak van nyers stratégidja;
2. g <0 — a jatékban a Jobb (R) jitékosnak van nyerd stratégidja;
3. g = 0 — a jatékban a masodik jatékosnak van nyerd stratégidja (nem az a jétékos,
aki kezd);
4. ¢]|0 — a jatékban az elss jétékosnak van nyerd stratégidja (aki kezd); [1]
Ezeket a jeloléseket kombinalhatjuk is:

1. g > 0 azt jelenti, hogy g > 0 vagy g = 0;
2. g <0 azt jelenti, hogy g < 0 vagy g = 0;
3. g >0 azt jelenti, hogy g > 0 vagy ¢||0;

4. g <0 azt jelenti, hogy g < 0 vagy ¢||0; [1]
6. Tétel. ([1]) Minden g jdték besorolhatd valamelyik fent emlitett osztdlyba.

Bizonyitds. A tétel allitdsa ekvivalens azzal, hogy Vg jatékra igaz, hogy g > 0 vagy g < 0;
vagy g < 0 vagy g > 0. Feltételezziik, hogy ez igaz Vgr, gr esetén. Akkor, ha VG > 0,
ami azt jelenti, hogy a bal oldali jatékosnak (L) van nyerd stratégidja vagy a masodik
jatékosnak van nyers stratégidja, akkor a bal oldali jatékos meg tudja nyerni a jatékot,
ha ezt a g;, opciét véalasztja, a jobb oldali jatékos (R) kezdi a jatékot. Ha ez nem teljesiil,
akkor gz, <10, tehat a jobb oldali jatékosnak (R) van nyerd stratégidja és a bal oldali jatékos
(L) kezdi a jatékot.Ebben az esetben R megvérja, hogy L megtegye a kezdlépést, majd

alkalmazza a nyerd stratégiajat. [1] [

Definicié. ([1]) A 0 Conway-jdtéknak megfeleltetett jatékot zérdjitéknak nevezzik. Jeldlése:
0.

7. Tétel. ([8]) Legyen g tetszéleges jaték, L a bal oldali jitékos, R a jobb oldali jdtékos.
g—9=0.

Bizonyitds. A g — g = 0 azt jelenti, hogy a g — g jatékban a masodik jatékosnak van

nyer$ stratégidja. —g a g jaték ellentettje. Tehdt a mdsodjdara 1ép6 jatékosnak annyi

dolga van, hogy médsolja a masik jatékos lépéseit. Példaul, ha L (6 kezdi a jatékot) lép a

gr-be, akkor R-nek a —g-t kell vdlasztania a —g jatékban. Ezzel a médszerrel a masodik

jatékos sosem fogja elvesziteni a jatékot. [§] [

17



8. Tétel. ([8]) Legyenek g és h jatékok, L a bal oldali jdtékos, R a jobb oldali jatékos.
Ha g >0 és h >0, akkor
g+h>0.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy L-nek a g és a h jatékban is van nyer stratégidja, ha R kezd.
Ekkor L megnyeri g + h jatékot is, ha R minden lépésére ugyanabban a komponensben
valaszol, mint amiben R lépett, az ottani nyerd stratégidjat kovetve. Tehdt L nem tudja

elvesziteni sem a g, sem a h jatékot és a két jaték Gsszegét sem. [§] [ |

Az osszeadas, ellentettképzés, kivonas (tulajdonsdgaikkal egyiitt) ugyanigy teljesiil a
jatékokra, mint a sziirredlis szamokra, viszont jatékok esetében a rendezés csak részben

rendezés.
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3. fejezet

Numerikus jatékok és

ekvivalenciaosztalyok

3.1. Részben rendezés és ekvivalenciaosztalyok

Definici6é. ([7]) Legyenek g és h jatékok. A részben rendezést a kiovetkezdképpen adjuk

meg:
1. g > h akkor és csak akkor, ha g — h > 0;
2. g < h akkor és csak akkor, ha g —h < 0;
3. g > h akkor és csak akkor, ha g — h > 0;

4. g < h akkor és csak akkor, ha g — h < 0.

2. Lemma. [§] Bdrmilyen g jdték esetén teljesiil:

g+0>g.
Allitas. [8] Az "=" ekvivalenciareldcid a jatékok felett.
Bizonyitds. Ahhoz, hogy az "=" ekvivalenciareldcié legyen eleget kell tennie a kovetkezé

feltételeknek: reflexivitds, szimmetrikussag, tranzitivitds. Legyenek g, h,j tetszéleges
jatékok.
o reflexivitds: g = g;
Ez a tulajdonsag a 7. tétel kdvetkezménye, mivel ha g — g = 0, akkor ebbdl az

kovetkezik, hogy g = g¢.
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e szimmetrikussag: ha g = h, akkor h = g;
Feltételezziik, hogy g = h. Akkor ¢ — h = 0. Mivel tudjuk, hogy Vg : ¢ — g = 0,
ezért felirhatjuk a kovetkezs kifejezést: g —h — (g — h) = 0.
Innen tudjuk, hogy g —h=06és —(9g —h) =h — g =0, tehdt h = g.

e tranzitivitds: ha g = h és h = j, akkor g = j;
Feltételezziik, hogy g = h és h = j. Akkor ¢ — h =0 és h — 7 = 0. Ezek alapjan
felirhatjuk a kévetkez§ kifejezést: g — h+h — 5 = 0.
Mivel tudjuk, hogy —h+h = 0, azt kapjuk, hogy g —j = 0. Ebbdl kovetkezik, hogy

g=1J
Mivel teljesiilnek az ekvivalencia feltételei, kijelenthetjiik, hogy az "=" ekvivalenciareldcié
a jatékok felett. [§] |

Tehét az [1], [7], [8] irodalmak szerint belathatd, hogy a g > 0, g < 0, g = 0

jelolések egybevagnak a részben rendezés definiciéjaban emlitett 6sszehasonlitasokkal.
Allitas. ([7]) Vg, h, k jdtékokra igazak a kivetkezd dllitdsok:

(1) ha g > h, akkor —h > —g,

(2) ha g > h, akkor g+ k >k + h.

Bizonyitds. (1) A g — h jatékot felirhatjuk g + (—h) alakban, ami az ¢sszeadds kommu-
tativitdsa miatt felirhaté —h + g formdban is. A részben rendezés definicidja szerint ha
g > h, akkor g — h > 0, vagyis —h + g > 0. Ebbdl koévetkezik, hogy —h > —g.

(2) A g > hfelithat6 g—h > 0 alakban és k—k > 0 mindig igaz, ezért (g—h)+(k—k) > 0.
Felhasznélva az 6sszeadds tulajdonsédgait, azt kapjuk, hogy a (9—h)+ (k—k) > 0 kifejezés
atalakithat6 (g + k) — (h+ k) > 0 forméra. Ebbdl kovetkezik, hogy g+k > k+h. [7] W

3.2. Numerikus jatékok

Definicié. [§] A g jatékot numerikus jdtéknak nevezzik, ha VgL, ésVgr, esetén g, < gr,.

A tovdbbiakban jelolje I' az 6sszes numerikus jatékok osztalyat. Hogy konnyebb
legyen a jatékok és a numerikus jatékok kozotti megkiilonboztetés, a késébbiekben a

numerikus jatékok x,y, z jelolést kapnak a g, h, 7 helyett.
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3. Lemma. [§/ ' zdrt az dsszeaddsra nézve.

Bizonyitds. Legyen © = {xp|xr} és y = {yr|yr} numerikus jatékok. Az Gsszeadds de-
finici6ja szerint: x +y = {x + yr,zr + y|r + yr,zr + y}. A numerikus jaték definicidja
szerint: Yyr, : yr,, <y ésVxp :xp <.

A 8. tétel kovetkeztében x + y;, < x +y. Hasonléan Vx: x;, +y <z +y.

Hasonléan jarunk el a jobb oldali 6sszetevével is: Vyg,: yr, <y és Vag,: xr, < x. Ebbél
azt kapjuk, hogy v +y <z +yg, és z +y < xR, +¥.

Ezekbdl az kovetkezik, hogy x4+ vy is numerikus jaték. Tehat a numerikus jatékok osztdlya

zéart Osszeaddsra nézve. [§| |

Allitas. [8] Legyen x = {xp|zg} és y = {yolyr} numerikus jditékok és legyen x < y.
Akkor —y < —x.

Bizonyitds. Ha x < y, akkor x — y < 0 és a jaték ellentettjének definicidja szerint —z =
={—zg| -z}

Viszont tudjuk, hogy —(—zg;) = zgr, és —(—xr,) = zr,, amelybdl kovetkezik, hogy
—(—z) ==.

Vagyis —y — (—x) = —y + x. Mivel tudjuk, hogy az &sszeadds kommutativ miivelet a
jatékok felett: —y+rx =2 —y <O0.

Tehét azt kaptuk, hogy —y — (—x) < 0, ebbdl kivetkezik, hogy —y < —x. [§] [ |

Kovetkezmény. Ha x = {xp|xr} numerikus jaték, akkor —x = {—xg| —x} is.

9. Tétel. [8] A "<" egy rendezés a T felett és az dsszeadds mivelete nem bontja meg a

rendezést. Tehdt a "<" kielégiti a kévetkezd feltételeket:
1. tranzitivitas: Vx,y, z numerikus jatékok esetén ha x <y és y < z, akkor v < z;

2. Yx,y numerikus jatékok esetén a kivetkezd hdarom dllitds kézil pontosan eqy teljestil:

x>y, r <y vagy r=1y.
3. hax <y, akkorx+ 2 <y+z, Vo,y,z €l

Bizonyitds. 1. Adott, hogy Vz,y, z, ahol z < y és y < z, akkor = < 2. Akkor tudjuk,
hogy x —y < 0 és y — 2z < 0. Felirhatjuk a kovetkez§ kifejezést: x —y+y—z=2x—2 < 0.
Tehat z < z.

2. A tétel dllitasa ekvivalens a kovetkez6 dllitassal: Ve, y € I . —y <0 vagy z —y > 0.
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Az Osszeadds definicidja szerint: © —y = v + (—y) = {zp —y, 2 — yrlrr —y, o — yr} és
tudjuk, hogy = — y is numerikus jaték.

Akkor a tranzitiv tulajdonsdg miatt x — y barmelyik bal oldali dsszetev@je kisebb, mint
az x — y barmely jobb oldali dsszetevije. Ez azt vonja maga utdn, hogy az x — y||0 nem
lehetséges.

Tehat x —y <0 vagy v —y > 0.

3. Adott Vz,y, z € I', ahol < y. Akkor z—y < 0. Es tudjuk, hogy z—z = 0. Vizsgaljuk
az alabbi kifejezést: x —y+2—2<z—y <0.

Akkor az asszociativitdas tudatdban felirhatjuk, a kovetkez6t: v —y+z2—z=ao+4+2—y— 2.
Vagyisz+ 2z —y—2<0.

Ebbdl kovetkezik, hogy = + 2 < y + 2. [§] [

Kovetkezmény. [8] A T rendezett Abel-monoid (kommutativ egységelemes félcsoport) az

osszeadds miveletre nézve.
A numerikus jatékok felhaszndlhaték sziirredlis szamok konstrudlaséra.

Definicié. [8] A sziirredlis szdmok osztdlydnak azt az osztdlyt nevezzik, amely numerikus
jatékok ekvivalenciaosztdlyaibol dall. Jelélése: No.
Tehadt eqy sziirredlis szam eqy numerikus jdtékokbol dllo ekvivalenciosztdlynak felel meg és

kétféleképpen irhato le:

1. a szdm, hozzdrendelve az ekvivalenciosztdlydhoz, példdul a 0;

2. eqy numerikus jdték az adott szirredlis szdm ekvivalenciaosztdlydaban.
Definicié. [8] Osszeadds és rendezés a No felett:

1. dsszeadds: Legyenek a €s b numerikus jdtékok ekvivalenciaosztdlyai. Akkor a +b =

x +y, ahol x és y numerikus jatékok és x = a, y = b;

2. rendezés: Legyenek a és b numerikus jdtékok ekvivalenciaosztilyai. Akkor a > b,
a < bwvagy a = b akkor és csak akkor, ha Vx € I': x = a ésVy € I': y = b, akkor

x>y, r <y vagy v =1y megfelelden.

10. Tétel. [8] A sziirredlis szimok osztdlya rendezett Abel-csoportot alkot az Gsszeadds

mdveletre nézve.
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Bizonyitds. Legyenek a, b, c numerikus jatékok ekvivalenciaosztalyai.

Ahhoz, hogy a (No; +) rendezett Abel-csoportot alkosson az alabbi feltételeket kell vizsgélni:

1. Rendezettség: legyenek x,y, 2 numerikus jatékok és legyen x = a, y =0, z = c.
Mivel a 9. tétel alapjan tudjuk, hogy a numerikus jatékok osztdlya rendezett, ezért

a sziirrealis szamok osztdlya is rendezett;

2. Kommutativitas: a +b =0+ a.
Legyenek x1,xs9, 1,y nem feltétleniil ugyanazok a numerikus jatékok és =, = a,
y1 =0, 12 =a, y2 =0.
Akkor nyilvanvalo, hogy =1 + y1 = x2 + .
A kapott kifejezésben az z; + y; numerikus jaték és az xo + yo numerikus jaték
ugyanabban az ekvivalenciaosztdlyban van.

Tehdt a +b=b+ a;

3. Asszociativitds: (a +b) +c=a+ (b+ c).
Legyenek x1, z2, Y1, Yo, 21, 22 nem feltétleniil ugyanazok a numerikus jatékok és x; =
a,y1 =0, 21 =c,x9=a, Yy =0, 20 = c.
Be kell bizonyitanunk, hogy (z1 + y1) + 21 = 22 + (y2 + 22).
A numerikus jatékokrol tudjuk, hogy zo+ (y2 +22) = (v2+¥2) + 22, de azt is tudjuk,
hogy x1 = xa, y1 = ¥y2, 21 = 22
Innen mar egyenesen kovetkezik, hogy (x1 + y1) + 21 = @2 + (yo + 22). Vagyis
(a+b)+c=a+ (b+c);

4. Neutrélis elem 1étezése: a +0 =0+ a = a.
Legyen x egy numerikus jaték és legyen z = a.
Nyilvanvalo, hogy x40 = x, barmilyen ekvivalenciaosztdly eleméhez, ha hozzdadjuk
a zéréjatékot, az eredmény ugyanahhoz az ekvivalenciaosztdlyhoz fog tartozni.

Tehdt a+0=0+a = a;

5. Inverzelem létezése: Ya € No 3 —a € No: a+ (—a) = —a+a = 0.
Legyen x numerikus jaték, melynek ellentettje —z és x-et gy valasztottuk ki, hogy
r = a.
Az el6z6 oldalakon mér bizonyitottuk, hogy —x is numerikus jaték és = + (—z) = 0.

Ha —x-et —a-val jeloljiik, akkor a + (—a) = —a + a = 0.
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Mivel mindegyik feltétel teljesiil, megkaptuk, hogy a sziirredlis szémok osztalya, a No

rendezett Abel-csoportot alkot dsszeaddsra nézve. [§] |
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Osszegzés

A munka megirdsa sordn megismerkedtem a matematika egy viszonylag 1ij teriileté-
vel, a sziirredlis szdmokkal. A sziirredlis szdmok fogalmdnak megalkotéja, John Horton
Conway az 1970-es években dolgozta ki az elméletét és kiilonbozs kétszemélyes jatékok
nyer( stratégidinak vizsgdlatdra hasznalta azokat. A szakdolgozat harom fejezethdl all.

Az els6 fejezet tartalmazza a sziirredlis szdamok definiciéjat, konstrudlasdnak me-
netét, a sziirredlis szimokkal elvégezhetd alapvets miiveleteket, valamint ezek tulajdonsdga-
it.

A miésodik fejezet a jatékelmélet alapjait taglalja. Ebben a fejezetben bemutatdsra
keriilnek a kétszemélyes jatékoktdl elvart feltételek, a jatékokkal kapcsolatos alapfogal-
mak, példdk jatékokra és a jatékokkal elvégezhets miiveletek koziil az Gsszeadds, kivonds
és ellentettképzés.

A harmadik fejezet a jatékok egy osztdlydnak, a numerikus jatékok vizsgalatat és
annak a sziirredlis szdmokkal val6 kapcsolatdt tartalmazza. Emellett ez a fejezet tartal-
maz szamos tételt, amely bemutatja a jatékokon elvégezhets részben rendezést és ennek

kovetkezményeit a numerikus jatékokra és az ekvivalenciaosztalyokra nézve.
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Pe3ome

[Iin gyac HanucanHs podOTH 1 O3HAKOMHIACH 13 JIOBOJIL HOBOIO YACTUHOIO MAaTEMATH-
KH, 13 cioppeaJbHUMH YnucaaMu. TBopelb KOHIENIl cioppealbHux ducea /IxxkoH XopToH
Komuseit po3pobus cBoio Teopiio B 1970-x pokax i BUKOPUCTOBYBAB i1 171 BUBYCHHS BUT'PAIII-
HUX CTpaTeriii pisHuX JABoMicHHX irop. lumiomua poboTa CKJIAIaEThC 3 TPHOX PO3ILIIB.

[Teprmuii po3Aia MiCTUTH BUSHAUEHHS CIOPPeaTbHUX YHCEN, TTPOTEeC iX KOHCTPYKITII,
OCHOBHI omepartii 3 HUMHU, TaKOXK BJIACTUBOCTI ITUX OTEPAITiii.

B apyromy posaiii iijerbes mpo ocHoBU Teopii irop. B mbomy po3isi npejcraBiis-
I0ThCS TOTPIOHI YMOBH Teopil irop, OCHOBHI NMOHATTS irop, HPUKJAIHA irop, TakKoxK i3
MOKJIMBHX OIle€palliif 3 irpaMu — J0JaBaHHs, BiIHIMAaHHS Ta NPOTHIEXKHA (hopMa.

Y TperboMy poO3jiil fijleTbcs NMPo KJac YMCJAOBHAX irop, O3HAWOMJIEHHSI 3 HUMU i
iX 3B’4130K i3 ClOppeaJbHUMU ducjgaMu. 1TakoxkK 1eil po3/ia MiCTHTh YMMAJIO TeopeM, sKi
MOKAa3YIOTh YaCTKOBE BIIOPSIKYBAHHA IrOp 1 HACJILIKA 3 HUX, IO BiTHOMIEHHIO /10 YHCJIOBUAX

irop Ta KJaciB €eKBIBaJEHTHOCTI.
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