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Bevezetés

E dolgozat témdja a vektorok az ukrajnai és a magyarorszagi matematika érettségi
feladatsorokbdl.

Célja a vektoros feladatok szerepe az ukrajnai €s a magyarorszagi matematika érett-
ségi feladatsorokban. Tovabbd, hogy Ukrajnaban és Magyarorszdgon mikor kezdik el ta-
nulni a vektorokat. Valamint felmérni az érettségizd didkok kozott, hogy az dsszeallitott
feladatok koziil az ukrajnai vagy a magyarorszagi feladatsorokat tudjak konnyebben meg-
oldani.

A mértan és az analitikus geometria a matematika egyik tudomanydagai. Taldlkozha-
tunk a vektorokkal az éltaldnos iskolai, a kozépiskolai és az egyetemi valamint a féiskolai
feladatok megoldasa kozben. Legtobbszor egyfajta dltalanositdsa a hagyomanyos vektor-
fogalomnak az egyes tudomdnydgak sajit fogalomalkotdsa, de az analdgia legtobbszor
nyilvanvalo.

A vektorokkal nem csak a geometridban taldlkozhatunk, hanem még a fizikdban, a
mechanikdban, a linedris algebrdban, és a szamitdstechnikaban is.

A "vektor" (a vector latin eredet(i sz9, jelentése: hordozd) elnevezést William
Rowan Hamilton (1805-1565) ir matematikus alkotta. Az irdnyitott szakaszra az AB jelo-
1ést el6szor 1806-ban Jaen Robert Argand (1768-1822) alkalmazta. 1853-tdl kis r betivel
is jelolték : ahogy Augustin Cauchy (1789-1857) francia matematikus is tette. Az AB je-
161ést csak a XX. szdzadt6l haszndljak.[6, 150. old.]

A "skaldris" elnevezést a latin scaralis sz6bdl ered, jelentése: 1€pcsdzetes. W. Hamilton
hasznalta el6szor. [6, 170.0ld)

Ukrajnaban a vektorokrdl eldszor a kilencedik osztilyban kezdenek tanulni a didkok.
Ott tanuljak meg a vektorok alapfogalmait tovabbd, hogyan lehet 6sszeadni, kivonni, szo-
rozni két vektort, a vektorok szammal valo szorzasat és a vektorok skalaris szorzatat.
A tizedik és tizenegyedik osztdlyban mar a térbeli vektorokkal és ezen beliil a vektorok

vektoridlis szorzataval végzett miiveletekkel foglalkoznak. A féiskoldban a vektorokat ve-



gyes szorzatat alkalmazzdk az analitikus geometridban és a differencidlgeometridban is.
A kozépiskolaban a vektorokat a sikon és a térben haszndljak és dbrazoljak.
Magyarorszagon a vektorokrol eldszor a nyolcadik évfolyamon az alapfoku oktatds-
ban tanulnak a vektorokrél, mint irdnyitott szakaszrol, a két vektor 6sszegérdl €s kiillonb-
ségérol.
A gimnédziumi oktatasban a 10. évfolyamon tanuljdk a vektorok szorzasa szdmmal €s a
vektorok felbontdsat a sikban. A szakkozépiskola 11 és 12. évfolyamaban a vektorokrél
alapfogalmait ismétlik at, tovabba a vektormiiveletek tulajdonsagait, két vektor skaldris
szorzatat, a skaldris szorzat tulajdonsagainak felsoroldsdt, és a vektorok koordinatéi ta-

nuljak.



1. fejezet

Alapfogalmak

A kovetkezd fejezetben attekintjiik a vektorok alapfogalmait. Tovabba a vektorok miive-
leteit az 0sszeaddst, a szorzdst, a skaldris, vektoridlis és vegyes szorzatainak a fogalmait

és tulajdonsagait.

1.1. Definici6. A vektor fogalma: Az irdnyitott szakaszt vektornak nevezziik. Egy adott
szakaszt irdnyitottnak mondunk, ha megadjuk a szakasz végpontjainak sorrendjét, azaz
megmondjuk, hogy melyik a szakasz kezddpontja és melyik a végpontja (1.1.dbra).

A szakasz irdnydt a végpontjdba helyezett nyillal rogzitjiik. [1, 60. old.]

1.1. abra.

A :kezddpont
B:végpont

1.2. Definicio. A vektor jelolése :
- a kezdo- és végpont megaddsaval, folottiik nyillal, pl. AB;
- feliilvonds kisbetiikkel : @, b, ...,w,v; [1, 60. old.]

1.3. Definicio. A vektor jellemzoi:

- nagysdga: a vektor hosszdt értjiik alatta, amelyet a vektor abszoliitértékének nevezziik.

>

Jelolése : ‘A@‘ vagy |V

- irdnya: a végpontba helyezett nyil mutatja az irdnyt;



- dllasa: a vektort tartalmazo egyenes dlldsa, helyzete, amelyet dlltaldban a sik egy
kitiintetett egyeneséhez viszonyitunk és egy szoggel adunk meg. Két egyenes egydlldsi, ha

pdrhuzamosak vagy egybeesnek. [1, 60. old.]

;HT’###
/-"’"u,'

1.2. abra.

Az w és v vektorok (1.2.dbra) azonos dlldsuak, de ellentétes irdnyiiak.

1.4. Definicio. Azokat a vektorokat, melyeknek kezddpontja egybeesik a végpontjdaval
nullvektornak nevezziik.
Jelolése: 0 vagy 0. Nagysdga nulla |6| =0.

Alldsa és irdnya tettszbleges. [6, 149. old.]

1.5. Definicio. Ellentétes vektorok: Az olyan vektorokat, amelyeknek nagysdguk és dlld-
suk megegyezik, de iranyuk ellentétes (1.3.dbra),ellentétes vektoroknak nevezziik.
Az ellentett vektor jeldlése : —v, —AB.

Az ellentétes vektorok dsszege nullvektor: v + (—v) = 0.[1, 60. old.]

1.3. abra.

1.6. Definicio. Két vektor egyenlosége: Két vektor akkor és csakis akkor egyenld, ha
megegyezik nagysdguk, irdnyuk és dlldsuk (1.4.dbra). A két vektort egymdsba eltolhato.

[1, 60. old.]

2z

U =7 ésulv

Ha két vektor azonos vagy ellentétes irdnyu, akkor a két vektor pdarhuzamos egymdssal

vagy egy egyenesbe esnek. [1, 60. old.]



/U///
1.4. abra.

1.7. Definicid. 1.Vektorok osszeaddsa:

a)Két vektor dsszeaddsa: Legyen adott két nempdrhuzamos vektor. Osszegiik kétfélekép-

pen is mehatdrozhatjuk. [1, 60-61.0ld.]

1.8. Definici6. A hdromszog-maodszer: Az egyik vektor végpontjdaba eltoljuk a mdsik
kezddpontjdt, majd az egyik vektor kezddpontjdt osszekotjiik a mdsik vegtor végpontjdval

(1.5.dbra). Az 0sszegvektor irdnya a mdsik vektor végpontjdba mutat.[1, 61. old.]

1.5. abra.

@ és b dsszetevék vagy komponensek,
@ + b dsszeg- vagy ereddvektor,

és |a+b| < |al + [b|
[1,61. 0ld.]

1.9. Definici6. A paralelogramma-maodszer: A két vektort kozos kezddpontba toljuk el.
A végpontokon dt pdarhuzamosokat hiizunk mindkét vektorral. A pdrhuzamosok metszés-
pontjdt dsszekotjiik a kozos kezdoponttal (1.6.dbra). Ez lesz az osszegvektor, melynek ird-

nya a pdarhuzamosok metszéspontjdba mutat. [1, 61. old.]

Itt is igaz, hogy ‘6—1— 1_)‘ < |al + ‘Z_)‘
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a+h a+h a

a b b

la*b|=]al+|b] la+b|=]|al-1b] ]

1.7. abra.

Legyen a két adott vektor parhuzamos. Ekkor az egyik vektor egyenesére, annak vég-
pontjabol felmérjiik a mdsik vektort a megfeleld irdnyba, majd az egyik vektor kezddpont-

jdt osszekotjiik a mdsik vektor végpontjdaval (1.7.dbra). [1, 61. old.]

1.10. Definicio. b)Tobb vektor Osszege: Az Osszegzést a sokszog-modszerrel végezziik
el: az egyik vektor végpontjdba eltoljuk a mdsik vektor kezdbpontjdt. Ennek végpontjdba
eltoljuk a kovetkezd vektor kezdopontjat. Végiil az elsd vektor kezdopontjdt dsszekotjiik

az utolso vektor végpontjdval. Az dsszegvektor irdnya az utolso vektor végpontjdiba mutat

(1.8.dbra). [1, 61. old.]

arheerd

1.8. abra.

Itt is igaz, hogy ‘E+5+E+E| <lal + m + el + |E|
[1, 61. old.]

11



1.11. Definicid. 2. A vektorosszeadds tulajdonsdgai:
a) Asszociativ( csoportosithatd): hdarom vagy anndl tobb vektor dsszeaddsakor az
osszetevok tetszés szerint csoportosithatok (zdrdjelezhetdk), az osszegvektor ugyan az lesz

(1.9.dbra).[1, 62. old.]

1.9. abra.

Az dbrdbdl leolvashatd, hogya+b+¢= (@+b) +e=a+ (b+7)

[1, 62. old.]
b) Kommutativ (felcserélheto): osszeaddskor az dsszetevdk sorrendjét felcserélhet-
Jiik, az osszegvektor ugyanaz lesz (1.10.dbra).A paralelogramma-modszerbdl leolvashato,

hogya+b="0b+a.[l,61.0ld]

ath

1.10. abra.

1.12. Definicié. 3) Két vektor kiilonbsége : A két vektort kozos kezddpontba toljuk el.
A két végpontot osszekotjiik. Ez lesz a kiilonbségvektor, amelynek irdnya mindig a

kisebbitendd vektor végpontjdba mutat (1.11.dbra). [1, 62. old.]

12
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1.11. abra.

A vektorkivonds nem kommutativ és nem asszociativ.

Ab—aésa—b kiilonbségvektorok ellentétes vektorok.[1, 62. old.]

1.13. Definicid. Legyen \ tetszoleges valos szdm. A X - @ jelenti azt a vektort, amelynek
hossza az @ vektor hosszdnak |\|-szorosa és irdnya megegyezik az a vektor irdnydval, ha

A < 0, ellentétes az a vektor irdnydval, ha A < 0 (1.12.dbra). 1, 62. old.]

a
—_—— —_——
- _—

A-a A-a
A=0 A=0
1.12. abra.

Ha )\ # 0, akkor az @ és X - a vektorok pdrhuzamosak egymdssal : a||\ - @.
Ha \ = @, akkor )\ - @ = 0. Az @ vektormennyiség, a \ skaldrmennyiség: a vektornak

skaldrral valé szorzdsakor mindig vektort kapunk. [1, 62. old.]

1.14. Definicié. Két nem nullvektor skaldris szorzata a vektorok hosszdnak és hajldsszo-
glik koszinuszdnak szorzatdval egyenld.
Jelolése: @ - b= [al - |b] - cos(a A D) [6, 169. old.]

A skaldris szorzat tulajdonsdgai :

o Egy vektor onmagdval alkotott skaldris szorzatdt a vektor négyzetének nevezziik.
o A skaldris szorzat kommutativ: @-b=1"0-a

e A skaldris szorzat nem asszociativ: (@-b)-¢#a- (b- )

o A skaldris szorzatnak és egy valos szdmnak a szorzata viszont asszociativ:

A-(@-b)=(a)-b=a-(\-b)

13
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A skaldris szorzat disztributiv: (@ +b)-c=a-c+b-

i Ha¢:Oo’akk0ra'E:’6'5"0080°:|a-5‘.1:|a_5‘

e Ha ¢ = 180°, akkora-b = |a-b| - cos180° = [@-b| - (—1) = —|a - b|

e Ha ¢ = 90° akkor@-b=|a-b|-cos90° = [@-b|-0 =0,

azaz, ha két vektor merdleges egymdsra, akkor skaldris szorzatuk nulla.
e Ha az egyik vektor nullvektor, akkor a skaldris szorzatuk szintén nulla.

e Ha két vektor skaldris szorzata nulla, akkor a két vektor merdleges egymdsra, vagy

az egyik nullvektor [2, 199-200. old.]

1. Kovetkezmény. - ha A\ = 0 vagy a = 0, akkor \ - a = 0;

megforditva: ha )\ - a = 0,akkor A\ = 0 vagya = 0;

-ha@ =", akkor \-@ = \-b;

megforditva: ha X -a = \-bés \ # 0, akkora = b;

-ha A =, akkor A -a =y - a;

megforditva: ha A -a = - a és \ # 0, akkor A = i,

-ha A\ =1, akkor \ - @ = @, azaz onmaga a vektor;

-ha \ = —1, akkor \ - @ = —a, azaz ellentett vektort kapunk,

- ha két vektor pdrhuzamos és egyik sem nullvektor, akkor az egyik vektor felirhaté a mdsik

vektor szdmszorosaként (1.13.dbra).[1, 62-63. old.]

a
—
-
b
1.13. 4bra.
. . 2 . P - CTll= 44 7 7 — . _—l_
A szdmtényezd egyértelmiien van meghatdrozva: b||a, és igy b = X\ - @ illetve a = b,

b - N
ahol \ = g, ha @ és b azonos irdnyi, illetve \ =

g
[1, 63. old.

_b

il ha @ és b ellentétes irdnyt.
1. Tétel. A vektorok szammal valo szorzdsdnak tulajdonsdgai :

- kommutativ: \a = a\

- asszociativ:\(pa) = (Ap)a

- disztributtv:(\ + p)a = \a + pa és A(@+ b) = A\a + \b. [1, 63. old.]

14



2. Tétel. Vektororok vektoridlis szorzata

Az @ és b vektorok vektoridlis vagy kiilsé szorzatdnak azt a ¢ vektort értjiik, melynek
abszoliit értéke [al - |b| sin(a;b), az @ és b vektorok sikjdra merdleges, tovdbbd a,b, és ¢
ebben a sorrendben jobbsodrdsii rendszert alkotnak (1.14.dbra). [3, 31. old.]

Ezt a szorzatot @ x b-vel (olvasds:"a kereszt b") jeloljiik. Mint ldthatd, az @ x b vektor

abszoliit értéke az @ és b vektorokbdl alakitott paralelogramma teriilete. [3, 31. old.]

c=axb

1.14. abra. [8]

Bdrmely vektor onmagdval nulla szoget alkot, s ezért aza x a = 0 [3, 31. old.]

3. Tétel. Ha két vektor pdarhuzamos (vagy legaldbb az egyik nullvektor), akkor vektoridlis
szorzatuk nulla (vektor). Es forditva, ha két vektor vektoridlis szorzata nulla (vektor),
akkor a két vektor parhuzamos, vagy legaldabb az egyik nullvektor.[3, 32. old.]

A vektoridlis szorzat abszoliit értéke skaldris szorzatokkal is kifejezhetd : [3, 32. old.]

@ x b = \/a% — (a-b)?

1.15. Definicié. Ha a vektorok koordindtdikkal vannak megadva: @(ay; as) és b(by; by),
akkor a két vektor skaldris szorzata a megfeleld koordindtdk szorzatainak osszegével

egyenld: @-b=a; - by + as - bs. [6, 169. old.]

o Ebbdl kovetkezik :

1) Kéta(ay; as) és b(by; by) vektor merdlegességének ismertetdjele (1.15a.dbra):

ai bl + as - bg =0 [6, 169. Old]

15



2) aza(aq; ag) (1.15b.dbra) vektor hossza

|a] = \/a? + d3. [6, 169. old.]

1.15. 4bra.

3) a két vektor hajldsszogének képlete :

cos(@; b) = ﬁ [6, 169. old.]

1.1. Bizonyitds. Koordindtdkkal megadott vektorok skaldris szorzatdnak képletének a
levezetése :

Adva van két vektor, az @(ay; ay) és b(by; by); bontsuk fel 1 és &; vektorokra:

G=a, -6 +ay -G ésb="0b e +by- ey

Alkalmazzuk a skaldris szorzds tulajdonsdgait :

a-b=(a1-e1+ax-e)(b-ex+by-e3) =

:(a1'b1)'€_12+(a1'bz)'€_1’5+(a2'bl)'6_2'61‘1‘(@2'52)'6_22

Figyelembe véve, hogy €12 = e3> = 1, és hogy €1¢5 = e3¢, = 0, ezt kapjuk:

@-b=ay by + ay- by [6,170. 0ld.]

1.2. Bizonyitds. A skaldris szorzat fogalmdt mértani bizonyitdsokndl és feladatok megol-
ddsandl alkalmazzdk. Példaul a koszinusz tétel igy is bizonyithato.[6, 170. old.]

Az ABC hdromszog oldalai a, b és ¢, hegyesszoge BAC'/ = . Az oldalakra adjuk meg
az AB = ¢, AC = b, BC = a vektorokat(1.16.dbra).

16



1.16. abra.

Kifejezziik az BC
C.

vektort az AC' és AB vektorokkal: BC = AC — AB.
Vagyis@ = b — . [6, 169. old.]

Hatdrozzuk meg az a vektor skaldris négyzetét: @ = (b—¢)(b—¢) = b'c® — 2b - .
A kapott egyenldségben értelmezziik a skaldris szorzatot. A meghatdrozzads alapjdn :
b-t= |l_)’ - [e| - cos a, a vektor skaldris négyzete pedig a hosszdnak négyzetével egyenld.
Igy azt kapjuk, hogy |a|* = ‘5‘2 + e -2 6] - [e] - cos v, vagyis a* = b* + ¢* — 2bc - o,
[6, 170. old.]

4. Tétel. A vektorialis szorzat miivelet tulajdonsdgai :

1. A definicio szerint, bxa= —(a x Z_)), tehdt a vektoridlis szorzat nem kommutativ,
hanem uigynevezett alterndlo miivelet, vagyis a tényezd sorrendjének megvdltoztatdsdval
a szorzat eldjelet vdlt. [3, 32. old.]

2.k(@xb)=kaxb=ax kb[3,32.0ld.]

5. Tétel. Vektorok vegyes szorzata:

Az (@ x b) vektorszorzatnak a ¢ vektorral vett (@ x b) - € skaldris szorzatdt a hdrom vektor
vegyes szorzatdnak nevezziik. Ez a szorzat - ha tényezdi egy sikba el nem tolhatok - a
hdrom vektor dltal kifeszitett paralelepipedon trfogatdnak eldjeles (jobbrendszert képezd
@, b, ¢-nél pozitiv, kiilonben negativ) mérdszdmdt adja meg, éppen ezért térfogatszorzatnak

is nevezik (1.17.dbra). [3, 32-33. old.]

17



axb |
.ﬂ‘
1.17. abra.
Vaboban

(@xb)-c=|axb|-[ccosy

ahol ¢ az a szog, melyet © az @ és b sikjdra meréleges és veliik jobbrendszert képezd
@ x b vektorral bezdr. Amde ‘E X 5’ a paralelepipedon egyik oldallapjdnak a teriilete,
|| cos ¢ pedig ehhez az oldallaphoz tartozo magassdg, pozitiv vagy negativ eldjellel véve,
aszerint, hogy @ x b és ¢ az a és b vektorok sikjdnak ugyanazon az oldaldn van, vagy pedig
két kiilonbozd oldaldn. [3, 33. old.]

Az @, b, ¢ vektorokbdl hatféleképpen lehet vegyes szorzatot alkotni :

9l
X X
o
SN— N—
o 9l | ol ol

S]

X

ol

-~ =
|

Mind a hat szorzat abszoliit értéke ugyanannak a hdrom vektor dltal kifeszitett - parale-
lepipedonnak a térfogatdval egyenlé. Az egy sorban dllo szorzatok megeggyezo eldjeliiek,
az egymds alatt dllok ellenkezd eldjeliiek. [3, 33. old.]

Ellendrizhetd ugyanis, hogy ha @, b, ¢ ebben a sorrendben jobbrendszert alkot, akkor
b,¢,a és ¢,a,b is ilyen rendszert alkotnak, ellenben pl.¢,b,@ balrendszert alkot.[3, 34.
old.]

Ql

Ezek szerint - mivel a vektorok skaldris szorzdsa kommutativ miivelet - érvényes az
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(@xb)-c=a-(bx7c)

ligynevezett felcserélési tétel. Emiatt az (@ x b)-C vegyes szorzatot a kivetkezdkben roviden
@-b-C-vel jeloljiik. [3, 34. old.]

2

Az eldzoek alapjdan :

@-b-c=b-¢c-a=c¢-a-b=-b-a-¢=—c¢-b-a=—a-¢-b

A térfogatszorzatban tehdt megengedett a vektorok ciklusos felcserélése, azaz minden
tényezd helyébe a red kovetkezd, az utolso helyett pedig az elsot irni. Ldthato tovdbbad,
hogy a térfogatszorzatban két tényezo felcserélése - annak megfeleldoen, hogy a vektorok
sorrendje, ciklusa ezdltal az ellenkezobe megy dt - az eldjelet megvdltoztatja. [3, 34. old.]

Nyilvdnvalo, hogy a vegyes szorzat az érték m-szeresére vdltoztattja, ha egyik ténye-
z0jét m-szeresére vdltoztattjuk. [3, 34. old.]

Az @ - b - C térfogatszorzat zérus lehet anélkiil, hogy az egyik tényezd is zérusvektor
volna. Ez esetben vagy @ x b = 0 tehdt @ pdrhuzamos b-vel, vagy € vektor merdleges az
@ x b vektorral és igy az @ és b vektorok sikjdba esik. Tehdt az @, b és ¢ vektor egy sikban
fekszik.[3, 34. old.]

Forditva, ha az @ egy sikban van b-vel és ¢-vel, vagyis

a=1-b+m-¢

akkor
a-b-tc=a-(bxe)=1-b-(bxe)+m-(bxc)=0
mivel
b-(bxe)=c-(bxb) =0
és

b-(bxc)=b-(cxb) =0

Ez szemléletileg is vildgos, mivel ha az @, b, ¢ vektor egy sikban fekszik, akkor az dltaluk
bezart térfogat nulla. [3, 34-35. old.]

Ha a figyelembe vessziik, hogy zérusvektor barmely sikkal pdrhuzamosnak tekinthetd,
mondjuk, hogy hdrom vektor akkor és csak akkor egy sikbeli, ha térfogatszorzatuk zérus.
A tétel szerint a vegyes szorzat zérus, ha két tényezd egyenld vagy egymdssal parhuzamos.

[3, 35. old.]

19



6. Tétel. A vektoridlis és a vegyes szorzat determindns alakban kifejezve

Az = (a1, as,a3), b = (by, by, b3) vektorok (@ x b) vektoridlis szorzata determindnsokkal

ik
- _|l a a —_|l a a —| a a
(a % b) =4 ar as -3 2 3 B ] 1 3 T 1 2
b2 b3 bl b3 b1 bz
by by bs

alakban irhato fel. [3, 35-35. old.]
A vegyes szorzat megegyezik annak a 3 X 3-as négyzetes mdtrixnak a determindnsdval,

melynek sor- vagy oszlopvektorai sorrendben az adott hdarom vektorral egyeznek meg, azaz

ay a9 as
a-b-c=1{b by by
1 C2 C3
Az @, b, ¢, d vektorokkal képzett (@ x b) x (¢ x d) kifejezés felirhaté skaldris és vegyes
szorzatok segitségével.

(@xb)x(exd) =(@xb)-d-¢c—((@xb)-¢)-d

tehdt

(@xb)yx(Exdy =(@-b-d-¢c—(a-b-c)-d.

[3, 36. old.]
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2. fejezet

Feladatok

A kovetkez6 fejezetben az ukrajnai €s a magyarorszagi matematika érettségi feladatsorok

vektorokat tartalmazé feladatait és azok megolddsaival taldlkozhatunk.

2.1. Az ukrajnai érettségi vektorokat tartalmazo feladatai
és megoldasai

1. A 2007-es év feladata
Az ABC egyenl§ oldalt hiromszog oldala 5 cm. Keresse meg az AB - AC' skaldris
szorzatot.
Megoldas:
AB-AC = |AB|-|AC|-cosa=5-5-cos60° =5-5-1 =2 =125

2. A 2008-as év feladata

Hatérozza meg az @ és b + ¢ vektorok kozotti szoget fokokban, ha ismert, hogy
6(2; 2)7 b(2a 4)76(_2; _6)

b+c=(2+(=2);4+(=6)) = (0;2)
a-(b+c)=(2-0;2-(-2))=—4

@l = V22 + 22 = /8 =212

b+c| =02+ (22 =Vi=2

cos ¢ = \ETTIJTTCq — *74\/5.2: _\/Lé

gb:arccos(—\/ii) =7 —arccos 9= =7 — T = 3 = 135°

Felelet:p = 135°

S



3. A 2009-es év feladata
Keresse meg a ¢ = 2a — b vektor koordinatdit; ha @(3; —1;2); b(—2;2;5) a helyes

megoldast karikdzza be(2.1.4bra) !

A B C D E
©(5-3;-3) | T(4;,0;-1) | T(8;0;-1) | T(4;-4;,-1) | T(8;-4;-1)

2.1. abra.

Megoldas:

2-a=2-(3;—-1;2) = (6;—2;4)

C=2a—b=(6;-2;4) — (=2;2;5) = (6 +2; -2 —2;4—5) = (8; —4; 1)
Felelet: E.

4. A 2010-es év majusi feladata
A (2.2.4bran) az a vektor lathat6. A kovetkezd vektorok koziil melyik egyenld a

=*a vektorral ?

Megoldas:

v

2.2. abra. [9, 4.feladat]

Felelet :E.
5. A 2010-es év oktéberi feladata
Hatdrozza meg az a(—3;2; —1) és b(—1; —4; 5) skalaris szorzatit.

Megoldas:
@l = /(=32 + 22+ (12 =014 +1=14
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b = /(—1)2 + (—4)2 +52 = /1 + 16 + 25 = /32
a-b=(-3;2;—1)-(=1;-4;5) =3 -8 —-5=—10

6. A 2011-es év feladata
A képen (2.3.4bra) vektorok taldlhatok @, b, ¢ d derékszogl koordinatarendszerben.
Hatdrozza meg az 6sszefiiggést a vektorparok (1-4) és az éllitasok kozott (A-E) ami

érvényes ezeknek a paroknak.

'L

T
¢ p—

-:-4'

=
%y

et

2.3. abra. [10, 27 .feladat]

l.aésb A- merdlegesek

2.aésc B- kollinedrisak de nem egyenldk
3.césd C- Skaldris szorzat > 0

4.bésc D- egyenldk a vektorok

E- a vektorok kozotti szog tompaszogi

Megoldas:
A B C D E
1 X
2 X
3 | X
3 X
2.4. abra.

7. A 2012-es év majusi feladata
Az x mely értékeivel lesznek az @(2; z') és b(4; 10) vektorok merdlegesek ? A helyes

megoldast karikdzza be a (2.5.4bra) tdblazaton.

Megoldas:
a-b=2-(—4)+2-10=-8+10x =0
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T = 18—0 =0,8
A B C D E
3 0.8 0,8 3 20
2.5. abra.
Felelet :C.

8. A 2012-es év oktoberi feladata
Azy mely értékeivel lesznek az @(—3; 5) és b(6; /) vektorok merSlegesek ? A helyes

megoldast karikdzza be a (2.6.4bra) tdblazaton.

Megoldas
Qg 3;a, =5
by = 6;b, =7
e _— 9y
by by
3 _5
6y
6-

A C D E
10 2.5 25 3.6 10
2.6. abra.
Felelet :A.

9. A 2013-as év majusi feladata
A derékszogl koordindtarendszer xy sikjdn megadtdk az O(0;0) és A(6;8) pontokat.
Az A pontbdl az x tengelyre merdlegest huztak. A B pont a mer6leges talppontja.

Pérositsa 0ssze az (1-4) felsorolt mennyiségeket az (A-E) szamértékével.(2.7.4bra).

Mennyiség Szdmeérték
1. Az OA vektor hossza A.0
2. Az A pont és x tengely tdvolsiaga B.5
3. A B pont ordinétdja C.6
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4. Az OAB haromszog koré irt korvonal sugara D.8

E. 10.
Megoldas:
1.OA = /(6—02+ (8—0)2 = V62 + 8 = /36 + 64 = v/100 = 10

2. Az A pont tdvolsdga megegyezik az ordindtaval.

3. Mivel a pont Ox-on tengelyen fekszik, ezért annak ordinatdja O- val egyenld.
4. A OAB haromszog (BZ = 90°), tehdt a koré irt korvonal sugara egyenl
az atfogo felével

5 OA=1.]0A]=3-10=5

A B C D

2.7. abra.

10. A 2014-as év feladata
Az OA vektor a térbeli koordindtarendszer z tengely kozepén fekszik (1dsd

a 2.8.dbran) és kezdSpontja egybeesik az origéval. Hatdrozza meg az OA vektor

koordinat4jat, ha hossza egyenld 3 cm.

&z

AA

L0 |

(1;1;1) | (0;3;0) | (0;0;3) | (3;0;0) | (3;3;3)

2.8. abra.
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1.

Megoldas:

r=0y=0

Mivel az |OA| = 3cm ezért z = 3
0A(0;0;3)

Felelet:C.

A 2015-06s év feladata
A derékszogii koordindtarendszerben az xyz sikon az A(2;0;0) és B(—4;2;6)
pontokon vannak megadva. Minden (1 - 4) mondat kezdethez vélasszon egy

olyan (A - E) mondat véget, hogy a kapott allitds igaz legyen (2.9.4bra).

Mondat kezdete A.(-1;1;3)
1. Az AB szakasz kozéppontja B.(0; 2;0)
2. Az AB vektor koordinétdja C.(-4;0:6)
3. A B pont vetiileti pontja az xy sikra D.(-6;2;6)
4. A B pont vetiileti pontja az xy sikra E.(-2;2;6)
Megoldas:

1. Az AB szakasz kdzéppontja M(X,y,z) pontal jeloljiik.
A(2;0;0); B(-4;2;6)

v=2 =1
y="%=1
y="5=3

Az M pont koordinatdi (- 1; 1; 3)

2. Meghatdrozzuk az AB(z47; ya5; 245) vektor koordin4tdit.
Tag=—4-2=-6

yig=2—0=2

25 =6—0=06

Az AB vektor koordinati (—6; 2; 6)

3. Az xz sikban ezek a koordinatdk vannak(x; O; z), ezért ez a pont a(-4; 0; 6)
4. Az Oy kozéppontjdban a koordinatak a kovetkezdk(0; y; 0), azértez a
pont (0; 2; 0)
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B C D E
1 X
2 X
3 X
4 X
2.9. 4bra.

12. A 2016-o0s év feladata
A derékszogii koordinatarendszerben adva van egy ABCD paralelogramma,
cos A = 0,4. Hatdrozza meg a paralelogramma BD atl6janak hosszat, ha az

AB(6; —8) és AD vektorok skaldris szorzata egyenls 96 cm-rel.

Megoldas:

|AB| = /62 + (—8)2 = /36 + 64 = /100 = 10

AB-AD = |AB|-|AD|-cosA=10-|AD|-04=4-|AD| = 96
AD| = % =2

Az ABD hédromszogre alkalmazzuk a koszinusz tételt:
BD? = AB?+ AD? —2-AB - AD -cos A

BD? =10% +24% —2-10-24-0,4 = 484

BD = /484 = 22

Felelet: BD =22 cm.

13. A 2017-es év feladata
A koordindtasikon adottak az AB és @(4; 3) kolcsonosen merdleges vektorok.
Hatdrozza meg a B pont abszcisszdjit, ha A(-2;0) és a B pont pedig az y = 2x

egyenesre illeszkedik.

Megoldas:
ABla= AB-a=0
a(4;3); B(w;y)

y = 2x; B(x; 22)
A(—2;0); B(z;22)

AB(zx + 2,2x)
AB-a=4-(v+2)+3-2x =4r + 8+ 62 = 10z + 8
10z = -8
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r=—0,8
Felelet: A B pont abszcisszdja -0,8.

. A 2018-as év feladata
A derékszog(i koordindtarendszer sikjan az AB és @(4; 3) kollinedris vektorok
vannak megadva. Hatdrozza meg a B pont abszcisszdjat, ha A(-4;1), a B pont pedig

az y = 3 egyenesen fekszik.

Megoldas:
A(=4;1); B(z;y)
y = 3; B(z;3)
a(3; —5)

AB(z +4,2)
g=5
—5(zr+4)=2-3
—br—20=6
—br =26
t=—-2=-51=-52
T = —5,2

Felelet: A B pont abszcisszdja -5,2.
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2.2. A magyarorszagi érettségi vektorokat tartalmazo fel-

adatai és megoldasai

1. A 2005-6s év majusi feladatai
Adottak az @(4; 3) és b(—2; 1) vektorok.
a) Adja meg az @ vektor hosszt.

b) Szamitsa ki az @ + b koordinatait.[11, 12.feladat]
Megoldas:

a)fal = V2 +3=y16+9=v25=5
b)a+b=(43)+(-2;1)=(4—2;3+1) = (2;4)

2. A 2005-o0s év oktoberi feladatai
1) Irja fel a(—2; 7) ponton dtmend 72(5; 8) normalvektori egyenes
egyenletét![12, 5.feladat]
2) Adottak az @ = (6;4) és aza — b = (11;5) vektorok. Adja meg a b vektort a
koordinataval ![12, 7.feladat]
Megoldas:
D) 7(5;8);a(=2;7)
5r + 8y = —10 4 56

or + 8y = 46
2)a = (6;4)
a—b=(11;5)
b—7?

6—b =11
4—by=5
b(—5; —1)

3. A 2006-o0s év februari feladata
Az ABC hiromszdg (2.10.4bra) két oldaldnak vektora AB = ¢ és AC = b.

Fejezze ki ezek segitségével az A csuicsbol a szemkozti oldal F felezGpontjaba

mutaté AF vektort! [13, 10.feladat]

Megoldas:

AB=c¢
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2.10. abra.

. A 2007-es év oktoberi feladata
Fejezze ki az i és a j vektorok segitségével a ¢ = 2a — b vektort, ha @ = 37 — 25 és

b= —i+ 55 ![14, 10.feladat]

Megoldas

a=23i—2j

b=—i+5)

c=2a—-b=2(3i—2j) — (—i+5j) =6i —4j+1i— 5]
t=Ti—9j

. A 2008-as év majusi feladata

Az ABCD négyzet kozéppontja K, az AB oldal felez6pontja F. Legyen @ = K A és
b = KB . Fejezze ki az @ és b vektorok segitségével a K F vektort (2.11.dbra)! [15,
6.feladat]

2.11. 4bra.
Megoldas
a=KA
b=KB
KE — a+b
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6. A 2008-as év oktoberi feladata
Az A(-7; 12) pontot egy 7 vektorral eltolva a B(5; 8) pontot kapjuk.

Adja meg az 7 vektor koordinatait! [16, 4.feladat]

Megoldas:
A(-7:12)
B(5; 8)

-7

!

T=(5+7;8-12) = (12; —4)
T = (12;-4)

7. A 2009-as év oktdberi feladata
Szdmitsa ki az @(5; 8) és b(—40; 25) vektorok skalaris szorzatt! Hatdrozza meg a

két vektor 4ltal bezart szoget! [17, 10.feladat]

Megoldas:

a(5;8); |a] = V5% + 82 = /25 + 64 = /89 = 9,43
b(—40;25); |b| = /(—40)2 + 252 = /1600 + 625 = /2225 = 47,16
@-b=>5-(—40) +8-25=—200+ 200 =0

0= [a| - |b] - cos90°; cos 90° = 0

Felelet: A két vektor alltal bezart szog derékszogu.

8. A 2012-es év oktoberi feladata
Az @ és b vektorok 120°-o0s szoget zarnak be egymassal, mindkét vektor hossza

4 cm. Hatdrozza meg az a + b vektor hosszat(2.12.4bra) ! [18, 10.feladat]
Megoldas:
a| = |b| = 4cm; cos a = 120°

@+ b| = 4cm

2.12. 4bra.
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9. A 2013-as év majusi feladata
A PQR hédromszog csucsai: P(-6; -1), Q(6; -6) és R(2; 5)(2.13.4bra).
a) [rja fel a haromszog P csticsdhoz tartozé silyvonal egyenesének egyenletét !
b) Szédmitsa ki a hdromszog P csicsndl 16vo belsd szogének

nagysagat! [19, 14.feladat]

Megoldas:
P(-6;-1)
Q(6; -6)
R(2;5)

2.13. 4bra.

A QR szakasz felez6pontja: F(4;-0,5)
PF(10;0,5) stdlyvonal.

x — 20y = 14 - a sdilyvonal egyenlete

PQ = (6 (~6); =6 — (~1)) = (12; -5
PR = (2 - (—6);5— (1)) = (8:6)
PQ-PR=12-8+(-5)-6=66

[PQ| =13 [PR| =10

PQ - PR =66

66 =13 -10- cos

cosa = 0,50

Felelet:a = 59,5°
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10. A 2014-es év oktoberi feladata

11.

12.

Irja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely thalad az (1; -3) ponton, és egyik

normalvektora a (8; 1) vektor! [20, 4.feladat]

Megoldas:
n(8;1); (1;-3)
Az + By =C

8-z+1-y=8-1+1-(=3)=5

8z + y = 5 - az egyenes egyenlete.

A 2015-6s év majusi feladata

A (2.14.4brén) lathaté kocka A cstcsabél kiindul6 élvektorai AB = p; AD = G és
AE = 7. Fejezze ki p, 7 és T segitségével a GC, az AG és az HF vektorokat! [21,
11 .feladat]

2.14. 4bra.
Megoldas:
GC =-T
AG=p+q+T
FH=q-7

A 2015-6s év oktoberi feladata

Az AB és AC vektorok 120°-os szoget zdrnak be egymdssal, és mindkét vektor
hossza 5 egység.

a) Szamitsa ki az AB + AC vektor hosszit !

b) Szdmitsa ki az AB — AC vektor hosszat! [22, 16.feladat]

Megoldas:
|AB| = |AC| = 5em
a) AB+ AC =5
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b) |AB — AC| = /52 +52—2-5-5-cos 120° =
=v/25 + 25 — 50 - cos 120° = 8,66

2.15. abra.

13. A 2019-es év majusi feladata
Az ABCDEF (2.16.4bra) szabélyos hatszogben b = AB és f = AF. Fejezze kia b
és f vektorok segitségével az AD vektort! [23, 7.feladat]

Megoldas:

2.16. abra.

b= AB

f=AF

AD =?

AD =2b+2f

Mivel a hatszog minden oldala egyenld ezért, ha meghuzzuk az atmérdket akkor 6

egyenld oldald haromszoget kapunk.
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14. A 2019-es év oktoberi feladata

Az ABCDEFGH kocka (2.17.4bra) élhosszisdga 6 cm. Fejezze ki az EC' vektort
az AB, az AD és az AF vektorok segitségével. [24, 17 feladat]

F

E
' H
G & /
| e
| 7
/Fl
Kid biugdi
C D
2.17. abra.

Megoldas:

EC =FEA+ AD+ DC
EFA=—-AFé DC = AB
EC=-AE+ AD + AB
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3. fejezet

Feladatsorok

A kovetkezd fejezetben az ukrajnai és a magyarorszdgi matematika érettségi feladatokbol
osszedllitott vektoros feladatsorokat lathatunk, amelyekkel szerettiik volna 6sszehasonli-
tani a beregszaszi érettségizd didkok tudasszintjét a vektorok témakorébol, és az elkészi-
tett feladatsorokat megiratni a varos iskoldinak végzdsei kozott. Mindkét tesztet kiilon-
kiilon megirattuk volna, igy dsszetudtuk volna hasonlitani az érettségiz6k tudésszintjét az
iskoldk kozott, valamint azt is, hogy az ukran, vagy a magyar feladatokat oldottdk volna

meg jobban. Erre viszont a karantén miatt nem keriilhetett sor.

3.1. Az ukrajnai feladatsor

1. Az ABC egyenl oldalt hdromszog oldala 5 cm. Keresse meg az AB - AC' skaldris

szorzatot.

2. Hatdrozza meg az @ és b + ¢ vektorok kozotti szoget fokokban, ha ismert, hogy

a(2;2),b(2;4),¢(—2; —6).

3. Aképen (3.1.4bra) vektorok talalhaték @, b, ¢, d derékszogii koordinatarendszerben.
Hatdrozza meg az 6sszefiiggést a vektorparok (1-4) €s az éllitasok kozott (A-E) ami

érvényes ezeknek a paroknak.
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l.aésb
2.aésc
3.césd
4.bésc

X
" E‘
——e . =
_ﬂ
o %
b
— L &1
i ||
3.1. abra.

A- merGlegesek

B- kollinedrisak de nem egyenldk
C- Skaldris szorzat > 0

D- egyenldk a vektorok

E- a vektorok kozotti szog tompaszogi

A B C D E

| | k| =

4. A derékszogii koordinatarendszerben adva van egy ABCD paralelogramma,

cos A = 0,4. Hatarozza meg a paralelogramma BD atl¢janak hosszit, ha az

AB(6; —8) és AD vektorok skaldris szorzata egyenls 96 cm-rel.

5. Azy mely értékeivel lesznek az a(—3; 5) és b(6; y) vektorok merdlegesek ? A helyes

megoldast karikdzza be a (3.2.4bra) tdblazaton.

A B C D E
10 25 25 36 10
3.2. abra.

6. A derékszogli koordindtarendszer sikjan az AB és @(4; 3) kollinedris vektorok van-

nak megadva. Hatdrozza meg a B pont abszcisszdjat, ha A(-4;1), a B pont pedig az

y = 3 egyenesen fekszik.
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3.2. A magyarorszagi feladatsor

1. Adottak az @(4; 3) és b(—2; 1) vektorok.
a) Adja meg az a vektor hosszit.

b) Szamitsa ki az @ + b koordinatait.[11, 12.feladat]

2. Irja fel @(—2;7) ponton atmend 72(5; 8) normélvektord egyenes
egyenletét![12, 5.feladat]
2) Adottak az @ = (6;4) ésaz @ — b = (11;5) vektorok. Adja meg a b vektort a

koordinataval ![12, 7.feladat]

3. Fejezze ki az i és a j vektorok segitségével a ¢ = 2a — b vektort, ha @ = 3i — 2] és

b= —i+ 55 ![14, 10.feladat]

4. Szdmitsa ki az @(5; 8) és b(—40; 25) vektorok skaldris szorzatdt! Hatdrozza meg a

két vektor éltal bezart szoget ![17, 10.feladat]

5. A (3.3.4brdn) lathat6 kocka A csticsabél kiindulé élvektorai AB = p; AD = G és
AE = 7. Fejezze ki p, q és T segitségével a GC, az AG és az HF vektorokat! [21,
11.feladat]

3.3. abra.

6. Az AB és AC vektorok 120°-os szoget zdrnak be egymdssal, és mindkét vektor
hossza 5 egység.
a) Szamitsa ki az AB + AC vektor hosszit !
b) Szdmitsa ki az AB — AC vektor hosszat![22, 16.feladat]
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Megvizsgéaltam a magyarorszagi €s az ukrajnai matematika érettségikbdl a vektoros
feladatokat. A magyarorszagiban csak kidolgozasos feladatok voltak. Az ukrajnaiban nem
csak kidolgozés feladatok, hanem olyanok is voltak, hogy meg volt adva 6t megoldds, és
ki kellett valasztani ezek koziil a helyes megoldast, és voltak olyan feladatok is, amelyek-
ben meg kellett keresni, példaul a megadott mondatok kezdetetének a parjat, ugy, hogy
igaz 4allitast kapjunk.

Az ukrajnai érettségiben a legtobbszor derékszogii koordinatarendszeren vannak meg-
adva a vektorok, ez kevesebb, mint a 40 %-at teszik ki, a magyarorszagi érettségiben pe-
dig csak 10-20 %-at teszik ki a feladatoknak. A magyarorszagi feladatokban a legtobbszor
csak Osszeadni €s kivonni kell a vektorokat vagy kifejezni egy vektort tobb vektoron ke-
resztiil, ezek a feladatok tobb mint az 50 %-ét teszi ki a feladatoknak. Még vannak olyan
feladatok, ahol az egyenes egyenletét a normalvektorok segitségével kell meghatarozni
ez a 14 %-at adja. Néhany feladatndl dbrdkkal segitenek a didkoknak, hogy a feladatokat
konnyebben lehessen atlétni.

Az ukrajnai feladatokban is taldlhaté néhany feladat az 6sszeaddsra és a kivondsra,
de leginkdbb a vektorok skaléris szorzdsdn és a koztik 1€vo szog kiszdmitdsan van a
hangsuly, amely a 30 %-at teszi ki az érettségi feladatokban. Ezeknél a feladatoknal meg-
vannak adva kiillonb6z6 adatok €s csak a helyes megoldast kell megadni, és a 2016-0s
évtdl mar csak kidolgoz6és fedatok vannak a vektorokkal, hasonl6ak mint a magyarorsza-

gi érettségiben.
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Ukrajnai feladatsorok adatai

B Derékszogl
koordinatarendszer

B vektorok Gsszeaddsa, kivonasa
éskifejezése

W vektorok skalaris szorzdsa és a
kozottak levd szbg

B Parositos feladatok

Magyarorszagi feladsorok adatai

B Derekszogd
koordinatarendszer

B Vektorok dsszeadasa, kivonasa
éskifejezése

B Vektorok skalaris szorzasa ésa
koztottik levd szdg

B Mormal vektoros egyenletek
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Osszefoglalas

Ebben a dolgozatban bemutattam a vektorokrdl sz616 alapfogalmakat, hogy mire kell
figyelni a vektorok 6sszeaddsandl €s kivondsdndl valamint a vektorok szdmmal val6 szor-
zasandl, a vektorok skaldris-vektoridlis és vegyes szorzdsdndl. Tovdbba megnéztem az
ukrajnai és a magyarorszagi érettségi feladatsorokat matematikabodl, hogy melyik évben
milyen vektorral kapcsolatos feladatok szerepeltek benniik.

A madsodik fejezetben az matematika érettségi feladatsoraibdl a vektorokkal kapcso-
latos feladatokkal taldlkozhatunk €s azok megolddsaival.

A harmadik fejezetben szerepld feladatsorokhoz hasonl6 feladatokkal szerettem volna
megiratatni az érettségiz6 didkokkal, de a karantén miatt ezt nem sikeriilt megval6sita-
nom.

Arra a kovetkeztetésre jutottam a kutatdsom folyamdan, hogy az ukrajnai matematika
érettségi feladatsorokban minden évben legaldbb egy vektoros feladat megtaldlhatd, mig a
magyarorszagi érettségi feladatsorokban némelyik évben nem taldlhat6 vektoros feladat.

A munka eredménye, hogy most mdr jobban értem az alapfogalmakat a vektorokrol és
konnyebben tudom alkalmazni a skaléris, vektoridlis és vegyes szorzatokkal kapcsolatos
feladatok megolddsa kozben. Az ukrajnai- €s a magyarorszagi matematika érettségikben
legtobbszor csak egy vektoros feladat taldlhatd. Tovabba Magyarorszagon a vektorokat
Osszesen 18 d6rdban tanuljak, ebbdl 4 orat Altalanos iskoldban és 14 6rét a Kozépisko-
laban. Ukrajndban a vektorokat dsszesen 23 éraban tanuljak, ebbdl 13 6rat a kilencedik

osztalyban és 10 orat a tizedik osztdlyban.
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Pe3iome

B naniii po6oTi 0yi0o po3risiHyTO OCHOBHI O3HAUEHHS T€Opii BEKTOPiB, 30KpeMa:
Ha 10 Tpeda 3BEpHYTH yBary IpH JI0JaBaHHI BEKTOPIB, IPH MHOKEHHI BEKTOPIB Ha
CKaJsp, MpHU CKaSIPHOMY, BEKTOPHOMY Ta MILIaHOMY J00YTKOBi. Takoxk poO3risiHyTO
3ajadi JeKiIbKOX ocTaHHiX pokiB 3 3HO Ykpainu Ta BUITyCKHHX €K3aMEHIB YTOPIINHH,
SIKi MAIOTh BIJHOIICHHSI IO TEOPii BEKTOPIB.

B npyromy po3aini po3riisiHyTO 3a1a4i Teopii BEKTOPiB Ta iX po3B’si3anHs 3 3HO
VYkpaiHu Ta BUITYCKHUX €K3aMEHIB YTOPIIUHH.

3amaudi, AKi HaBEIEHI B TPETHOMY pPO3AUII Manu OyTH HagaHi Al PO3B’SA3aHHS
BUITYCKHUKaM oauHamaTHX KiaciB 30111, ane uepes oOMeXyBaJIbHI 3aX0/H OB’ I3aHI 3
€M1/1eM10JIOTIYHOI0 CUTYALIIEI0 HE BAAJIOCH 1€ pealli3yBaTH.

[TpopoOuBIIM TOCTIKEHHS MOXHa 3poOMTH BUCHOBOK, 110 Ha 3HO VYkpainu
KOXKHOTO POKY MOKHa 3YCTpPITH 3a/adi 3 Teopii BEKTOPIB a Ha BUIIYCKHUX €K3aMEHax
YropmuHu — He KOKHOTO POKY.

HacninkoM fociiikeHHsl € Kpallle po3yMIHHS OCHOBHMX IOHSTH Ta oIeparii
Teopii BEKTOPIB 1 BUKOPUCTAHHSA iX IIPU PO3B’A3yBaHHI 3a]1ad.

Ha 3HO Vkpainu Ta Ha BUITyCKHMX €K3aMeHaX YTOPLIMHM TUIbKH 1O OJHIH
3a1a4l 3 Teopli BEKTOPIB MOYKHA 3yCTPITH KOXKHOro poky. B VYropmmui BekTopu B
HaBYaJIbHOMY Ipolieci 3aiiMaroTh 18 roguH yacy, 30kpeMa B cepeHii mKkoui 4 roAuHu
a B cepenHiil — 14 ronun. B YkpaiHi BeKTOpH B HaBUaIbHOMY Ipoleci 3aiimMaioTh 23

TOJIMHHU, 30KpeMa 13 roauH B AeB’siToMy kiaci i 10 roauH B 1ecsaToMy Kiaci.
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