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Bevezetés

A matematikai tudomédnyban, a csoportelmélet a csoport megnevezésii algebrai struktdrat tar-
gyalja. A csoportelmélet fontos szdmtani eszkdze a vegytannak és a fizikdban is gyakran el6jon,
kiilonosen a kvantumfizikaban. Gyakran a csoportelmélet a kémiaban elsdsorban a szimmetriacso-
portok vagy pontcsoportok elméletében bukkan fel.

A reprezenticié a permutdcié csoportok €s matrix algebrak megjelenésével jelentkezik. Ezen
megfontolds jelentdségét a csoportok vizsgédlatiban F. G. Frobenius és A. Burnside értették jol,
mert nyilvanvald, hogy az elméleti miiveleteket konnyebb végrehajtani egy maétrix csoportban, an-
ndl inkdbb mint egy absztrakt csoportban. F. G. Frobenius a 19. szdzad végén irta le a csoportok
reprezenticidjanak elméletét egy elég teljes és nem nehezen hasznalhat6é formaban. F. G. Frobenius
és A. Burnside nevéhez kothetd az, hogy a reprezentacié elméletnek jelentSs szerepe van a véges
csoportok elméletében. 1911-ben 1€pett szinre az a konyv (A. Burnside), amely bemutatta a repre-
zent4cio elméletet, €s sok eredményt foglalt magéba a véges csoportokrdl. Az 1929-hez datédlhato
E. Noether cikke szoros 0sszefiiggésben 4ll a reprezentdcié elméletével és a modulok elmélettel a
gylrlik és az algebrédk felett. A mésik fontos 1€pés a reprezentacié elmélet tanulmanyozdsaban R.
Brauer publikicidja volt a véges csoportok moduldris reprezentacioirdl. Az F. G. Frobenius eredmé-
nyeihez hasonléan R. Brauer elméletének sok jelent6s alkalmazasaval taldlkozhatunk a csoportok
elméletében. Emellett szoros kapcsolatot ir le az algebrak reprezentacié elméletével, i) modulok-
kal és gytrtikkel 0sszefiiggésben 4ll6 problémadkat javasol, és megnyitja az alapvet6 fontossagat a
szamelméleti feladatoknak a csoport- €s a reprezentacié elméletben.

A megemlitett t€émak aktiv tanulmdnyozasanak idejében a csoportok matrix reprezentacidjat sok
tudoés kutatta: K. W. Roggenkamp, V. Bashev, R. Frucht, G. Higman, T. Hannulo, I. Shur, K. Jama-
zaki, I. Reiner, K. Ringel, S. Berman, P. M. Gudivok, V. M. Bondarenko, S. Kruglyak, Yu A. Drozd,
L. Barannyk, és sokan mésok. A fontosabb kérdések, amelyek el§jonnek a reprezenticié elmélet
kutatdsa sordn, a véges csoportok vadsagét valamint szelidségét targyaljdk. A munkdban sok jelen-
t6s eredmény van leirva, melyek a véges csoportok vadsdganak problémdjaval foglalkoznak.

Testek felett a véges csoportok matrix reprezenticidja mar sz€éleskorlien kutatva volt. Ha a rep-
rezentaciods tipusrol vessziik, abban az esetben, amikor a csoport rendje nem oszthaté a test karak-
terisztikdjdval, akkor a csoport az ekvivalencia pontossaggal, végtelen szdmu felbonthatatlan repre-
zentaciokbol all, ellenkezbleg csak olyan csoportnak van véges szamu felbonthatatlan reprezenta-
cigja, amely Sylow ciklikus p-részcsoporttal rendelkezik, ahol p a test karakterisztikdjat jeloli. Az
ilyen esetet modularisnak hivjdk. V. Basev a (2,2) tipusu csoport szelidségét bizonyitotta be. Ezek
utan P. Gudivok (nem keriilt publikaldsra) és kiilon S. Kruhlyak a (p; p) tipusu csoport a (p > 2)
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esetben val6 vadsdgat bizonyitottdk be. Kés6bb S. Brenner bebizonyitotta, hogy a (2,2,2) és a (2,4)
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tipusu csoport vad lesz, €és legvégiil V. Bondarenko és Yu. Drozd bebizonyitottak a szelidség kri-
tériumat tetszbleges fixalt karakterisztikdju kommutativ test felett. A csoportok reprezentdciéjanak

tanulmanyozdsa kommutativ gy(ir(ik esetében, mely valamilyen szinten altaldnositdsa azok testek
feletti reprezentacidknak, dsszetettebnek bizonyult.

Ha egy G csoport métrix reprezentdcidt tanulményozzuk lokdlis gytiriik esetében, akkor a jelen-
tdsebb esetek az aldbbiak lesznek::
1) G egy p-csoport, K egy nulla karakterisztikaju gytird, K = RadK is egy nulla karakterisztikaju
gylrli (nem moduldris eset);
2) G egy p-csoport, K egy p* (s > 0) karakterisztikdjd gy(rd (moduldris eset);
3) G egy p-csoport, K egy nulla karakterisztikdji gyirt, X = RadK egy p® (s > 0) karakteriszti-
kaju gytrt (moduldris eset).

Fontos megjegyezni, hogy minél kisebb a csoport rendje vagy az s szam, anndl Osszetettebb a
csoport vadsdganak (szelidségének) bizonyitdsa. A diplomamunka harom fejezetbdl tevddik Ossze.
Az elsGben az alapfogalmak vannak definidlva. A masodik fejezet a véges csoportok vadsagéaval
kapcsolatban 4116 jelentsebb kutatdsi eredményeket targyalja. A harmadik fejezetben egy 2-csoport
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vadsdgédnak bizonyitdsa szerepel valamely lokélis faktoridlis gyfir( felett.



1. Alapfogalmak

7

Legyen adott egy G véges csoport és egy K egységelemes kommutativ gy(r(.

1.1. Definicio. A ' : G — GL(n, K) homomorfizmust a G csoportrél a GL(n, K)-ra (a teljes

sy s

linedris csoportra) n-edrendii mdtrix reprezentdciojdnak nevezziik a G csoportnak a K gyiirii felett.

sy s

1.2. Definicio. A I' és IV n-edrendii mdtrix reprezentdcidit a G csoportnak a K gyirii felett
K -ekvivalensnek nevezziik, ha létezik olyan C € GL(n, K), hogy C7'T'(9)C = T'(g), tetszbleges
g € G.

1.3. Definicié. A G csoport I n-edrendii mdtrix reprezentdciojdt reducibilisnek nevezziik a K gyiirii
felett, ha az K-ekvivalens a I reprezentdcioval:

g— F’(g) _ (Flég) 1?;((99))) :

ahol g a G csoport tetszoleges eleme, I'; egy n;-rendii (n;<n; i = 1,2) mdtrix reprezentdcioi a

G csoportnak a K gyiirii felett. Ellenkezd esetben a 1" reprezentdciot irreducibilisnek nevezziik a K

gylirii felett.
1.4. Definicio. A G csoport I' mdtrix reprezentdciojdt teljesen reducibilisnek nevezziik a K gyiirii
felett, ha az K-ekvivalens a I reprezentdcioval:

Ai(g) 0
g — Fl(Q) = ’
0 A (g)

ahol g a G csoport tetszbleges eleme, A;(g)(i = 1, ..., 1) irreducibilis mdtrix reprezentdcidja a

sr s

G csoportnak a K gyiiri felett.

sr s

1.5. Definicié. A G csoport I mdtrix reprezentdcidjdt felbonthatonak nevezziik a K gyiiri felett, ha
az K-ekvivalens a I reprezentdciéval:

g—T'(g) = (Flég) r;()g)) : ey

ahol T'; egy n;-rendii mdtrix reprezentdacidja a G csoportnak (n;<n;i = 1,2) a K gyiiri felett.
Ellenkezo esetben a 1 reprezentdciot felbonthatatlannak nevezziik a K gyiirii felett.
Ha a T mdtrix reprezentdcio K-ekvivalens az (1) I reprezentdciéval, akkor I reprezentdcidra azt

mondjuk, hogy az osszege '\ és 1’y reprezentdcioknak és a kovetkezoképpen jeloljiik: I' = 1"y + T's.
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1.1. tétel. (Maschke) Legyen K* multiplikativ csoportia a K gyiirinek, G egy véges csoport, mely-
nek rendje |G|. Ha a |G| € K*, akkor bdrmely mdtrix reprezentdcidja a G csoportnak teljesen

s, s

reducibilis lesz a K gyiirii felett.

1.2. tétel. (Maschke) Legyen G egy véges csoport, P egy test, melynek karakterisztikdja p. Ha a p
szam nem osztja a G csoport rendjét, abbol az kovetkezik, hogy bdarmely mdtrix reprezentdcidja a G
csoportnak teljesen reducibilis lesz a P test felett.

1.3. tétel. (Frobenius) Legyen GG egy véges csoport. P egy algebrailag zdrt test, melynek karakte-
risztikdja p, és az nem osztja a G csoport rendjét. A G csoport nem ekvivalens irreducibilis mdtrix
reprezentdcioinak szama a P test felett megegyezik a G csoport konjugdlt osztdlyainak szdmdval.

1.4. tétel. (Frobenius) Legyen G egy véges csoport. P egy algebrailag zdrt test, melynek karakte-
risztikdja p, és az nem osztja a G csoport rendjét. I'y, s, ..., Us- a G csoport dsszes nem ekvivalens
irreducibilis mdtrix reprezentdcioi a G csoportnak a P test felett és nq,no, ...,ng megfelelden az
adott reprezentdcick rendjei. Akkor a csoport rendje |G| = n? + n3 + ... + n?

1.6. Definicio. Legyen adott F test. A;, Bi(i = 1,2) n-es mdtrixok az F test felett. Az (A;, As)
és (B, Bs) pdr mdtrixokat hasonlonak nevezziik az F test felett, ha létezik olyan C' € GL(n, F)
amelyre:

C_lAiC - Bi, (Z - 1, 2)

1.7. Definici6. Legyen I'( Ay, Ay) mdtrix reprezentdcidja a véges G csoportnak az F test felett. Itt
az Ay és Ay n-es mdtrixok. Ha a T'(Aq, As) és T'(By, Bs) ekvivalencidjukbdl az kivetkezik, hogy az
(A1, As) és (By, By) pdr mdtrixok hasonléak az F test felett, akkor a G csoportot vadnak nevezziik
az F test felett.

1.8. Definicio. Legyen adott egy G véges csoport és egy K kommutativ egységelemes gyiirii. Legyen
['(A1, As) mdtrix reprezentdcidja a G csoportnak a K gyiiri felett. Itt az Ay és As n-es mdtrixok.
A G csoportot vadnak nevezziik a K gyiiri felett ha a T'(A1, Ay) és T'(By, Bs) ekvivalencidjuk-
b6l az kovetkezik, hogy az (Ay, Ay) és (B, By) pdr mdtrixok hasonléak a K = K|V test felett

(V valamely maximdlis idedlja a K gytiriinek, A — K feletti mdtrix, amelyet az A, K feletti mdtrix-
bol kapunk ha dsszevonjuk az elemeit V' idedl modulo szerint).



2. Vad csoportok kommutativ gyiriik felett

A csoportok reprezentdcioit a kovetkezoképpen kutattdk: eldszor a véges tipusi objektumokat
(csoportokat) tanulmanyoztdk, vagyis azokat, melyeknek az ekvivalencia pontossiaggal véges szamu
felbonthatatlan reprezentdcidja 1étezik. Kés6bb a szelid (tame) tipusu objektumokat. A szelid ob-
jektumok magukba foglaljak a véges tipusu objektumokat. Ezutdn a vad (wild) tipusu objektumokat
vizsgaltdk, melyek reprezenticié lefrdsanak problémadja tartalmazza a linedris algebra klasszikus
nem megoldott feladatat a par matrixok hasonlésdgardl. A vad és szelid csoportok formadlis defini-
ciéit Yu. A. Drozd vezette be.

2.1.lemma. Legyen H = (a) x (b) egy Abel (p,p) tipusi p-csoport (a? = WP = e,p # 2). K egy
nulla karakterisztikdju integritdsi tartomdny p ¢ K* ésec € K(eP = 1,e # 1). Akkor a H csoport
vad a K gyiirii felett.

Bizonyitds. Konnyen belathatjuk, hogy a kovetkezd alakd matrix reprezentdcidja a H csoportnak

K gytir(i felett par matrixok hasonlésiganak feladatdhoz vezethets a K = K/V (V valamely ma-
ximdlis idedlja a K gy(riinek) test felett:

eE 0 0 E A
0 £ 0 FE FE
a—T AB=|0 0 ¢£ E B,
0 0 0 EF O
0O 0 0 0 F
e 0 0 0 A
0 ¢?E 0 eE M\E
b—Ty(A,B)=]| 0 0O E —E 0 |,
0 0 0 eF 0
0 0O 0 O FE

ahol A = 1 + ¢, E egy n-es egységmatrix, A és B tetszbleges n-es matrixok K gyfr felett.

2.2.lemma. Legyen H = (a) egy ciklikus p-csoport, melynek rendje p(p > 3). K egy nulla karak-
terisztikdjii integritdsi tartomdny, p ¢ K* és e € K(e? = 1, # 1). Akkor a H csoport vad a K
gylirii felett.

Bizonyitds. Konnyen beléthatjuk, hogy a kovetkez6 alaki matrix reprezentdci6ja a H csoportnak
K gyirt felett par matrixok hasonlésdganak feladatdhoz vezetheté a K = K/V (V valamely ma-
ximdlis idedlja a K gy(riinek) test felett:



el 0 F A B

0 ¢ E E E
a—T,(A,B)=]|0 0 &E 0 0],

0 0 0 €E 0

0 0 0 0 F

ahol I egy n-es matrix a K gyfr( felett.

2.3.lemma. Legyen H = (a) egy ciklikus 3-csoport, melynek rendje 9, K egy nulla karakteriszti-
kdju integritdsi tartomdny, 3 ¢ K* és e € K (g3 = 1, # 1). Akkor a H csoport vad a K gyiirii
felett.

Bizonyitds: Vizsgaljuk a kovetkez6 H = (a) csoport I'( A, B) reprezentacidjat a K gy(iri felett:
D, 0 DyA B)
a— | 0 Dy Dy =T.(A, B), 2)
0 O D3

ahol

ahol F egy n-es egységmatrix, A és B tetszdleges n-es matrixok a K gyfir( felett.
Megmutathatjuk, hogy a (2)-es alaku reprezentacié par métrixok hasonlésdganak feladatdhoz vezet
a K = K/V (V valamely maximdlis idedlja a K gyfiriinek) test felett.

Vagyis a H csoport vad a K gylri felett.

2.1. tétel. ([1]) Legyen G egy véges p-csoport, melynek rendje |G| > 1. K egy nulla karakteriszti-
kdji integritdsi tartomdny, p ¢ K* ésec € K(e? = 1, # 1). A G csoport vad lesz a K gyiirii felett,
ha teljesiil az aldabbi feltételek egyike:

1)p>3;

2) G egy 3-csoport, melynek rendje |G| > 3.

A tétel bizonyitdsa kovetkezik az 1-3 lemmakbol.
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2.2. tétel. ([2]) Legyen K egy nulla karakterisztikdjii noether lokdlis integritdsi tartomdny
p-karakterisztikdju rezidum testtel.

1) a G véges nem ciklikus p-csoport, melynek rendje |G| szelid (tame) a K gyiri felett akkor és
csak akkor, ha |G| = 4 és RadK = 2K

2) a G véges ciklikus p-csoport, melynek rendje |G| = p"(r > 2) szelid (tame) a K gyiirii felett
akkor és csak akkor, ha |G| = 8 és RadK = 2K;

3) ciklikus p-csoport, melynek rendje p* vad a K gyiirii felett, ha a K egy faktoridlis és nem diszk-
réten normalizdlt gyiri.

P. M. Gudivok és V. J. Pohorilyak [3],[4] véges csoportok vadsdgdt tanulmdnyoztik p*(s > 0)

s

karakterisztikdju kommutativ lokalis gytrtk felett.

2.3. tétel. ([3,4]) Legyen G egy véges p-csoport, melynek rendje |G| > 1. K egy p* (s > 1) karak-
terisztikdju kommutativ lokdlis gyiirii, V egy maximdlis idedlja a K gyiiriinek . A G csoport nem
lesz vad a K gyiri felett akkor és csak akkor, ha |G| = p és V = Kp.

Amikor a K = Z/p*Z a 2.3 tétel V. M. Bondarenko dltal volt bizonyitva. [5]

2.4. tétel. ([3,4]) Legyen G egy véges p-csoport, melynek rendje |G| > 2, K egy p-karakterisztikdju
kommutativ gyiirii, ami nem lesz test. A G csoport vad a K gyiirii felett.

V. J. Pohorilyak megoldotta egy mdsodrendii G csoport 2-karakterisztikdji kommutativ lokdlis gyiri
feletti vadsdgdnak feladatdt az aldbbi esetekben:

1) a K egy nulldtol eltérd nilpotens elemet tartalmaz;

2) a K egy idedlt tartalmaz, amely nem kevesebb mint 3 elemmel van generdlva.

2.5. tétel. ([6]) Legyen K egy 2-karakterisztikdju lokdlis gyiird, amely egy nulldtol eltérd
t{t"=0,t"1#£0, r>2, r € N) elemet tartalmaz, V egy maximdlis idedlja a K gyiiriinek . A

G = (a) ciklikus 2-csoport, melynek rendje |G| > 1 nem vad a K gyiiri felett akkor és csak akkor,
ha |G| =2,1* =0,V = Kt.

2.6. tétel. ([6]) Legyen K egy 2-karakterisztikdjii lokdlis gyirii, amely nem kevesebb mint 3 elemmel
generdlt idedlt tartalmaz. A G = (a) ciklikus 2-csoport, melynek rendje |G| > 1 vad a K gyiirii
felett.

2.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a K integritdsi tartomdny a eleme egyértelmiien felbontodik prim
elemek szorzatdra, ha teljesiilnek az alabbi feltételek:

1) a K gyiiriiben léteznek olyan p; elemek, hogy a = [ [ pi;

2) ha a = || q; egy mdsik felbontds, melyben q; a K gyirii prim elemei, akkor m = n és a megfeleld

szdmozds mellett a p; ~ q; (asszocidlt elemek) tetszdleges i-re (i = 1,...,m).



Asszocidlt alatt azt értjiik, hogy a p; = tg;, ahol ¢ egy invertdlhat6 elem.

s

2.2. Definicié. A gyiiriit faktoridlisnak nevezziik, ha az integritdsi tartomdny és tetszdleges nulldtol
eltérd eleme, amely nem invertdlhato, egyértelmiien felbontodik prim elemek szorzatdra.

P. M. Gudivok és J. J. Pohorilyak [7] a kovetkez6 eredményeket kaptak.

2.7. tétel. ([7]) Legyen adott egy G véges p-csoport, melynek rendje |G| > 2. K egy p-karakterisztikdji

egységelemes integritdsi tartomdny. Ekkor a G csoport vad a K gyiirii felett.

2.8. tétel. ([7]) Legyen adott egy G véges p-csoport, melynek rendje |G| > 1. K egy p-karakterisztikdji

sr s

noether faktoridlis gytirii. A G csoport nem lesz vad a K gyiiri felett akkor és csakis akkor, ha a
K féidedlok tartomdnya és |G| = 2.



3. p-csoport vadsaga lokalis gytiri felett

Legyen [ egy idedlja a K gyf(iriinek. Jelolje m([) az I idedl generdtorrendszerének elemszamat.
Jeloljik K*-gal a K gylrd multiplikativ csoportjat.

3.1. tétel. Legyen G egy véges 2-csoport, melynek rendje |G| > 1, K egy lokdlis faktoridlis gytird,
melynek karakterisztikdja nulla, és rezidum testének (K/RadK) karakterisztikdja 2. Ha 2 a K
giirii prim eleme és a K = K /2K faktorgyirii tartalmaz olyan I idedlt, hogy m(I) véges és
m(I) > 1, akkor a G csoport vad lesz a K gyiiri felett.

Bizonyitds. Mivel a G véges 2-csoport, melynek rendje |G| > 1, akkor 1étezik olyan H normalis
részcsoportja, melyre a G/ H faktorcsoport masodrendi ciklikus csoport lesz.

Legyen I' métrix K-reprezentdcidja a G/ H faktorcsoportnak. Megszerkesztjiik I' és G csoport
egy a I gy(rd feletti matrix reprezenticidjat a kovetkez6képpen:

9 —T(9) =T(9H),VYg € G.

Nyilvanvald, hogy az ilyen megfeleltetés leképezés lesz, mivel ha fixaljuk a G csoport g elemét,
akkor annak egyértelmiien megfelel a g/ mellékosztély.

Ezutdn megmutatjuk, hogy a I' az egy K gylri feletti métrix reprezentacio lesz. Ehhez be kell
bizonyitani, hogy a I' homomorfizmus.

Legyenek adottak ¢;, go € G tetszbleges elemei a G csoportnak. Vizsgaljuk a kovetkezd kifeje-
zést:

['(9192) = I'(g192H) = I'(g1 Hgo H)

Mivel I az egy K gyfir(i feletti matrix reprezentacio, vagyis I homomorfizmus, akkor kapjuk

T(g1HgoH) = T(g H)T(92H) = T(91)T(g2)
Az utolsé kett6 egyenléség azt bizonyitja, hogy I' egy K gytrd feletti métrix reprezenticidja a G
csoportnak.
Tehét, a tételt elegendd bizonyitani masodrendd ciklikus csoportokra. Legyen tovdbbd a G =< ¢ >
egy masodrendi ciklikus csoport.

Mivel a K = K/2K faktorgy(ir(i tartalmaz olyan [ idedlt, hogy m(I) véges és m(I) > 1,
akkor 1éteznek @,b € K kiilonbozd prim elemek (nem asszocidlt elemek), melyekre @ # 0b(0 €

(K/2K)*). Legyen
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Vizsgéljuk a kovetkezd leképezést:

I'(A,B):c— —E S(4,B) =T.(A,B),
0 E
ahol
abE a*A 0
S(A,B) = [ *E abE d*B |,
0 UE abE

A, B tetszbleges n-es matrixok a K gyfrd felett, £ pedig egy n-es egységmatrix.

Nyilvanval6, hogy
I2(A, B) = (f; g)

Tehdt I'(A, B) K gyiir(i feletti matrix reprezentdcidja a G csoportnak.
Legyenek I'(A, B) és I'(A’, B') K gyfirt feletti matrix reprezentaciok ekvivalensek. Akkor 1étezik
C € GL(6n, K) matrix, amelyre teljesil:

T.(A, B)C = CT.(A, B), 3)

ahol C' = ||Cy;]|, C;; n-es matrixok a K gyfirt felett (1 < 4,5 <6).
Atirjuk az (3) kifejezést a kovetkezd alakban:

(1) & 9 (& 27)

ahol
Cii Ci2 Cis Ciy Ci5 Cig Cu Ci Cug
Ci=|Cyn Ch Cyu|,Ci=|Cu Cyp Cyx|,Ci=|Cs Cs; Cse
Cs1 Oz Csg Csy Cz5 Csg Ces Cos5 Cog

Innen azt kapjuk, hogy

—-EC, —ECy+ S(A,B)Cy\ _ (Ci(—E) C1S(A',B")+ CyE
0 EC, a 0 CuE '

Az utols6 matrix egyenldségben az elsd sor masodik oszlopdban taldlhaté elemek egyenldk, vagyis:
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—ECy+ S(A,B)Cy = C1S(A', B') + CyE.
Innen kapjuk
S(A, B)C4 - 015’(14/, BI> —|— 202

Az utolsé métrix egyenldséget szétirva:

abFE CL2A 0 C44 045 C46 Cll Clg Clg abFE CLQA/ 0
sz abF CL2B C54 055 056 = 021 022 ng b2E abF CLQB/ + 202
0 b2E abF 064 065 066 031 032 033 0 b2E abFE

Ebbs! kapjuk, hogy

abClyy + CLQAC54 abClys + (Z2AC55 abClye + CL2AC56
b2C44 + CLbC54 + (123064 b2C45 + CLbC55 + (IQBCG5 b2046 + abC’56 + CLQBC% =
b?Cs4 + abCly b?Ciss + abCes b2Csg + abClg

CLbCU + 62012 CL2CHA/ + ame + b2013 a20128’ + CLbClg
= (leQl + 1)2022 CL2021A/ + CLbCQQ + b2023 aQCQQB/ + CLngg + 202
(le31 + 62032 CLQCglA/ + ab032 + b2033 a203QB/ + angg

Az Gjonnan keletkezett métrix egyenloségben a megfeleld helyen 1évo elemek egyenldk.
Igy egyenlSk a harmadik sor els§ oszlopaban taldlhaté elemek, tehat

b2054 + CLbC64 = CLbC31 + b2032 + 2034,

innen . B ~ .
b 054 + 5bC64 - 56031 + b 032. (4)

Egyenl6ek a médsodik sor elsd oszlopdban taldlhat6 elemek, tehat

62044 + CLbC54 + a2BC'64 == abC’21 + b2022 + 2024,

innen

b’ Cys + abCsy + a>BCyy = abCay + b Cay. )
Egyenl6ek az elso sor elsd oszlopdban taldlhaté elemek, tehat

abCuy + a*AC54 = abCiy + b*Cia + 2C14,

innen

bC + @2ACs, = abChy + b Cyo. (6)

Egyenl6ek a harmadik sor mdsodik oszlopaban taldlhat6 elemek, tehdt
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b*Css + abCys = a*Cyy A’ 4 abCsy + b*Cs3 4 2Css,

innen L ~ B .
b Css + abCys = @>Cp A’ +abCss + b Css.

Egyenl6ek a masodik sor médsodik oszlopaban taldlhat6 elemek, tehét

62045 + CLbC55 + CL2B065 == a2C’21A' + (lbOQQ + b2023 + 2025,

innen

B’ Cys + abClss + @ BCgs = @2Coy A + @hChy + b Cls.

Egyenl6ek az elsd sor masodik oszlopdban taldlhato elemek, tehat
abC'45 + CL2A055 = (1201114, + CLbC12 + b2C13 + 2015,

innen B B .
EbC45 -+ 62AC55 = 6201114/ + EbC’lg + b 013.

Egyenl6ek a harmadik sor harmadik oszlopaban taldlhat6 elemek, tehat
62056 + ab066 = a203QB/ + abC;gg + 20367

innen . ~ ~
b 056 + abC(,ﬁ = 520323/ + 56033.

Egyenl6ek a médsodik sor harmadik oszlopdban taldlhat6 elemek, tehét
62046 + asze + a2B066 = QQCZQB/ + ab023 + 20267

innen _2 B )
b Cys + abCsg + EQBCGG = EQCQQB/ + abClys.

EgyenlGek az els6 sor harmadik oszlopdban taldlhato elemek, tehat
abClyg + CL2A056 = GZClgB/ + abCl3 + 2C1,

innen ~ ~
abCys + a2 ACss = @2C1a B’ + abChs.

Az (5)-bdl azt kapjuk, hogy
CLb(CQl - 054) + b2(022 - 044) = CL23064 + 2024,
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innen

@b(Cy — Csy) + b (Coy — Cya) = @2BCly. (13)
A (6)-bdl azt kapjuk, hogy
CL2AC54 = CLb(CH — C44) + bQClg + 2C14,

innen

@2ACs; = ab(Cyy — Cua) + b Cho. (14)

Mivel a (13)-as kifejezésben a bal oldal elsé tagja és a jobb oldal oszthat6 a-val, ezért a kdvetkezd
kongruenciat kapjuk:

CQQ = 044(m0dRadK). (15)

Mivel a (8)-as kifejezésben a bal oldal masodik és harmadik tagja, valamint a jobb oldal elsd és
masodik tagja oszthat6 a-val, ezért

Cys = Coz(modRadK),
tehat
b Cus = b Cas,
innen €s a (8)-as egyenldségbdl kapjuk:
Cys = Cs5(modRadK). (16)
Mivel a (14)-es kifejezés bal oldala és a jobb oldal els6 tagja oszthat6 a-val, ezért kapjuk:
Cis = 0(modRadK). (17)
Mivel a (9)-es kifejezés bal oldala és a jobb oldaldnak elsd kettd tagja oszthatd a-val, ezért kapjuk:
Ci3 = 0(modRadK). (18)
A (14)-es egyenl6ségbdl azt kapjuk, hogy
b'Chy =0,
Ebbdl €s ismét a (12)-es egyenldségbdl kapjuk a kovetkezd kongruenciat:
C11 = Cyy(modRadK). (19)

A (9)-es egyenldségbdl kapjuk, hogy
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b’ Cis = 0.
Ebbdl és ismét a (9)-es egyenldségbdl kapjuk a kovetkezd kongruencidt:
Cn A" = ACs5(modRadK). (20)

Mivel a (7)-es kifejezés bal oldaldnak mdsodik tagja és a jobb oldaldnak elsé két tagja osztédik
a-val, ezért kapjuk a kovetkezd kongruenciat:

C33 = Cs5(modRadK). 21
Mivel a (10)-es kifejezés bal oldaldnak mdsodik tagja és annak jobb oldala osztodik a-val, akkor
Cs6 = 0(modRadK),
tehat
b’ Cse = 0.
Ebbdl és a (10)-es egyenldségbdl azt kapjuk, hogy
C33 = Cgs(modRadK). (22)

Mivel a (11)-es kifejezés bal oldaldnak els kettS tagja, valamint jobb oldaldnak utolsé tagja 0szt6-
dik b-vel, a kovetkezd kongruenciat kapjuk:

CooB" = BCgs(modRadK). (23)
Tehét a (15) - (23)-as kongruencidkbdl az kovetkezik, hogy
Oy = Cyy = C11 = Cy3 = Cs5 = Cgg(modRadK), (24)
C12 = C13 = 0(modRadK),

Cp A" = ACy (modRadK), (25)
OnB' = BOy (modRadk). (26)

A (11 métrix invertalhat6, mert az ellenkezd esetben, szamitdsba véve a (24)-es kongruencidt, a
C' matrix nem lenne invertalhatd, ami ellentétbe iitk6zik annak kivalasztasaval. A (25)-0s és (26)-o0s
kongruencidk bizonyitjdk a tételt.
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Osszefoglalas

A csoportok vadsdgara mar szamos eredmény sziiletett, melyeknek koszonhet6en szinte telje-
sen megoldottnak tekinthet6 e kérdés testek felett. A csoportok vadsdgat eleinte olyan testek felett
vizsgaltak, melyek karakterisztikdja nem osztja a csoport rendjét (nem moduldris eset), ezt kovetden
olyan testek felett, melyek karakterisztikdja osztja a csoport rendjét (moduldris eset), majd a (2,2) ti-
pust, valamint a (p,p) tipusu csoport a (p>2) esetben voltak megvizsgalva vadsdgukra. Ezt kvetSen
a(2,2,2) és a (2,4) tipusu csoportokat vizsgaltdk meg. Legvégiil V. M. Bondarenko és Yu. A. Drozd
bebizonyitottdk a szelidség kritériumat tetszdleges fixalt karakterisztikdju test felett.

A véges csoportok métrix reprezentdcidinak kutatdsa kommutativ gyfrtik felett sokkal dsszetet-
tebb és bonyolultabb. Ilyen csoportok reprezenticioit az 1930-as években kezdték tanulmanyozni
(H. Zassenhaus, F. E. Diederichsen, R. Brauer és sokan mésok). Az eddigi eredmények alapjan még
nem minden esetben tisztdzott a csoportok vadsagdnak kérdése.

A reprezenticidk részletes vizsgdlata megmutatta, hogy a véges csoportok reprezentdcidinak

tanulmdnyozasakor az egyik legfontosabb eset kommutativ gytrtk felett a lokdlis gy@rik és a
p-csoportok esete.

A munkdm soran a véges csoportok vadsdgat tanulmanyoztam, melynek eredménye egy 2-csoport
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vadsdgdnak tisztdzdsa valamely feltételekkel bird lokdlis gytird felett.
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Pe3iome

3agaga TUKOCTI CKIHYEHHUX TPYIN HaJX MOMSIMH € IIJIKOM po3B’szana. llpo me
OTpUMaHO OaraTo IiKaBUX pe3ynbpTariB. Crepiry 3agady IUKOCTI TpyIN JOCHTIKEHO HaJ
M0JIEM, XapaKTepUCTUKA SKOTO HE JUTUTH MOpsAoK rpynu. Llei Bumagok npuitHITO Ha3MBaTH
HemonynsaspHUM. [lizHime Oyno AOCTIKEHO BUMANOK, KOMU XapaKTePUCTHKA IOJIS MiTUThH
HOPSIOK TPYyNH — MOAYJIsIpHUM Bunanok. IToTiM Ha TUKICTH OynM AOCHIIKEHI IPyNU THUITY
(2,2) i (p,p) y Bumanky p>2. Yepe3 neskuil yac Ha TUKICTh OyJIM JOCIIIKEHI TPyHH THITY
(2,2,2) i (2,4). Hacamkinenpr B.M. bonmapenko i FO.C. JIpo3n BuBenu KpuTEpiid, KOIH
CKIHYCHHA IpyTia HaJl JOBUILHUM TIOJIEM CTaI0i XapaKTePUCTUKH Oy1e PyUHOIO.

BuBueHHs MaTpUYHHMX 300pakeHb JJIA  TPyI, IO € CKIHYCHHUMH Yy BHITaJKy
300paxeHb HaJ KUIBLISIMH, IO € KOMYTaTUBHUMHU BCTaHOBUJIO, III0 BOHO € CKJIATHIIIMM 32
BUMAJO0K NOMiB. JloCTiIKeHHS TakuX 300pakeHb PO3MOYaANOCh 1€ Ha KiHII TPUILSATHX POKiB
JBAIATOTO CTOMITTA. [ITuTaHHS JUKOCTI CKIHUYEHHUX TPYI HAJ ACSIKUMU KUTBISIMH MTOTPeOye
MOJAJIBIIOTO JTOCIIIKEHHS.

Bcebiuni BuBUeHHS 300paykeHb MPUBEIH JI0 BUCHOBKY, 110 B)KJIMBUM BHITQJKOM TIPU
JIOCJTIDKEHH] 300paykeHb TPYN HaJl KUIBISIMU € BUIAJOK JIOKAIBHOTO KUTBIIS 1 p-TPYIIH.

B mummmomuil po6OTI AOCTIKYBaIach AUKICTh TPYIH HaJ ACSIKMMH KOMYTaTHBHUMU
KUIBISIMH, & TAKOXK JTIOBEJICHO TUKICTh CKIHUEHHO1 2-TPYIH HAJl KUIBIIEM, IO € JJOKATHHUM.
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