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Bevezetés

Ezt a diplomamunka témat azért valasztottam hogy mélyebb ralatast tudjak bizto-
sitani a masodrendii feliiletek és mikéntjiik 1ényegébe.Ebben a diplomamunkaban at-
nézzik a masodrendi felilletek alkotdsdnak modszerét.Es ezen kiviil tipusaikat vagyis
kiillonbozo fajtaik sajatossagait és kiilonbségeiket. Valamint példafeladatokkal de-

monstraljuk a sajatossagaik kiillonb6z6é nyuanszait.



1. fejezet

Definiciok

A masodrendi feliiletek olyan feliiletek, amelyeknek a térbeli derékszogii koordindta-
rendszerben szereplé pontok kielégitik a masodrendii egyenletet.

ar® +by? +c22 +day +exz+ fyz+gr+hy+kz+1=0

Ezeknek a feliileteknek olyan tulajdonsaguk van, hogy tetszéleges sik metszése ko-
vetkeztében valamilyen kupszeletet fogunk kapni. A masodrendi felilletek azok a
felilletek, amelyek lapos keresztmetszete masodrendii gorbék. Vegytik figyelembe a

masodrendi feliiletek kiilonb6z6 tipusait.

2. fejezet

Gomb

1. Definicid. A térben egy fix ponttol eqyenld tdvolsdigra lévé pontok helyét gombnek
nevezziik. Ezt a fix pontot a gomb kozéppontjiinak nevezziik. A gomb kézéppontjdt a

gombon lévo ponttal dsszekoto szakaszt a gomb sugardinak nevezziik.



2.1. 4bra. Gomb

Vallasszunk egy tetszoleges O(a, b, ¢) pontot és egy R sugarat. Barmelyik M (z,y, 2)

igaz az, hogy akkor és csakis akkor lessz a gomb feliileti pontja ha

OM|=R (2.1)

Ha atirjuk koordinéata alakba a (2.1) egyenletiinket akkor:
J@—a2+@y—b2+(z-c?=R

Ezutani négyzetreemelés zarojelek felbontasa és csoportositdas utan kapjuk:

2+ +22 —2ar —2by —2cz +al + W2+ 2+ R2=0
Eggyenletiinket melyen latszik hogy a (2.1)-es egyenletiink egy mésodrendii feliiletet

ir le. Vagyis a gomb egy masodrendi feliilet.

1. Allitas. Az eggyenlet mely egy derékszogi(Descartes) koordindtarendszerben felir-
hato:
AR +y* +2) + B+ Cy+Dz+F =0 (2.2)

egyenlet formdjaban az eqy gomb felszinét irja le (ha egydltaldn leir valamilyen felszint

vagyis ha van megolddsa)

A (2.2) egyenlet felirhaté mint:

D B? C? D? F
=y 2 L (23)

C Dy,
24 4A% 442 442 A

B 2 2
(a:+ﬂ) +(y+ﬂ) +(z+

Ezutdn ha megjeloljik az R-t mint:

B*+(C?+D?* F
R_\/ L2 -1 (2.4)



Es ha ez az R pozitiv (valés) szdm létezik és nem nulla (R # 0),akkor a (2.2) és a (2.3)

B _C

D
S oA —ﬂ),pontban

egyenletek mindegyike egy gémbot ir le melynek kézéppontja a : O(
R sugarral. Ha megfigyeljik a (2.3) egyenletiinket ez a tetszoleges M(x,y, z) pont
ésa O(—2, —%, — ) pontok kézotti tdvolsdg négyzetével eggyenls. Ezen kiviil az
eset mikoris az R = 0 akkor a (2.3) valamint a (2.2) egyenleteink is egyetlen pontot

& D

—574> —31) pont az egyetlen valés

irnak le mivelis ebben az esetben csak az O(—%,

megoldas.

1. Példak. 1. Hatdarozd meg a felszin tipusdt
224yt + 22 4 —6y—22+5=0
csoportositva a tagokat kiemelhetink teljes négyzeteket evvel egyszeriisitve az
eqyenletiinket
(r =22+ =32+ (x+1)*=9
Ezzel megkaptuk a (2.3) egyenletinket vagyis ez eqy gomb O(2,3, —1) kézéppont-

al és R = 3 sugdrral.

2. Felirni a tetraéder koré irt gomb egyenletét ha tudjuk hogy a tetraéder egyok
csucsa egybeesik az origéval a mdsik hdrom pedig: A(2,0,0)B(0,5,0)C(0,0,3)
koordindtdakkal rendelkezik.

A keresett gomb egyenlete

(x—a)*+ (y—0b)*+ (2 — ¢)* = R?).

Annak készonhetden hogy a gomb dthalad a tetraéder csucspontjain sorba behe-
lyettesitjik cket az egyenletinkbe mivel mind megolddsai lesznek.Es kapunk /
egyenletet az ismeretlen a,b,c és R meghatdrozdsdra

a? + b+ = R?

(2—a)*+0*+ % = R?

a2+ (5—b)2 + ¢ = R?

a>+ 0+ (3—c)? = R?
Ezen egyenletrendszerek megolddsa utdn kapjuk:

_ _ 5 _ 3 2 _ 38
a—l,b—§,0—§,R =

3. Felirni a gomb egyenletét ha tudjuk hogy dthalad a (0,—3,1) ponton és metszi
az OXY sikot eqy korben melynek egyenlete:



Ebbil kifojolag e gombnek a kizéppontja a OZ tengely része vagyis a keresett
eggyenletiink ilyen alakot fog dlteni:

22 +y* + (2 — ¢)* = R%. (2.6)

Ezutdn megkeressiik az ismeretlen ¢ és R vdltozoinkat. Ehez a (2.6) egyenletiin-

ket vizsgdljuk a z = 0 esetiinkre vagyis meguizsgdljuk a gombiink keresztmetszetét
az OXY sikkal
22+ %+ = R,
z=0.
Osszerakva a rendszeriinket a (2.5) rendszerrel kaphatjuk az dszzefiiggést az R
ismeretlentink és c ismeretleniink kézott:
R*=c*+16
Ezek utan dtirhatjuk a (2.6) egyenletinket ilyen alakba:
2?4+ +(z—c)?=c2+16
Ez mar csak 1 vdltozot tartalmaz amelyet meglelhetiink annak koszonhetoen hogy
a gomb dthalad a (0,—3,1) ponton:
(=3)2+ (1 —¢)* =% + 16,
c = —3. vagyis megleltik a keresett gomb egyenletét:

4y + (2+3)* =25

3. fejezet

Hengeres feliilet

2. Definicié. Hengeres feliletek azok olyan feliletek, amelyeket eqy egyenes (alkotd)
mozgdsa képez, amely a térben valé mozgds sordn dllandd irdnyt tart fenn (példdul
parhuzamosan valamilyen (7(1, m,n) vektorral). Es minden alkalommal keresztez va-
lamilyen rogzitett v gorbét amit még vezérgorbének is hivnak. Nyilvanvalo, hogy a v

gorbe nem tartozhat a generdatorokkal parhuzamos sikhoz.
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3.1. dbra. Henger

Tekintsiink olyan hengeres feliileteket, amelyek vezetoi az egyik koordinatasikban

vannak, és a alkoték parhuzamosak az erre a sikra mercdleges koordinatatengellyel.

2. Allitas. Egy henger felilet egyenletének megszerzéséhez, melynek dtmutatdsdt a

kovetkezo egyenletek adjik

Fl(CE,y,Z):O, (31)

Fy(z,y,z) =0
és az eqyenes vonalu alkotok parhuzamosak valamelyik koordindatatengellyel, akkor
elegendd a (3.1)-b6l kizdrni azt a vdltozdt, amely annak a koordindtatengelynek felel

meg, amellynek pdrhuzamosak a henger feliilet eqyenes alkotoi.

Bizonyitsuk be, hogy egy olyan hengerfeliilet egyenletei, amelyek alkot6i parhu-
zamosak az OZ tengellyel, f(x,y) = 0 alaktak lesznek, azaz nem fognak tartalmazni
a z koordinatét.

Legyen a 7 vezetd az ilyen hengerfeliiletnek része az OXY siknak és a (rajzl) -en

szerepld egyenletekkel van megadva

flz,y)=0,2=0

Bebizonyitjuk, hogy ezen egyenletek kozil az elsot egy adott hengerfeliilethez tartozé
tetszéleges M (o, Yo, z0) pont kielégiti. Vegyiik a P(zg,yo,0) pontot az OXY sikon .
Nyilvanvald, hogy a P pont ugyanahhoz a alkotéhoz tartozik, mint az M pont. Ezért



M(Xo -Yo. ZD)

N
”

X

P(XD,yD,O)
3.2. dbra. Rajz 1

a P pont koordinatai kielégitik az f(x0,y0) = 0 alkoté egyenletét. Ez az azonossig
pedig azt jelenti, hogy az M pont koordinétéi kielégitik az f(x,y) = 0 egyenletet. Az
allitas bebizonyosodott.

Ezért barmely hengeres feliilet egyenlete, amelynek alkotoi parhuzamosak az OZ
tengellyel, a kovetkezo alakot oltik:

flz,y) =0

Hasonloképpen igazolhaté, hogy az OY vagy az OX tengellyel parhuzamos alkotokkal

rendelkez6 hengeres feliiletek egyenletei a kovetkezo alakuak.

f(SL’,Z)ZO,f(Z,y) =0

2. Példak. 1. Allitsd éssze eqy hengeres feliilet egyenletét, amelynek alkotoi pdr-

huzamosak a kévetkezo egyenessel:

a vezeto pedig eqy egyenes mely:

r+y—2—-—1=0

(3.3)
r—y+z2=0
Felirjuk az alkoto kanonikus egyenletét
T—Zo Y—Y ~Z— % (3.4)

1 1 1

(az hogy l = m =n =1 a (3.2)-es egyenletbol van véve). Megjeldljik ket

T—mo _ Y=Yo _ 2—20 _ ¢
1 1 1

Innen kapjuk hogy:

To = — 1,



Yo=y—t,
20 =2%2—1,
Ezeket az értékeket behelyettesitve a (3.3)-ban (mivel a(xo, yo, z0) pont az veze-
tohez tartozik) kapjuk:
r+y—z—1t=0
r—y+z—1t=0
és t kizarva azt taldaljuk
20 -2z =1
Ezért megkapjuk az adott vezeton az x = y = z egyenessel parhuzamosan dtme-

no sik egyenletét.

2. Allitsa éssze a henger egyenletét, ha alkotoi pdrhuzamosak az U(1,2,3) vektor-

ral, és az vezeto a kovetkezo képpen van megadva

A alkotok kanonikus egyenletei a kévetkezdképpen irjuk fel:

T—T0 _ Y=¥Yo _ z—z0
1 2 3

Megjeloljik az utolso egyenletet t vel és felirjuk

To=x—1
Yo=y—21
zo=2—3t

Ezeket behelyettesitjik a (3.4)es egyenletrendszerinkbe és kapjuk
(y —2t)* = 4z — )
z—3t=0

az utolso eqyenletbol megkeressiik a t-t:

t =

wn

Ha az elsé egyenletben t-t helyettesitink, megkapjuk a hengeres feliilet eqyenletét
(3y —22)* =12(3x — 2)

3.1. Masodrendii hengerek

A hengeres feliillet nevét altalaban annak a gorbének a nevétol fiiggden adjuk meg,

amelyen az egyenes vonalu alkoto feliiletekre meroleges sik metszi a hengeres felii-
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letet. Ha ezeknek a feliileteknek az XOY sikban elhelyezkedé méasodrendi gorbéit
veszik vezérvonalakra, és az OZ tengely iranyat e hengerek generatorainak irdanyara,

megkapjuk az ilyen hengeres feliiletek egyenletét.

1. Elliptikus henger
oo =1
A henger tengelye az OZ tengely lesz (2. rajz) Az elliptikus henger speciélis
esete egy korhenger, amelynek egyenlete a kovetkezo:

22 +y? = R?

(ha tengelye az OZ tengely) vagy a (x — a)? + (y — b)> = R%egyenlet. Ennek a

Z
Y
X
(a) rajz 2
z
) ]
{
1
X
(b) rajz 3
P
(c) rajz 4

hengernek a tengelye az OZ tengellyel parhuzamos egyenes

r=a,y==>b

2. Hiperbolikus henger

x2 y2

a? b2

A henger tengelye az OZ tengely lesz (3. rajz).

9



3. Parabolikus henger (4. rajz).
Mindezeket a felilleteket masodrendii hengereknek nevezziik, mert az x,y, z

koordinatakhoz képest masodfoki egyenletek irjak le dket.

3.2. Bomlé feliiletek

Ha egy F(x,y,z) masodfoki polinom két els6fokt polinom szorzata
F(z,y,2) = (Aix + Byy + C1z + Dy)(Asz + Bay + Coz + Ds),
akkor az F(z,y, z) = 0 feliilet []; és [T, sikparra hasad:
Aix+Biy+Ciz+ Dy =0,Ax + Boy + Coz+ Dy =0

4. fejezet

Kupos feliiletek

4.1. abra. Kup

3. Definicid. Tegyiik fel, hogy adott I fix pont és vy gorbe. A v egyenest keresztezd és

10



eqy I ponton dtmend egyenes folytonos mozgdsdval kialakitott feliletet kupos felilet-
nek, a I pontot és az 7y egyenest a kupos felilet csicsanak és vezetdjének nevezzik. A
kipos feliilet egyenletének dsszedllitasahoz olyan derékszogi koordindtarendszert vd-
lasztunk, hogy a kiupos feliilet vezetdjét ebben a koordindtarendszerben a kovetkezd

eqyenletrendszer hatdarozza meg:

Fi(z,y,2z) =0, Fy(x,y,2) =0 (4.1)

Legyen a I cstucsnak a, b, ¢ koordinatai. A I pontba irjuk fel a kdzéppontt egyenesek

kapcsolodasi egyenletét

= = (4.2)

ahol [,m,n a kotés vezetOvektoranak koordinatai. [,m,n egyszerre nem egyenld
nulldval, ezért behelyesthetiink n = 1-et. Vélassza ki a (4.2) vonalak kozil azo-
kat, amelyek metszik a gorbét (. Ahhoz, hogy a (4.2) egyenesek metsszék a v -at,
szitkséges és elegendd, hogy a (4.1), (4.2) egyenletrendszer kompatibilis legyen. A
(4.1), (4.2)egyenletekbdl meghatarozva z,y, z2-t, behelyettesitve a negyedikbe (4.2)
kapjuk

p(l,m) =0 (4.3)

A (4.3) relaci6 az I ponton dtmend Osszes egyenes koziil valaszt (azokat az egyene-
seket, amelyek metszik ~-t, azaz alkotjak a kupos feliiletiinket. FEgy kipos feliilet
egyenletének osszedllitasdhoz elegendd a (4.2) bél [ és m-t x,y, z-n keresztiil keresni,
és behelyettesiteni a (4.3)-ban.

A I pontban cstcsos kupos feliilet egyenlete homogén . —a, y—b, z—c vonatkozasaban.

Ez a tulajdonsag a kupos feliiletek egyenleteire jellemzo.

4. Definicié. Az F(x,y, z) figgvényt homogén figgvénynek nevezzik a K foki vdl-
tozok (x,y, z) vonatkozdsdban, ha teljesiti a kovetkezd feltételt:

F(tx,ty, tz) =t % F(x,y, 2)
Van egy ilyen tételtiink

1. Tétel. Bdarmely homogén egyenlet az x —a,y—b, z— c vdltozokra, ha valos feliiletet

ir le, eqy kupos felilet egyenlete, amelynek csicsa I(a,b,c) pontban van.

Ha egy kupos feliilet egyenlete masodrendii egyenlet, akkor az ilyen feliiletet ma-

sodrendfi kiipos feliiletnek nevezzitk, amelynek csticsa p(a, b, ¢). Irjunk egy altaldnos
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képet a méasodrendi kipos feliilet egyenletérol:
ap(r — a)® + ag(y — b)? + azz(z — ¢)* + 2a(x — a)(y — b) + 2a13(x — a)(z — ¢) +
2a93(y — b)(z —¢) =0

3. Példak. 1. Allitsa dssze a kip egyenletét az origd csicsdval és a kovetkezo

alkotoval:

(4.4)

Ebben a példdban az I pont koordinatdi(0,0,0), a v vezetd pedig egy ellipszis.
A kip (0,0,0) cstcsan dthalado alkotok kanonikus egyenletei igy fognak kinézni
(lasd (4.2)):

(4.5)

Kizarjuk az x,y, z -et ezekbol az egyenletekbol és Innen kapjuk:

_ 1 _m
l’—gc,y—gc

Ha behelyettesitjik x-et és y-t az elsd (4.4) egyenletben, a kovetkezdt kapjuk:

? 12 ? m2 __
2Fm i =1

Tekintettel arra, hogy % =

z m
z’n

=Y (ldsd (4.5) ), végiil megkapjuk az egyenletét
a kivant kupnak
% * “%; + g—z * Z—z =1
vagy
2

2 2
x Y A
atep—z=0

Az a = b esetén a kipos feliilet vezetdje eqy kor lesz, és eqy korkupot kapunk.

2. Allitsa éssze eqy kip egqyenletét, ha a csicsdnak koordindtdi adottak I (0; —a;0)
és a vezeto egyenlete

Y+ 22 =a?

(4.6)
yt+z=a
A (4.2) miatt a alkotok kanonikus egyenletei a kévetkezd alakiak:
T Yy+a z
i - 4.7
l m n (4.7)

Meghatdrozzuk az x, y, z értékeket az I, m, n -eken keresztil. Az utolsé (4.6)

eqyenletbol
z=a—y
Akkor % =L vagy y = aj
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A (4.7)-b61 azt taldljuk

__ Yyta _ l _ n
= ,x-2a*m+n,Z—2a*m+n

~I8

A kapott x,y, z kifejezéseket behelyettesitjik az elsé (4.6) egyenletbe.
4(1,2 12

(m+n

7 +a? gz;zgz + 4a? (m’fn)Q =a?

vagy atirva

P—mn+n?=0

Ebben az egyenletben I,m,n(a (4.7)-b6l) helyett a kifejezéseiket x,vy, z-be irjuk
at. Ennek eredményeként a kéovetkezo kupegyenletet kapjuk:

?’+22=(y+a)z

Az 5. rajz ezt a kipot mutatja.

N

4.2. abra. Kuap

5. fejezet

Forgastestek

5. Definicié. Tegyiik fel, hogy adott eqy h egyenes és eqy tetszdleges v gorbe. A
h ~ korili forgas dltal alkotott feliletet forgdsfeliiletnek nevezziik. A h egyenest a
forgasfelilet tengelyének, a v gorbét - a forgds alkoto feliletének nevezzik (6. rajz).

Vélasszunk egy derékszogli descartes koordinata-rendszert. Tegyiik fel, hogy eb-

13



!
M

/ (h)
Po(a.b,c)

5.1. dbra. Rajz.6

ben a koordindtarendszerben a ygorbét a kovetkez6 egyenletrendszer adja (mint két

feliilet metszéspontjaként):
Fi(2,y,z) = 0Fy(2,y,2) = 0 (5.1)

Adja meg a h tengelyt a kanonikus egyenlet mint

T—a _ y—b _ z=c

l m n

ahol U (I,m,n) a h tengely vezetGvektora, a, b, c a h tengelyhez tartozo tetszéleges Py
pont koordinatai. A + gbérbe minden pontja egy olyan kort ir le, amelynek kozép-
pontja a h tengelyen van, sikja pedig merdleges a h tengelyre.

A forgas feliilete a kovetkezéképpen is meghatarozhaté: a forgasfeliilet azon korok
geometriai helye, amelyek sikjai merdlegesek a forgastengelyre, a kozéppontok a ten-
gelyen helyezkednek el, ezek a korok mindegyike metszi a v egyenest.

Hatarozzuk hat meg a forgasfeliilet egyenletét! Ehhez felirjuk az 6sszes olyan kor
egyenletét, amelyek sikjai merolegesek a h egyenesre, és kozéppontja h-n van. Nyil-
vanvaléan az egyenleteik a kovetkezoképpen irhatok fel:

(x—a) 4+ (y—->0b)*+(z—c)*=R (52)

br+my+nz—q=20

Ezekbdl a korokbdl valasztjuk ki azokat, amelyek metszik v-t, vagyis azokat, amelyek
a forgasfeliiletet alkotjak. Ahhoz, hogy (5.4) metszi (5.1), sziikséges és elégséges, hogy
(5.2) és (5.1) kompatibilisek legyenek. Hadd

f(R,q) =0 (5.3)

legyen két rendszer kompatibilitdsanak feltétele. Nyilvanvaloan a kivant forgasi feliilet
egyenletének megszerzéséhez elegendé az (5.3)-ban R és ¢ helyett az értékeiket az

(5.2)-b6l helyettesiteni.

f(j:\/(x—a)Q—l—(y—b)?+(z—c)2,lx+my+nz) =0 (5.4)

14



Ez a forgasfeliilet egyenlete. Az U(I,m,n) tengely irdnyvektora egy Py(a,b,c) koor-

dinataja pont - a tengely valamely pontja.

4. Példak. 1. Allitsa dssze annak a feliletnek az egyenletét, amely az v — 1 =
y— 1 =2z egyenes OZ tengely kirili elforgatisa kovetkeztében keletkezik!
Az adott eqyenes nem metszi és nem lesz pdrhuzamos OZ-val, a Py pont koor-
dindtdi a kévetkezék: Py(0,0,0). A tengely iranyvektora [7(0, 0,1). Irjuk fel az
osszes olyan kor egyenletét, amelyek sikjai merdlegesek OZ-ra, és kiézéppontja

OZ-n van:

?+y?+ 2 =R
(5.5)

Z=dq
ahol R a gémb sugara. Ebbol a rendszerbol és az egyenes adott egyenletébol kap-
juk a (f(R,q) = 0)
z=q¢g,x=14+qy=q—1
1+q)?+(@—-1)?+¢ - R =0
Ezt tovabbd leegyszerisitve a kéovetkezot kapjuk:
32— R*+2=0
A feliileti eqgyenlet megtaldlasahoz az (5.5) rendszer kifejezéseit besziurjuk az utol-
sd egyenletbe. Es ez jon ki:
322 — a2 — 2 —22+2=0
vagy masképp
o 4 % —22=0

ez eqy eqyiireqi rotacios hiperboloid.

z—2 oz o . .
2. Az %37 = 4 = % egyenes az OX tengelye koriil forog. Keresse meg az dltala leirt
feliilet egyenletét!
A megadott egyenes a Py(2,0,0) pontban metszi az OXtengelyt. FEbbSl kovet-
kezik, hogy a kivant feliilet eqy kup, amelynek ezen a ponton van eqy csicsa.

Keressiik meg a kup egyenletét! Az OX tengely irdanyitott vektora az [7(1, 0,0).

Az (5.2) alapjan egyenlete a kivetkezd formdaban jelenik meg:

(=22 +y* +2° = R?
r=4q

Ebbol a rendszerbél és az adott eqyenes egqyenletébil kapjuk

q—2
3

NS
e
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mnen:

Y= @, z=2q—4

Helyettesitsiik be a kapott y, z értékeit az (5.6)rendszerbe:
(¢=2)*+5(a—2)?%+2(q—2)° =R

Eqgyszerisitve kapjuk:

49¢ — 196q + 196 = 9R?

A q és R értékét behelyettesitve (5.6)-al a kupegyenlethez jutunk:

40(z —2)2+9y* - 922 =0

A forgasi feliiletnek a forgastengelyen athaladé sik keresztmetszetét meridiannak
nevezzik. Azokat az egyeneseket, amelyeket akkor kapunk, amikor a forgasfeliilet
a forgastengelyre meréleges sikokkal metszi, parhuzamosnak nevezziik. (Ezek korok

lesznek.)

5.1. Feliiletek melyek a v alkoté forgatasaval kép-
ziink, mikozben egy sikban helyezkedik a h for-
gatasi tengelyel

Vélasszunk egy derékszogli koordinata-rendszert ugy, hogy a forgasfeliilet tengelye
egybeessen az OZ tengellyel. A v gorbe az OY Z félsikban van elhelyezve, ahol y > 0.

Ennek a gorbének az egyenlete a kévetkezdképpen irhato fel:

fly,2) =0
z=0

(5.7)

A 7. rajzon ez volt az LN gorbe. Az OZ tengely koriil forogva a gorbe LL'N'N
felilletet képez. Vegyiink az LN gorbén egy tetszéleges P(0, yo, 29) pontot, amely az
OZ tengely koriili forgatdaskor egy PP’ kort ir le, amely az OZ tengelyre mer6leges
z = zg sikban fekszik, és ennek a tengelynek a kézéppontja a pont K és sugar R = .

Ezen feltételek miatt egy ilyen kor egyenlete a kévetkezdképpen irhato fel:
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5.2. dbra. Rajz.7

Ezt egy tetszbleges, ezen a koron fekvé M (z,y, z) pont elégiti ki. A P pont koordi-
natai kielégitik az LN gorbe egyenletét

f(Yo,20) =0 (5.9)

Az (5.8), (5.9) egyenletekbél kizérva a P pont ¥, 2y koordinatait, a kévetkezo egyen-

f(W/x2+y%,2)=0 (5.10)

Mely a keresett forgasfeliilet egyenlete, mert ennek a felilletnek barmely tetszoleges

lethez jutunk

M pont koordinatéi kielégitik.

Megjegyzendd, hogy a gorbe (5.7) egyenlete és az altala alkotott forgasfeliilet (5.10)

egyenlete kozott nagyon egyszerii a kapcsolat: a z koordindtét (azaz a forgastengely

koordinétéja) valtozatlanul hagyjuk, és az y koordinatat (azaz az f(y, z) = 0 egyenlet

mésodik koordinatdjat) a kovetkezdre cseréljitk /22 + 32

Ez a szabaly altalanos karakterisztikakkal rendelkezik. Ugyanis, ha meg lenne adva
flz,y) =0

z=0
és meg kellene taldlni az OY tengely koriili elforgatdasaval alkotott feliilet egyenletét,

egy OXY sikban fekvé gorbe, annak egyenleteit

akkor ez az egyenlet igy nézne Kki:
F(VaZE 2, ) =0 (5.11)

A fentiek mindegyikének hasznos kovetkezménye az a tulajdonsag, amely azonnal
megkiilonbozteti barmely forgéasfeliilet feliileti egyenletét, amelynek tengelye az egyik
koordinatatengely: a harom koordinata koziil ketté csak ugy szerepel egy ilyen fe-
lilet egyenletében, mint négyzetiik Osszege; a forgastengely az a tengely, amelynek

koordintéja kiilon szerepel az egyenletben; példaul az y? + 22 = 4z egyenlet annak
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a forgasfeliiletnek az egyenlete, amelynek tengelye az OX.

6. fejezet

Masodrendii forgasfeliiletek

Hatérozzuk meg a masodrendii gorbék szimmetriatengelytik korili elforgatéasaval al-
kotott felilletek egyenleteit! A forgastengelyt OZ tengelynek vessziik, a gorbék a
OY Z sikban helyezkednek el. A feliileti egyenletet az (5.11) szerint taldljuk.

6.1. Ellipszoid forgasa

Rendezziik el az ellipszist az 8 rajzon lathatéo modon.

Ennek az ellipszisnek az egyenlete a OY Z sikban a kovetkezo lesz
2 2

z
y—+§=1 (6.1)

Ezt az ellipszist az OZ tengely kortl elforgatva egy feliiletet kapunk, amelynek egyen-

6.1. abra. Rajz.8

lete a kovetkezd:
22 py? 22
b2 2

Ezt a feliiletet forgasellipszoidnak nevezziik.

=1 (6.2)
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6.2. Hiperboloid forgasa

Vegyiink az OY Z sikban két konjugdlt hiperbolat, amelyek tengelye az OZ tengely:
2 2
f-f=1f-5--1

Az OZ tengely koriil elforgatva a kovetkezd két forgasfeliillethez jutunk:

b2 c?

22442 2 _ 1, xz;;y2 i; — 1
Ezek koziil az elsét egyiiregli rotaciés hiperboloidnak nevezik. Az OZ tengely koriil
ezeknek a hiperbolaknak a kozos aszimptotaparjat elforgatva egy forgaskiapot kapunk

(9. rajz). Mivel az aszimptotapar egyenlete lesz az egyenlet: v i—; =0

AV N

6.2. dbra. Rajz.9

ezért a forgaskup egyenlete a kovetkez6 formaban irhato fel

12+y2 22 o O

b2 c?

Ezt a kiapot mindkét hiperboloid aszimptotikus kiipjanak nevezik.

6.3. Paraboloid forgatasa

A OY Z sikban fekvé parabola egyenlete, melynek tengelye az OZ tengely, a kovetkezd
lesz az egyenlet

y? = 2qz

Ezt a parabolat az OZ tengely koriil elforgatva egy forgasi paraboloidot kapunk (10.
rajz), melynek egyenlete a kévetkezOképpen irhaté fel:

2?2+ y? = 2qz
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6.3. abra. Rajz.10

5. Példak.

1. Allitsa 6ssze a gorbe elforgatdsaval képzett feliilet egyenletét, z = 22,y = 0 a)
az OZ tengely koril; b) az OX tengely koril.
Hasznaljuk a fenti szabalyt. Ebben a példaban a gorbe altalanos egyenlete a
kovetkezoképpen van felirva:
flz,y) =0
=0
a). A gorbe az OZ tengely kortl forog. Ezért az egyenlet szabédlya miatt az
eredményiil kapott feliilet alakja a kovetkezo:
f(Wa?+y2,2) =0
vagyis

VT =

””2, y = 0 gorbe elforgatasaval

2. Allitsd ossze a feliileti egyenletet, amely a z = e~
képzett az OZ tengely kortl.

A gorbe altalanos egyenletét irjuk fel
flz,2)=0
y=20
Ekkor az adott forgasfeliilet kivant egyenlete igy fog kinézni:
AT 2) =0
vagyis

y_— e_( V $2+y2)2

egyszeriisités utan

e e_($2+y2)
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7. fejezet

A masodrendu feliiletek kanonikus

egyenletei

Az el6z6 részben altalunk vizsgalt masodrendi feliiletek, amelyek keresztmetsze-
tében a forgastengelyre merdleges sikok korok, olyan masodrendii feliiletek részleges

esetei, amelyek keresztmetszetében a megfelel6 sikok nem. korok, hanem ellipszisek.

1. Elipszoid:

? + 572 + - = 1. (7 1)
2. Egyiireges hiperboloid:

22 2 22
3. Kétiireges hiperboloid:

22y 22
4. Kup:

22 2 2
5. Eliptikus hiperboloid:

22y

Ezeknek a feliilleteknek az altaldnos megjelenését a 7,10, 11 rajz mutatja. Vegyiik
észre, hogy a gdbmb nem lesz a tizedik masodrendii feliilet, mert a kor az egy ellipszo-

id részesete.
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8. fejezet

Hiperbolikus paraboloid

Tegyiik fel, hogy van két ~; és v, parabolank, amelyek sikjai merdlegesek, ten-
gelyei pedig ellentétes iranyiak. Ha a v, gorbét igy mozgatjuk a térben, hogy a 7,
gorbe cstcsa egy rogzitett v, parabolan csuszik, és a vy sik parhuzamos marad a kiin-

dulési helyzetének sikjaval, akkor a leirandé feliiletet hiperbolikusnak paraboloidnak

nevezzuk.
22 y?
oz T TR

Valasszunk egy derékszogli descartes koordinatarendszert a kévetkezoképpen: az OZ
tengelyt gy helyezziik el, hogy egybeessen az ~; szimmetriatengellyével. Legyen az
OX tengely érintéje egy rogzitett parabolanak a csticsan. Legyen az igy kivalasztott
koordinatarendszerben az v, egyenlet alakja

22 = 2pz
(8.1)

y=20

Felirjuk az Osszes olyan parabola egyenletét, amelyek sikjai merélegesek az OX 7
sikra, a cstcsok az OX Z koordindtasikban vannak és a megnyulasuk ellentétes az

OZ pozitiv irannyal. Az ilyen paraboldk egyenletei a kovetkezOképpen irhatok fel:

(8.2)

Ha a h és d paramétereket egymastol fiiggetleniil valtoztatjuk, akkor a paraboldk
cstcsainak koordinatai P(d, 0, h) képpen fognak valtozni, mivel ezeknek a paraboldk

a csucsainak egy rogzitett parabolan kell fekiidnitik, ezért
d* = 2ph (8.3)
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Ez az egyenléség lehetévé teszi, hogy az Osszes parabolabdl (8.2) kivalasszuk azokat,

és csak azokat, amelyek a felszintinkon helyezkednek el. Ahhoz, hogy a hiperbolikus

paraboloid egyenletét megkapjuk, elegendé a (8.3)-ban d és h helyett a kifejezéseiket

x,y, z kifejezésekkel helyettesiteni a (8.2)-ben. Ezt kovetéen a kovetkezoket kapjuk:
2

2= 2p(%- + 2)

Ez az egyenlet a kovetkezdképpen irhato at:

2 _ o — 9

p q

Es ez lesz a hiperbolikus paraboloid egyenlete (11. rajz).

-y

8.1. dbra. Rajz.11

9. fejezet

A masodrendi feliileti egyenletek

kanonikus alakra hozasa

Bizonyithato, hogy az eléz6 pontokban emlitett masodrendii feliilettipusokon ki-
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vil nincs mas feliilettipus. A legaltalanosabb méasodrendi felileti egyenlet a kovet-

kezo:
an 2?4 agey® + aszz? + 2a192y + 201372 + 2a93yz + 2b1x + 2boy + 2bsz +c =0 (9.1)

Ha ez az egyenlet nem tartalmaz kifejezéseket a koordinatak szorzataval, azaz a ko-

vetkez6 alakja van
annx® + axny® + assz® + 21 + 2boy + 2b3z + ¢ =0 (9.2)

majd a z,y, z tagokat kiilon-kiilon kiegészitve teljess négyzetekké a (8.2) egyenletet
olyan alakra hozhatd, amelyben konnyen meghatarozhato a feliilet tipusa és ez a
felillet megépitheto.

6. Példak.

1. Hatarozza meg a feliiletek tipusat:
42% — 9y? — 922 — 162 + 18y — 182+ 34 =0
Ha kiegészitjiikk a x,y, z tagokat teljes négyzetekké az egyenletiink ily modon
fog médosulni
4z -2 =9y —1)2-9(z+1)*=-36
Ha ezt az egyenletet elosztjuk a szabad taggal, a kévetkezot kapjuk:

(y_41)2 + (221)2 — (m_92)2 = 1 Ez pedig egy egyiiregii forgashiperboloid egyenle-

te lesz, amelynek kozéppontja az O'(2,1,—1) pontban van, és a forgastengely

parhuzamos az OX tengellyel.

2. Hatarozza meg a feliiletek tipusat:
322 —5y? — 222 -30=10
Ezt az egyenletet a kovetkez6 alakra hozzuk
£igogoo
Van egy kétiiregli hiperboloidunk (triaxialis). Az OX tengely mentén irdnyitott
és értéke /10, az egyik keresztiranyt tengely értéke v/6 és az OY tengely mentén

halad, a masik /15 és az OZ tengely mentén van irdnyitva.

3. Hatarozza meg, melyik feliilet irja le az egyenletet!
1622 + 3y? + 1622 —48 = 0
Ezt az egyenletet a kovetkezo alakra hozhatjuk
2egre

Vagyis a feliiletiink egy forgaselipszoid
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a=c=+3,b=4
A forgatas tengelye az OY

. Hatarozza meg a feliiletek tipusat:

2% — 6x +4y* + 922+ 362 —99 =0

Kiegészitjik az x,y,z tagokat teljes négyzet alakura és kapjuk
(x—3)2 +4y* +9(z +2)* = 144

vagy masképp

@37 |y (4’
144 + 276 + 16 =1

Megvan az a = 12.0 = 6,c = 4 tengelyl triaxialis ellipszoid egyenlete; kozép-
pontja a (3,0, —2) pontban van, a tengelyek parhuzamosak a koordinatatenge-

lyekkel.

. Hatarozd meg a feliilet kinézetét
?+4r—y+2=0

Az x et tartalmazo tagok teljes négyzetre hozasa utan kapjuk
(z+2)P=y—2z+4 (9.3)

Ez egy parabolikus henger egyenlete. Gy6z6djiink meg errél.Forgassa el az OY
és OZ tengelyeket a sikjaiban az éramutato jardsaval megegyezo 45°-0s szogben
a OXtengelyhez képest. Jeloljik az Gj koordindtékat ¢ és z'-vel. Irjunk fel a
képleteket a tengelyek elforgatasara:

y = y'cos(—45°) — 2'sin(—45°) = yi};

z = y'sin(—45°) + 2'cos(—45°) = _y’\};’

Figyelembe véve a tengelyek forgatésat a (9.3) a kovetkezd alaku lessz
(z42)2 =2y +2V?2)

ami bizonyitja kiindulé allitdsunkat, miszerint a henger alkotéi parhuzamosak

/

az 1) OZ' tengellyel.

Tekintsiik a masodrendi feliiletet altalanos alakjara (9.1).

A feladat az, hogy ezt az egyenletet a legegyszertibb (kanonikus) alakra redukaljuk.

A térbeli koordinata-rendszer tobbféleképpen valaszthaté meg; minden ilyen koordi-

natarendszert az O pont - az origd és a linedrisan fiiggetlen vektorok rendezett tridja

hatarozza meg. A kiilonboz6 koordinatarendszerekben 1évé kiilonb6z6 koordinéta-

készletek ugyanahhoz a térbeli ponthoz illesztheték (ha megvaltoztatjuk a koordiné-
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tarendszert, a pont koordinatéi is megvaltoznak). Ha a kezdeti (régi) koordinatarend-
szert egy specialisan kivalasztott (14j) koordinatarendszerre cseréljiik, a (9.1) egyenlet
mas format 6lt. A (9.1) egyenletet az egyszerisités érdekében atalakitjuk.

Széval a feladatunk abban fekszik hogy leegyszeriisitsiik a (9.1) egyenletiinket egy
szerencsésen megvalasztott koordinatarendszer araért. Ehhez tudni kell, hogy a pont
4j és régi koordinatai hogyan kapcsolédnak egymadashoz, és hogyan valtozik a (9.1)

egyenlet a koordinatarendszer megvaltoztatasakor. Vegyiik észre, hogy a (9.1) egyen-

R

6. Definici6. A numerikus fiigguény mely
F(l’l,xg,wg) :Zaij:cixj,ij = 1,2,3 (94)

formdban van felirva ahol a;; olyan szamok, hogy a;; = aj;, mdsodfoki formdjanak

nevezziik a megfeleld numerikus figvénynek

Ezért a (9.1) egyenlet iddsebb tagjai valamilyen masodfokd format hataroznak

meg (példaul (4.4)).
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Osszegzés

Sajat véleményem szerint ezt a szakdolgozatom céljat teljesitettem vagyis sikeriilt
mélyebb betekintést biztositanom ebbe a varazslatos vilagha mely a masodrenii gor-
béknek a sajatossagairol mesél nekiink. A munka befejezett de lehetséggel lehetne
fojtatni vagy ujradefinidlni (felfrisiteni).A munka menetét élveztem a kellendd se-
gédanyagok kutatasa felkeresése izgalommal és kalandvagyal teli utazast biztositott

szamomra

27



Felhasznalt irodalom

Privalov I. I. Analitikus geometria / I. I. Privalov. - M. : Nauka, 1964.

Pogorelov A. B. Geometria / A. B. Pogorelov. - 7. : Nauka, 1984.

Matematikai feladatgy(ijtemény egyetemek szaméra, I. rész. / V. A. Bolgov, B. P.
Demidovich [és mésok] - M. : Nauka, 1981.

Manturov O. 7. Fels6fokt matematika szak. Ch. ? / Manturov O. V., Matvejev N.
M. - M. : Kozépiskola, 1986.

Kurosh A. G. Kurzus a magasabb algebrdabdl / A. G. Kurosh. - M. : Nauka, 1971.

28



Abrik jegyzéke

2.1.

3.1.
3.2.

4.1.
4.2.

5.1.
5.2.

6.1.
6.2.
6.3.

8.1.

Gomb . .. 3
Henger . . . . . . . . o 6
Rajz 1 . . . . . 7
Kap . . . 10
Kap . . . 13
Rajz.6 . . . . . . 14
Rajz.7 . . . . 17
Rajz.8 . . . . 18
Rajz.9 . . . . . 19
Rajz.10. . . . . . o 20
Rajz.11. . . . . o 23

29



Pe3ome

Ha moto aymKy, A oocsar metm Moei gucepTauii, To6To 3ymis rnmblie NPOHMKHYTU B Lei YapisHU
CBIT, AKUI po3noBigae Npo 0cobMBOCTI BTOPUHHUX KPUBMX. POBOTa 3aBepLUeHa, ane moxe byTu
NPOAOBXKNHOK Y OHOB/IEHOO abo Nnepeo3HayeHoo. MeHi cnogobascs npouec poboTH 3 NOLWYKY
HeobXxigHUX pecypcis, Wob 3a6e3ne4nT MeHi No40POXK, NOBHY XBU/IOBAaHHSA Ta NpUrog, ceita
NMOBEPXOHb A4PYroro NopaaKy
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