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❤❛t✁❛r♦③✁♦❞♥❛❦ ♠❡❣✳ ❆ ❦☎♦✈❡t❦❡③✆♦ ♣♦③✁✙❝✐✁♦ ❛❦❦♦r ❣②✆♦③t❡s✱ ❤❛ ❛❜❜✁♦❧ ❡❧✆♦r❡ ♠❡❣✲

❤❛t✁❛r♦③♦tt ✈❡r❡s✁❡❣✲♣♦③✁✙❝✐✁♦t ❧❡❤❡t ♠❡❣s③❡r❡③♥✐✱ ✁❡s ✈❡r❡s✁❡❣✱ ❤❛ ❡❜❜✆♦❧ ❜✁❛r♠❡❧② ❧✁❡♣✁❡s

❡❧✆♦r❡ ♠❡❣❤❛t✁❛r♦③♦tt ❣②✆♦③❡❧♠✐ ♣♦③✁✙❝✐✁♦❤♦③ ✈❡③❡t✳

• ❆ ❧✁❡♣✁❡s ✁❛t❛❞✁❛s❛✿ ❍❛ ❤❛s③♥✁❛❧❤❛t❥✉❦ ❛③ ❡❧❧❡♥s✁❡❣ str❛t✁❡❣✐✁❛❥✁❛t✱ ❛❦❦♦r ❛ ♠✐ ☎✉❣②❡✐♥❦

♥❡♠ r♦ss③❛❜❜❛❦✱ ♠✐♥t ❛③ ☎♦✈✁❡✳ P✁❡❧❞✁❛✉❧ ❛ ❣②✆♦③❡❧❡♠ ✭✈❛❣② ❞☎♦♥t❡t❧❡♥✮ ❛❦❦♦r ❜✐③✲

t♦s✁✙t♦tt✱ ❤❛ ☎♦♥❦✁❡♥t ❦❡r☎✉❧❤❡t ✈❛❧❛♠✐❧②❡♥ ♣♦③✁✙❝✐✁♦❜❛✱ ✈❛❣② ❦✁❡♥②s③❡r✁✙t❤❡t✐ ❛③ ❡❧❧❡♥❢❡✲

❧❡t✱ ❤♦❣② ❜❡❥✉ss♦♥ ❛❜❜❛✳

✼



✷✳ ❑♦♠❜✐♥❛t✁♦r✐❦✉s ❥✁❛t✁❡❦♦❦

✷✳✶✳ ◆②❡r✆♦ str❛t✁❡❣✐❛ ❧✁❡t❡③✁❡s❡

❆ ❥✁❛t✁❡❦❡❧♠✁❡❧❡t ❛ ❦♦♥✢✐❦t✉s♦s ❤❡❧②③❡t❡❦ r✁❡s③t✈❡✈✆♦✐♥❡❦ ✈✐s❡❧❦❡❞✁❡s✐ s③❛❜✁❛❧②❛✐♥❛❦ ♠❛t❡✲

♠❛t✐❦❛✐ ❡❧❡♠③✁❡s✁❡r❡ ✁❡s ✁❡rt✁❡❦❡❧✁❡s✁❡r❡ s③♦❧❣✁❛❧✁♦ ♠✁♦❞s③❡r❡❦ ☎♦ss③❡ss✁❡❣❡✳ ▼✐♥❞❡♥ ❦♦♥✢✐❦t✉s♦s

❤❡❧②③❡t ❦✁❡t ✈❛❣② t☎♦❜❜ r✁❡s③t✈❡✈✆♦ ✭❥✁❛t✁❡❦♦s✮ ❦☎♦❧❝s☎♦♥❤❛t✁❛s✁❛t ❥❡❧❡♥t✐ ❛♥♥❛❦ ✁❡r❞❡❦✁❡❜❡♥✱ ❤♦❣②

♠✐♥❞❡❣②✐❦☎✉❦ ❡❧✁❡r❥❡ ❝✁❡❧❥✁❛t✳❆ ❥✁❛t✁❡❦♦s♦❦ ❡❧❧❡♥t✁❡t❡s ✁❡r❞❡❦❡✐ ❦♦♥✢✐❦t✉s♦s ❤❡❧②③❡t❡t t❡r❡♠t❡✲

♥❡❦✳ ❆ ❥✁❛t✁❡❦♦s ❝✁❡❧ ❡❧✁❡r✁❡s✁❡♥❡❦ s③✐♥t❥❡✱ ❛③❛③ ❛ ❥✁❛t✁❡❦❜❛♥ ✈❛❧✁♦ r✁❡s③✈✁❡t❡❧✁❡♥❡❦ ✈✁❡❣❡r❡❞♠✁❡♥②❡

♠✐♥❞ ❛③ ❡❧✆♦r❡ ♥❡♠ ❧✁❛t❤❛t✁♦ ❤❡❧②③❡t❡❦t✆♦❧✱ ♠✐♥❞ ❛ ❥✁❛t✁❡❦ t☎♦❜❜✐ r✁❡s③t✈❡✈✆♦❥✁❡♥❡❦ ✈✐s❡❧❦❡❞✁❡s✁❡t✆♦❧

❢☎✉❣❣✳ ❆ ❥✁❛t✁❡❦ ♠✐♥❞❡♥ r✁❡s③t✈❡✈✆♦❥❡ t❡r♠✁❡s③❡t❡s❡♥ ❛③t ❛❦❛r❥❛✱ ❤♦❣② ❛ ❧❡❣♥❛❣②♦❜❜ ❤❛s③♥♦t

♠❛❣✁❛♥❛❦✳ ❚❡r♠✁❡s③❡t❡s❡♥ ❛ ❥✁❛t✁❡❦❜❛♥ r✁❡s③t✈❡✈✆♦❦ ♠✐♥❞❡❣②✐❦❡ ❛ ❧❡❣t☎♦❜❜ ❤❛s③♥♦t s③❡r❡t♥✁❡

❡❧✁❡r♥✐✳ ❬✶❪

▼❡❣❦☎♦✈❡t❡❧❥☎✉❦ ❛ ❦☎♦✈❡t❦❡③✆♦ t✉❧❛❥❞♦♥s✁❛❣♦❦❛t✿

• ❙③❡❦✈❡♥❝✐✁❛❧✐s ✁❡s ❦✁❡ts③❡♠✁❡❧②❡s ✱ t❡❤✁❛t ❛ ❥✁❛t✁❡❦♦s♦❦ ❢❡❧✈✁❛❧t✈❛ ❧✁❡♣♥❡❦✳

• ❆❞♦tt ❡❣② (V,E) ✐r✁❛♥②✁✙t♦tt ❣r✁❛❢✳ ▲❡❤❡ts✁❡❣❡s ♣♦③✁✙❝✐✁♦❦ ❤❛❧♠❛③❛✭✈❛❣② ✈✁❡❣t❡❧❡♥✮ ❛ V ✳

❆③ ❡❣② ♣♦♥t❜✁♦❧ ❦✐✐♥❞✉❧✁♦ ✁❡❧❡❦ ❛ ❧❡❤❡ts✁❡❣❡s ❧✁❡♣✁❡s❡❦♥❡❦ ❢❡❧❡❧♥❡❦ ♠❡❣✱ ✁❡s t❡❧❥❡s✁✙t❡♥✐❡

❦❡❧❧ ❛ ❛❧❧✁❛❜✐❛❦❛t✿

✕ ❆ ❥✁❛t✁❡❦ ✈✁❡❣❡s❢♦❦✁✉✿ ✈❛❣②✐s ♠✐♥❞❡♥ ✁❛❧❧✁❛s❜✁♦❧ ❝s❛❦ ✈✁❡❣❡s s♦❦ ♠✁❛s✐❦ ✁❛❧❧♦♠✁❛s❜❛

❧❡❤❡t ❧✁❡♣♥✐✱ t❡❤✁❛t ❛ ❣r✁❛❢✉♥❦❜❛♥ ♠✐♥❞❡♥ ♣♦♥t ❦✐❢♦❦❛ ✈✁❡❣❡s

✕ ❆ ❥✁❛t✁❡❦ ✈✁❡❣❡s✿ ✈✁❡❣❡s s♦❦ ❧✁❡♣✁❡s❡♥ ❜❡❧☎✉❧ t❡ts③✆♦❧❡❣❡s ✁❛❧❧✁❛s❜✁♦❧ ✈✁❡❣❡t ✁❡r ❛ ❥✁❛t✁❡❦✱

✈❛❣②✐s ❛❦✁❛r❤♦❣②❛♥ ✐s ❥✁❛ts③❛♥❛❦ ♥✐♥❝s ✈✁❡❣t❡❧❡♥ ❤♦ss③✁✉ ✐r✁❛♥②✁✙t♦tt s✁❡t❡ ❛ ❣r✁❛❢❜❛♥✳

• ◆❛❣②♦❜❜r✁❡s③t ❛❞♦tt ❡❣② p0 ❦❡③❞✆♦♣♦♥t✭❦❡③❞✆♦✁❛❧❧✁❛s✮ ✐s✱ ❛ ❥✁❛t✁❡❦ ♣❛r❛♠✁❡t❡r❡❦✁❡♥t✱ ❛♠✐

❡❧✆♦❢♦r❞✉❧❤❛t ❤♦❣② ❡❣② ❦♦♥❦r✁❡t ✁❛❧❧✁❛s✭♣✁❡❧❞✁❛✉❧ ♠✐♥t ❛ s❛❦❦♥✁❛❧✮ ✈❛❣② ❡❣② s③❛❜❛❞♦♥

✈✁❛❧❛s③t♦tt V ❬✶❪

• ❑✁❡t ❦✐♠❡♥❡t❡❧❡ ✈❛♥ ❛ ❥✁❛t✁❡❦♥❛❦✿ ✈❛❣② ♥②❡r ❛③ ❡❣②✐❦ ❥✁❛t✁❡❦♦s ✁❡s ✈❡s③✁✙t ❛ ♠✁❛s✐❦✱

✈❛❣② ❛ ❦✐♠❡♥❡♥❡t❡❧ ❞☎♦♥t❡t❧❡♥ ❧❡s③✳ ❆ ❥✁❛t✁❡❦ ✈✁❡❣✁❛❧❧❛♣♦t❛✐ ❛ ♥②❡❧✆♦❦✿ ❛③♦❦ ❛③ ❡❧❡♠❡✐

V ✲♥❡❦ ♠❡❧②❜✆♦❧ ♥❡♠ ✈❡③❡t ❦✐❢❡❧✁❡ ✁❡❧✳ ❊ ♥②❡❧✆♦❦r❡ ❛❞♦tt✱ ❤♦❣② ♠✐❧②❡♥ t✁✙♣✉s✁✉✿ N ✱

P ✱ ✈❛❣② ❡s❡t❧❡❣ D✳ ❍❛ ❛③ ✉t♦❧s✁♦ ❧✁❡♣✁❡ss❡❧ r❡♥❞❡❧❦❡③✆♦ ❥✁❛t✁❡❦♦s N ✲❜❡❧✐ ♥②❡❧✆♦❜❡ ❧✁❡♣✱

❛❦❦♦r ✆♦ ❛ ✈❡s③t❡s✱ ❤❛ P ✲❜❡❧✐❜❡ ❧✁❡♣ ❛❦❦♦r ♥②❡r✱ ✈✁❡❣☎✉❧ ❤❛ D✲❜❡❧✐❜❡ ❛❦❦♦r ❛ ❥✁❛t✁❡❦

✽



✈✁❡❣❡r❡❞♠✁❡♥②❡ ❞☎♦♥t❡t❧❡♥ ❧❡s③✳ ❆♠❡♥♥②✐❜❡♥ ♠✐♥❞❡♥ ♥②❡❧✆♦ P ✲t✁✙♣✉s✁✉✱ ❛❦❦♦r ✁❡❧❡s

♥♦r♠✁❛❧ ❥✁❛t✁❡❦r✁♦❧ ❜❡s③✁❡❧☎✉♥❦✱ ✁❡s ❤♦❣②❤❛ ♠✐♥❞❡❣②✐❦ N t✁✙♣✉s✁✉ ❜❡t❧✐ ❥✁❛t✁❡❦r✁♦❧ ✈❛♥ s③✁♦✳

❍❛ ❢❡❧✈❡s③☎✉♥❦ ❡❣② ✁✉❥ P t✁✙♣✉s✁✉ t ♥②❡❧✆♦t✱ ✁❡s ♠✐♥❞❡♥ ❡r❡❞❡t✐ ♥②❡❧✆♦❜✆♦❧ ❤✉③③✉♥❦ ❡❣②

✁❡❧t t✲❜❡✱ ❛❦❦♦r ✁❡s③r❡ ❧❡❤❡t ✈❡♥♥✐ ❤♦❣② ❛ ❜❡t❧✐ ❥✁❛t✁❡❦♦❦ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡③❤❡t✆♦❦ ♥♦r♠✁❛❧

❥✁❛t✁❡❦❦✁❡♥t✳ ❬✶❪

✶✳ ❉❡✜♥✁✙❝✐✁♦✳ ❙③❡♠✁❡❧②t❡❧❡♥♥❡❦ ♥❡✈❡③③☎✉❦ ❛③t ❛ ❥✁❛t✁❡❦♦t ♠❡❧②❜❡♥ s③❛❜❛❞♦♥ ✈✁❛❧❛s③t♦tt

❦❡③❞✆♦✁❛❧❧✁❛st ❡♥❣❡❞☎✉♥❦✳

P✁❡❧❞✁❛✉❧ ♣❛rt✐③✁❛♥ ❥✁❛t✁❡❦♦❦❜❛♥ ♠✐♥❞❦✁❡t ❥✁❛t✁❡❦♦s s③❡r❡♣❡ ❡❧t✁❡r✆♦✱ ✈❛❣②✐s ❛❞♦tt ❛ ♣♦③✁✙❝✐✁♦❦

❡❣② (V1, V2) ♣❛rt✁✙❝✐✁♦❥❛✱ ❛❤♦❧ ❛ Vi ❡❧❡♠❡ ❛③ i ❥✁❛t✁❡❦♦s ❤❡❧②③❡t✁❡♥❡❦ ❢❡❧❡❧ ♠❡❣✳ ❱❛❣②✲

✐s ❛ V1 ✁❛❧❧✁❛s❜✁♦❧ ❝s❛❦ V2✲❜❡ ❧❡❤❡t ❤❛❧❛❞♥✐✱✁❡s V2✲❜✆♦❧ ❛③♦♥❜❛♥ ❝s❛❦ V1✲❜❡✳ P✁❡❧❞❛❦✁❡♥t

❛ s❛❦❦ ✐s ❡❣② ♣❛rt✐③✁❛♥ ❥✁❛t✁❡❦✱ ♠✐✈❡❧ ✉❣②❡ ❡❣② t✁❛❜❧❛✁❛❧❧✁❛s❜✁♦❧ ♠✁❛s ❧✁❛❜❧❛✁❛❧❧✁❛s♦❦❜❛♥ ♠❡✲

❤❡t☎✉♥❦ ✁❛t✳✳ ❑☎♦③❡❧❡❜r✆♦❧ ✈✐③s❣✁❛❧✈❛ ❛ s❛❦❦♦t ❡❧s✆♦ ❦☎♦③❡❧✁✙t✁❡s❜❡♥ ♣♦③✁✙❝✐✁♦♥❛❦ ❛ t✁❛❜❧❛ ❡❣② ❧❡✲

❤❡ts✁❡❣❡s ✁❛❧❧✁❛s✁❛t t❡❦✐♥t❥☎✉❦✱ ❛③③❛❧ ❛ ♣❧✉s③ ✐♥❢♦r♠✁❛❝✐✁♦✈❛❧✱ ❤♦❣② ♠❡❧②✐❦ ❥✁❛t✁❡❦♦s ❦☎♦✈❡t❦❡③✐❦✳

✭❊❣②❡s ♣♦③✁✙❝✐✁♦❦❜✁♦❧ t❡❤✁❛t ❝s❛❦ ❛ s☎♦t✁❡t✱ ❛ t☎♦❜❜✐❜✆♦❧ ❝s❛❦ ❛ ✈✐❧✁❛❣♦s ❥✁❛t✁❡❦♦s s③✁❛♠✁❛r❛ ❛❞♦tt

❧✁❡♣✁❡s✐ ❧❡❤❡t✆♦s✁❡❣✳✮ ❊❜❜❡♥ ❛③ ❡s❡t❜❡♥ ❛ ❥✁❛t✁❡❦ ♥❡♠ ❧❡♥♥❡ ✈✁❡❣❡s✱ ♠✐✈❡❧ ✉❣②❛♥❛③ ❛③ ✁❛❧❧✁❛s

✈✁❡❣t❡❧❡♥ s♦❦s③♦r ♠❡❣✐s♠✁❡t❧✆♦❞❤❡t♥❡✳ ❆ s❛❦❦ ✈✁❡❣❡ss✁❡❣✁❡t ❦✁❡t s③❛❜✁❛❧② ❣❛r❛♥t✁❛❧❥❛✿ ❛ ❥✁❛t✁❡❦

❞☎♦♥t❡t❧❡♥♥❡❧ ✈✁❡❣③✆♦❞✐❦✱ ❤❛ ❤✁❛r♦♠s③♦r ✐s ❜❡❦☎♦✈❡t❦❡③✐❦ ✉❣②❛♥❛③ ❛ t✁❛❜❧❛✁❛❧❧✁❛s✱ ✈❛❣② ❤❛

☎♦t✈❡♥ ❧✁❡♣✁❡s s♦r✁❛♥ ♥❡♠ t☎♦rt✁❡♥✐❦ ☎✉t✁❡s ✈❛❣② ❣②❛❧♦❣❧✁❡♣✁❡s✳ ❊③❡♥ s③❛❜✁❛❧②♦❦❛t ✐s ✜❣②❡❧❡♠❜❡

✈✁❡✈❡✱ ❛ ♣♦③✁✙❝✐✁♦♥❛❦ ❛ t✁❛❜❧❛✁❛❧❧✁❛s♦♥ ✁❡s ❛ ❦☎♦✈❡t❦❡③✆♦ ❥✁❛t✁❡❦♦s ♠❡❣♥❡✈❡③✁❡s✁❡♥ ❦✁✙✈☎✉❧ t❛rt❛❧✲

♠❛③♥✐❛ ❦❡❧❧ ❛③t ❛③ ✐♥❢♦r♠✁❛❝✐✁♦t✱ ❤♦❣② ❛③ ❛❞♦tt ✁❛❧❧✁❛s ❤✁❛♥②s③♦r s③❡r❡♣❡❧t✱ ✁❡s ❤♦❣② ♠✐❦♦r

t☎♦rt✁❡♥t ❧❡❣✉t✁♦❜❜ ☎✉t✁❡s ✈❛❣② ❣②❛❧♦❣❧✁❡♣✁❡s ✭✁❡s ♠✁❡❣ ♣✁❛r t♦✈✁❛❜❜✐ ✐♥❢♦r♠✁❛❝✐✁♦t✱ ♣❧✳ t☎♦rt✁❡♥t✲❡

♠✁❛r s✁❛♥❝♦❧✁❛s✮✳ ❬✶❪

❙tr❛t✁❡❣✐❛ ❛❧❛tt ❡❣② V ✙ V ❢☎✉❣❣✈✁❡♥②t ✁❡rt☎✉♥❦✱ ❛♠❡❧② ♠✐♥❞❡♥ V ✲❜❡❧✐ ❤❡❧②③❡t❤❡③✱ ❛♠❡❧②✐❦

♥❡♠ ♥②❡❧✆♦✱ ❤♦③③✁❛r❡♥❞❡❧✐ ❛③ ❡❣②✐❦ ❦✐✲s③♦♠s③✁❡❞❥✁❛t✿ ✈❛❣②✐s t❡ts③✆♦❧❡❣❡s ✁❛❧❧✁❛s❤♦③ ❤♦③③✁❛r❡♥❞❡❧☎✉♥❦

❡❣②❡t ❛ ❧❡❤❡ts✁❡❣❡s ❧✁❡♣✁❡s❡❦ ❦☎♦③☎✉❧✳ ❊❣② ❥✁❛t✁❡❦♦s ❦☎♦✈❡t✐ ❛③ ❛❞♦tt str❛t✁❡❣✐✁❛t✱ ❤❛ ♠✐♥❞✐❣ ❛

str❛t✁❡❣✐❛ ✁❛❧t❛❧ ❦✐❥❡❧☎♦❧t ♣♦③✁✙❝✐✁♦❜❛ ❧✁❡♣✳ ◆②❡r✆♦ ❡❣② str❛t✁❡❣✐❛✱ ❤❛ ✆♦t ❦☎♦✈❡t✈❡ ♠✐♥❞✐❣ ♥②❡r♥✐

t✉❞✉♥❦✱ ❛❦✁❛r♠✐t ✐s ❧✁❡♣❥❡♥ ❦☎♦③❜❡♥ ❛ ♠✁❛s✐❦ ❥✁❛t✁❡❦♦s✳ ❆ ❦☎♦✈❡t❦❡③✆♦ t✁❡t❡❧ ❛ ❦♦♠❜✐♥❛t♦r✐❦✉s

❥✁❛t✁❡❦❡❧♠✁❡❧❡t ❛❧❛♣t✁❡t❡❧✁❡♥❡❦ t❡❦✐♥t❤❡t✆♦✳ ❆ ❜✐③♦♥②✁✙t✁❛s ♠✁♦❞s③❡r❡ ❛ ❜❡✈❡③❡t✆♦ ❣♦♥❞♦❧❛t♠❡✲

♥❡t ✁❛❧t❛❧✁❛♥♦s✁✙t✁❛s❛✱ ❛ ✈✐ss③❛❢❡❥t✁❡s ✭❛♥❣♦❧✉❧ ❜❛❝❦✇❛r❞ tr❛❝❦✐♥❣✮ ❬✶❪

✶✳ ❚✁❡t❡❧✳ ▼✐♥❞❡♥ ✁❡❧❡s ❦♦♠❜✐♥❛t♦r✐❦✉s ❥✁❛t✁❡❦❜❛♥ ♣♦♥t♦s❛♥ ❛③ ❡❣②✐❦ ❥✁❛t✁❡❦♦s♥❛❦ ✈❛♥ ♥②❡r✆♦

str❛t✁❡❣✐✁❛❥❛✳ ▼✐♥❞❡♥ ❦♦♠❜✐♥❛t♦r✐❦✉s ❥✁❛t✁❡❦❜❛♥ ✈❛❣② ❛③ ❡❣②✐❦ ❥✁❛t✁❡❦♦s♥❛❦ ✈❛♥ ♥②❡r✆♦

str❛t✁❡❣✐✁❛❥❛✱ ✈❛❣② ♠✐♥❞❦❡tt✆♦♥❡❦ ✈❛♥ ♥❡♠ ✈❡s③t✆♦ str❛t✁❡❣✐✁❛❥❛✳ ❬✶❪

✾



❇✐③♦♥②✁✙t✁❛s✿ ◆②✐❧✈✁❛♥✈❛❧✁♦❛♥ ♠✐♥❞❦✁❡tt ❥✁❛t✁❡❦♦s♥❛❦ ♥❡♠ ❧❡❤❡t ♥②❡r✆♦ str❛t✁❡❣✐✁❛❥❛✱

♠✐✈❡❧❤♦❣② ❡❦❦♦r ❤❛ ♠✐♥❞❡❣②✐❦✆♦❥☎✉❦ ♥②❡r✆♦ str❛t✁❡❣✐❛ s③❡r✐♥t ❥✁❛ts③❛♥❛❦✱ ❡❜❜✆♦❧ ❦✐❢♦❧②✁♦❧❛❣

♠✐♥❞❦❡tt❡♥ ♥②❡r♥❡❦✱ ❛♠✐ ❦✁❡♣t❡❧❡♥s✁❡❣✳ ❊③✁❡rt s③☎✉❦s✁❡❣☎✉♥❦ ❧❡s③ ❛ ❦☎♦✈❡t❦❡③✆♦ ❧❡♠♠✁❛r❛✿

✷✳ ▲❡♠♠❛✳ ❱✁❡❣❡s ✁❡s ✈✁❡❣❡s❢♦❦✁✉ ❥✁❛t✁❡❦❜❛♥ ♠✐♥❞❡♥ p ♣♦③✁✙❝✐✁♦r❛ ❧✁❡t❡③✐❦ ❡❣② β(p) s③✁❛♠✱ ❤♦❣②

p✲❜✆♦❧ ✐♥❞✉❧✈❛ β(p) ❧✁❡♣✁❡s❡♥ ❜❡❧☎✉❧ ♠✐♥❞❡♥❦✁❡♣♣ ✈✁❡❣❡t ✁❡r ❛ ❥✁❛t✁❡❦✳ ❬✶❪

❇✐③♦♥②✁✙t✁❛s✿ ❆ ✈✁❡❣❡s❢♦❦✁♦s✁❛❣♦t ❤❛s③♥✁❛❧❥✉❦ ❦✐ ❛ ✈❡❣❡ss✁❡❣ ♠❡❧❧❡tt✳ ❋❡❧ t❡ss③☎✉❦ ✐♥❞✐✲

r❡❦t❡♥✱ ❤♦❣② p0 := p✲❜✆♦❧ ✐♥❞✉❧✈❛✱ ❤♦❣② ❛ t❡❤❡ts✁❡❣❡s ❥✁❛t✁❡❦♦❦ ❤♦ss③❛ ♥❡♠ ❦♦r❧✁❛t♦s✳ ❊❜❜✆♦❧

❦☎♦✈❡t❦❡③✆♦❡♥ ❛ i. ❥✁❛t✁❡❦♦s ❛ ✈✁❡❣❢♦❦✉s✁❛❣ ♠✐❛tt ❦✐③✁❛r✁♦❧❛❣ ✈✁❡❣❡s s♦❦ ❧✁❡♣✁❡s ❦☎♦③☎✉❧ ✈✁❛❧❛s③❤❛t✳

❚❡❤✁❛t ❡③❡❦ ❦☎♦③t ❦❡❧❧ ❧❡❣②❡♥ ❡❣② ♦❧②❛♥ p1✱ ❛❤♦♥♥❛♥ ♠✁❡❣ t❡ts③✆♦❧❡❣❡s ❤♦ss③✁✉ ❥✁❛t✁❡❦ ❧❡✲

❤❡ts✁❡❣❡s✱ ✁❡s ✉❣②❛♥❡③③❡❧ ❛③ ✁❡r✈❡❧✁❡ss❡❧ t❛❧✁❛❧✉♥❦ ❡❣② ✉❣②❛♥♦❧②❛♥ p2✲t✳ ❍❛ ✁✙❣② ❢♦❧②t❛t✈❛

❡❣② p1, p2, p3, ... ❡❧❧❡♥t♠♦♥❞✁❛st ❦❛♣✉♥❦ ❛ ✈✁❡❣❡ss✁❡❣❣❡❧✱ ♠✐✈❡❧ ✈✁❡❣t❡❧❡♥ ❥✁❛t✁❡❦♠❡♥❡t❡t ❦❛✲

♣✉♥❦✳ ❙✆♦t✱ ❛ ❦☎✉❧☎♦♥❢✁❡❧❡ pi✲❦ ❡❣②❜❡❡s❤❡t♥❡❦✱ ♣✁❡❧❞✁❛✉❧ ❧❡❤❡t✱ ❤♦❣② ❦☎♦r❜❡✲❦☎♦r❜❡ ♠❡❣②☎✉♥❦

❡❣② ❦☎♦r☎♦♥✳ ❱✁❛❧❛ss③✉♥❦ ❡❣② ❧❡❣❦✐s❡✈✈ ✁❡rt✁❡❦❡t✱ ❛♠❡❧② ❛ ❧❡♠♠❛ ❢❡❧t✁❡t❡❧❡✐t t❡❧❥❡s✁✙t✐✿ β(p)✳

❊③ t❡❤✁❛t ❛ p✲❜✆♦❧ ✐♥❞✉❧✈❛ ❥✁❛ts③❤❛t✁♦ ❧❡❣❤♦ss③❛❜❜ ❥✁❛t✁❡❦ ❤♦ss③❛✳ ▼✐♥❞❡♥ pq ∈ E ✁❡❧r❡

β(q) ≤ β(p)− 1. ❍❛ p ✈✁❡❣✁❛❧❧✁❛s✱ ❛③ ✁❡♣♣ ❛③t ❥❡❧❡♥t✐✱ ❤♦❣② ❛ ❦✐❢♦❦❛ ♥✉❧❧❛✱ ✈❛❣②✐s β(p)✳ ❬✶❪

✷✳ ❉❡✜♥✁✙❝✐✁♦✳ ❆ ✷✳ ❧❡♠♠✁❛❜❛♥ s③❡r❡♣❧✆♦ t✉❧❛❥❞♦♥s✁❛❣❣❛❧ r❡♥❞❡❧❦❡③✆♦ ❥✁❛t✁❡❦♦t ❦♦r❧✁❛t♦s ❧✁❡♣✁❡ss③✁❛♠✁✉♥❛❦

♥❡✈❡③③☎✉❦✳

▲✁❛ss✉❦ ❜❡ ❛ t✁❡t❡❧t ❡❧✆♦s③☎♦r ✁❡❧❡s ♥♦r♠✁❛❧ ❥✁❛t✁❡❦♦❦r❛✳ ❈✁❡❧✉♥❦ ❛③✱ ❤♦❣② V ✲t N ✁❡s P

❤❛❧♠❛③♦❦ ✉♥✐✁♦❥✁❛r❛ ❜♦♥ts✉❦ ✁✉❣②✱ ❤♦❣② ♣♦♥t♦s❛♥ ❛③ N ✲❜❡❧✐ ✁❛❧❧✁❛s♦❦❜✁♦❧ ♥②❡r❤❡ss❡♥ ♠✐♥✲

❞✐❣ ❛ s♦r♦♥ ❦☎♦✈❡t❦❡③✆♦ ❥✁❛t✁❡❦♦s✳ ❆ ❦✁✙✈✁❛♥t t✉❧❛❥❞♦♥s✁❛❣ ❡❤❤❡③ ❛③✱ ❤♦❣② N ✲❜❡❧✐ ♣♦③✁✙❝✐✁♦❜✁♦❧

♠❡♥❥❡♥ ✁❡❧ P ✲❜❡❧✐❜❡✱ P ✲❜❡❧✐❜✆♦❧ ✈✐s③♦♥t ❝s❛❦ N ✲❜❡❧✐❜❡ ❧❡❤❡ss❡♥ ❧✁❡♣♥✐✳ ❊❦❦♦r ❡❣② N ✲

❜❡❧✐ ♣♦③✁✙❝✐✁♦❜❛♥ ❛③ ❡❧s✆♦ ❥✁❛t✁❡❦♦s❛♥❦ ♥②❡r✆♦ str❛t✁❡❣✐✁❛❥❛ ❛③✱ ❤♦❣② N ✲❜❡❧✐❜✆♦❧ ♠✐♥❞✐❣ ✈❛❧❛✲

♠❡❧② P ✲❜❡❧✐❜❡ ❧✁❡♣☎✉♥❦✱ P ✲❜❡❧✐❜✆♦❧ ♣❡❞✐❣ ❜✁❛r❤♦✈❛❀ ✁❡s ❡❣② ✉❣②❛♥✐❧②❡♥ str❛t✁❡❣✐❛ ❡❣② N ✲❜❡❧✐

♣♦③✁✙❝✐✁♦❜✁♦❧ ✐♥❞✉❧✈❛ ❛ ♠✁❛s♦❞✐❦ ❥✁❛t✁❡❦♦s♥❛❦ ♥②❡r✆♦ str❛t✁❡❣✐❛✳ ❆ ❜❡♦s③t✁❛st β(p) s③❡r✐♥t✐

✐♥❞✉❦❝✐✁♦✈❛❧ ✈✁❡❣❡③③☎✉❦✳ ❆ ✈✁❡❣✁❛❧❧❛♣♦t♦❦❛t✱ ✈❛❣②✐s ❛♠✐❦r❡ β(p) = 0✱ ❤❡❧②❡③③☎✉❦ P ✲❜❡✳

❚❡❣②☎✉❦ ❢❡❧✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❡♥ ♦❧②❛♥ q✲t✱ ❛♠✐r❡ β(q) < β(p)✱ ♠✁❛r ❜❡s♦r♦❧t✉♥❦ P ✲❜❡ ✈❛❣②

N ✲❜❡❀ ♣✁❡❧❞✁❛✉❧ ♠✐♥❞❡♥ ♦❧②❛♥ q✲t ✐s✱ ♠❡❧②r❡ pq ∈ E✳ ❍❛ ❧✁❡t❡③✐❦ ❧❡❣❛❧✁❛❜❜ ❡❣② pq ∈ E

❧❡❤❡ts✁❡❣❡s ❧✁❡♣✁❡s✱ ❛♠❡❧②r❡ pq ∈ E✱ ❛❦❦♦r ❤❡❧②❡③③☎✉❦ p✲t N ✲❜❡✳ ❍❛ ♠✐♥❞❡♥ pq ∈ E ✁❡❧r❡

q ∈ N ✱ ❛❦❦♦r ❤❡❧②❡③③☎✉❦ p✲t P ✲❜❡✳ ❊③✁❛❧t❛❧ ❛ t❡❧❥❡s V ✲t ❦✁❡t ❤❛❧♠❛③r❛ ♦s③t♦tt✉❦✳ ❆

❜✐③♦♥②✁✙t✁❛st ❛ ✶✳ ✁❛❜r❛ s③❡♠❧✁❡❧t❡t✐ ❛ ✷ × ✸✲❛s ♠✁❡r❣❡③❡tt ❝s♦❦✐ ❥✁❛t✁❡❦r❛✳ ◆❡♠ ✁❡❧❡s ❥✁❛t✁❡❦♦❦

❡s❡t✁❡♥ ❛ ♣♦③✁✙❝✐✁♦❦❛t ❤✁❛r♦♠ ♦s③t✁❛❧②❜❛ ♦s③t❥✉❦✿ N ✱P ✁❡s D✳ D ❛③♦♥ ✁❛❧❧✁❛s♦❦❛t t❛rt❛❧♠❛③③❛✱

✶✵



❛❤♦♥♥❛♥ ✐♥❞✉❧✈❛ ♠✐♥❞❦❡tt❡♥ ❣❛r❛♥t✁❛❧♥✐ t✉❞❥✁❛❦ ❛ ❧❡❣❛❧✁❛❜❜ ❞☎♦♥t❡t❧❡♥ ❦✐♠❡♥❡t❡❧t ✭❞❡ ♥❡♠

t✉❞❥❛ ❣❛r❛♥t✁❛❧♥✐ ❛ ❣②✆♦③❡❧♠❡t✮✳ ■s♠✁❡t β(p) s③❡r✐♥t✐ ✐♥❞✉❦❝✐✁♦✈❛❧ ♦s③t❥✉❦ ❜❡ ❛ ♣♦③✁✙❝✐✁♦❦❛t✳

❆ ♥②❡❧✆♦❦ ♠✁❛r ❜❡ ✈❛♥♥❛❦ ♦s③t✈❛✳ ❆③ ✁❡❧❡s ❡s❡tt❡❧ ♠❡❣❡❣②❡③✆♦❡♥✱ ❤❛ ❧✁❡t❡③✐❦ ❧❡❣❛❧✁❛❜❜ ❡❣②

pq ∈ E ❧❡❤❡ts✁❡❣❡s ❧✁❡♣✁❡s✱ ❛♠❡❧②r❡ q ∈ P ✱ ❛❦❦♦r ❤❡❧②❡③③☎✉❦ p✲t N ✲❜❡✳ ❍❛ ♥✐♥❝s ✐❧②❡♥

q✱ ❞❡ ❧✁❡t❡③✐❦ ❧❡❣❛❧✁❛❜❜ ❡❣② ♦❧②❛♥✱ ❛♠❡❧②r❡ q ∈ D✱ ❛❦❦♦r ❤❡❧②❡③③☎✉❦ q✲t D✲❜❡✳ ❱✁❡❣☎✉❧ ❤❛

❡❣②✐❦ ❡s❡t s❡♠ t❡❧❥❡s☎✉❧✱ ✈❛❣②✐s ♠✐♥❞❡♥ pq ∈ E ✁❡❧r❡ q ∈ N ✱ ❛❦❦♦r ❤❡❧②❡③③☎✉❦ p✲t P ✲❜❡✳

❊③✁❛❧t❛❧D✲❜❡❧✐ ♣♦③✁✙❝✐✁♦❜✁♦❧ ✐♥❞✉❧✈❛ ♠✐♥❞❡♥❦✁❡♣♣D✲❜❡❧✐ ♣♦③✁✙❝✐✁♦❜❛ ✁❡r❞❡♠❡s ❧✁❡♣♥✐✱ ❦☎✉❧☎♦♥❜❡♥

✁❛t❛❞❥✉❦ ❛ ♠✁❛s✐❦ ❥✁❛t✁❡❦♦s♥❛❦ ❛ ♥②❡r✁❡s✐ ❧❡❤❡t✆♦s✁❡❣❡t✳ ✁❊❧❡s ❥✁❛t✁❡❦r❛ ❛ ❜✐③♦♥②✁✙t✁❛s❜❛♥ s③❡r❡♣❧✆♦

P ❤❛❧♠❛③t ❛ ❥✁❛t✁❡❦ ♠❛❣❥✁❛♥❛❦ ♥❡✈❡③③☎✉❦ ✭✈❛❣②✐s ❛③t ❛③ ❡❣②✁❡rt❡❧♠✆✉ P ⊆ V ❤❛❧♠❛③t✱ ❛♠✐r❡

P✲❜❡❧✐❜✆♦❧ ❝s❛❦ V P ✲❜❡❧✐❜❡ ❧❡❤❡t ❧✁❡♣♥✐✱ ❞❡ V P ✲❜❡❧✐❜✆♦❧ ❧❡❤❡t P ✲❜❡❧✐❜❡ ❧✁❡♣♥✐✮✳ ❊❣② ✁❛❧❧✁❛s

t✁✙♣✉s✁❛♥❛❦ ♥❡✈❡③③☎✉❦ P ✱ N ✁❡s D ❦☎♦③☎✉❧ ❛③t✱ ❛♠❡❧②✐❦❜❡♥ ❜❡♥♥❡ ✈❛♥✳ ❬✶❪

✶✳ ✁❛❜r❛✳ ■r✁❛♥②✁✙t♦tt ❣r✁❛❢

✶✶



✸✳ ❆ ◆❛s❤✲❡❣②❡♥s✉❧② ❢♦❣❛❧♠❛

❚❡❣②☎✉❦ ❢❡❧✱ ❤♦❣② ✈❛❧❛♠✐❧②❡♥ ♠❡❣❢♦♥t♦❧✁❛s✱ ❡❧♠✁❡❧❡t✱ ❡s❡t❧❡❣ ✐♥t✉✁✙❝✐✁♦ ✈❛❣② ❦♦♥✈❡♥❝✐✁♦ ❛❧❛♣❥✁❛♥

❛③t ❣♦♥❞♦❧❥✉❦✱ ❤♦❣② ❡❣② ❛❞♦tt s str❛t✁❡❣✐❛♣r♦✜❧t t❡❦✐♥t☎✉♥❦ ❡❣② G = S1, ..., Sn; f1, ..., fn

❥✁❛t✁❡❦ ♠❡❣♦❧❞✁❛s✁❛♥❛❦✳ ❊③t ❛ ♠❡❣♦❧❞✁❛st ❛❦❦♦r t❡❦✐♥t❤❡t❥☎✉❦ ✧st❛❜✐❧♥❛❦✧ ✈❛❣② ✧☎♦♥♠❡❣✈❛❧✁♦s✁✙t✁♦♥❛❦✧

✭s❡❧❢ ❡♥❢♦r❝✐♥❣✮✱ ❤❛ t❡ts③✆♦❧❡❣❡s❧❡❣❡s i ❥✁❛t✁❡❦♦s (i = 1, 2, ..., n) ♥❡♠ t✉❞❥❛ ❛ ❦✐✜③❡t✁❡s✁❡t

♥☎♦✈❡❧♥✐ ❛③③❛❧✱ ❤♦❣② ❛ s❛❥✁❛t si ❦♦♠♣♦♥❡♥s✁❡t s✲❜✆♦❧ ♠❡❣✈✁❛❧t♦③t❛t❥❛✱ ❢❡❧t✁❡✈❡✱ ❤♦❣② ❛ t☎♦❜❜✐❡❦

❛③ s−i ❝s♦♥❦❛ str❛t✁❡❣✐❛♣r♦✜❧t ❥✁❛tss③✁❛❦✳ ❆ ◆❛s❤✲❡❣②❡♥s✁✉❧② ♣♦♥t♦s❛♥ ❡③t ❛ ✧st❛❜✐❧✐t✁❛st✧

t❡st❡s✁✙t✐ ♠❡❣✳ ❬✾❪

✸✳ ❉❡✜♥✁✙❝✐✁♦✳ ▲❡❣②❡♥ G = S1, ..., Sn; f1, ..., fn ❡❣② n✲s③❡♠✁❡❧②❡s ♥❡♠ ❦♦♦♣❡r❛t✁✙✈ ❥✁❛t✁❡❦

♥♦r♠✁❛❧ ❢♦r♠✁❛❜❛♥✳ ❊❣② s∗ str❛t✁❡❣✐❛♣r♦✜❧t ◆❛s❤✲❡❣②❡♥s✁✉❧②♣♦♥t♥❛❦ (NEP ) ♥❡✈❡③☎✉♥❦✱

❤❛ ❛ ❦☎♦✈❡t❦❡③✆♦ ❡❣②❡♥❧✆♦t❧❡♥s✁❡❣ ❢❡♥♥✁❛❧❧✿ fi(s
∗

i, s
∗

−i) ≥ fi(si, s
∗

−i)✱ ♠✐♥❞❡♥ si ∈ Si ✁❡s

♠✐♥❞❡♥ i = 1 ❬✾❪

❆ ❞❡✜♥✁✙❝✐✁♦ t♦✈✁❛❜❜ ❡r✆♦s✁✙t❤❡t✆♦ ✭s③✆✉❦✁✙t✐ ❛③ ❡❣②❡♥s✁✉❧②♣♦♥t♦❦ ❤❛❧♠❛③✁❛t✮✱ ❤❛ ❛ ✭❣②❡♥❣✁❡♥✮

❞♦♠✐♥✁❛❧✁❛st ✐s ♠❡❣❦☎♦✈❡t❡❧❥☎✉❦✳

✹✳ ❉❡✜♥✁✙❝✐✁♦✳ ❆③ s∗ ∈ S str❛t✁❡❣✐❛♣r♦✜❧t ❞♦♠✐♥✁❛♥s ◆❛s❤✲❡❣②❡♥s✁✉❧②♥❛❦♣♦♥t♥❛❦ (DNEP )

♥❡✈❡③③☎✉❦✱ ❤❛ fi(s
∗

i, s
∗

−i) ≥ fi(si, s
∗

−i) ♠✐♥❞❡♥ si ∈ Si str❛t✁❡❣✐❛♣r♦✜❧ ✁❡s ♠✐♥❞❡♥ i =

1, ..., n ❡s❡t✁❡♥✳ ❬✾❪

P✁❡❧❞✁❛✉❧ ❛ ❢♦❣♦❧②❞✐❧❡♠♠❛ ❥✁❛t✁❡❦❜❛♥ ❛ (V, V ) str❛t✁❡❣✐❛♣✁❛r♦s ❡❣②DNEP ✳ ✁❆❧t❛❧✁❛❜❛♥

♥❡♠ ❡❧✁❡❣✱ ❤❛ ❛③t t❡ss③☎✉❦ ❢❡❧✱ ❤♦❣② ❛ ❥✁❛t✁❡❦♦s♦❦ ❝s❛❦ ◆❛s❤❡❣②❡♥s✁✉❧②❤♦③ t❛rt♦③✁♦ str❛t✁❡❣✐✁❛t

❥✁❛ts③❛♥❛❦✳ ▲❡❤❡ts✁❡❣❡s ✉❣②❛♥✐s✱ ❤♦❣② ❛ ❥✁❛t✁❡❦❜❛♥ t☎♦❜❜NEP ✐s ✈❛♥✱ ✐❧②❡♥❦♦r ❡❧❦✁❡♣③❡❧❤❡t✆♦✱

❤♦❣② ♠✐♥❞❡❣②✐❦ ❥✁❛t✁❡❦♦s ❡❣② ♦❧②❛♥ str❛t✁❡❣✐✁❛t ❥✁❛ts③✐❦✱ ❛♠❡❧② ❡❣② NEP r✁❡s③❡✱ ❞❡ ❛

✈✁❛❧❛s③t♦tt str❛t✁❡❣✐✁❛❦ ❡❣②☎✉tt❡s❡ ✭❛ ❦✐❛❧❛❦✉❧✁♦ str❛t✁❡❣✐❛♣r♦❧✮ ♥❡♠ ❛❧❦♦t NEP ✲❡t✳ ❬✾❪

✺✳ ❉❡✜♥✁✙❝✐✁♦✳ ❍❛ s = (s1, ...sn) ✁❡s t = (t1, ..., tn) ❛ G = (S1, ..., Sn; f1, ..., fn) ❥✁❛t✁❡❦ ❦✁❡t

NEP ✲❥❡✱ ✁❡s u = (u1, ..., un)✱ ❛❤♦❧ ui ∈ (si, ti), i = 1, ..., n, s③✐♥t✁❡♥ NEP ✱ ❛❦❦♦r ❛③t

♠♦♥❞❥✉❦ ❤♦❣② s ✁❡s t ❢❡❧❝s❡r✁❡❧❤❡t✆♦❡❦✳ ❍❛ ❛ G ❥✁❛t✁❡❦♥❛❦ ❝s❛❦ ❡❣②❡t❧❡♥ NEP ✲❥❡ ✈❛♥✱

✈❛❣② ❜✁❛r♠❡❧② ❦✁❡t NEP ✲❥❡ ❢❡❧❝s❡r✁❡❧❤❡t✆♦✱ ❛❦❦♦r ❛③t ♠♦♥❞❥✉❦✱ ❤♦❣② ● r❡♥❞❡❧❦❡③✐❦ ❛

❢❡❧❝s❡r✁❡❧❤❡t✆♦s✁❡❣✐ t✉❧❛❥❞♦♥s✁❛❣❣❛❧✳ ❬✾❪

✻✳ ❉❡✜♥✁✙❝✐✁♦✳ ❆ G = (S1, S2; f1, f2) ❦✁❡ts③❡♠✁❡❧②❡s ❥✁❛t✁❡❦♦t ❛♥t♦❣❛♥✐s③t✐❦✉s♥❛❦ ♥❡✈❡③☎✉♥❦✱

❤❛ ❜✁❛r♠❡❧② s1, t1 ∈ S1 ✁❡s s2, t2 ∈ S2 str❛t✁❡❣✐❛♣✁❛r♦sr❛ ❢❡♥✁❛❧❧✱ ❤♦❣② f1(s1, s2) ≥ f1(t1, t2) ⇐⇒

f2(s1, s2) ≥ f2(t1, t2) ❬✾❪

✶✷



✸✳ ❚✁❡t❡❧✳ ▼✐♥❞❡♥ ❛♥t❛❣♦♥✐s③t✐❦✉s ❥✁❛t✁❡❦ r❡♥❞❡❧❦❡③✐❦ ❛ ❢❡❧❝s❡r✁❡❧❤❡t✆♦s✁❡❣✐ t✉❧❛❥❞♦♥s✁❛❣❣❛❧

✁❡s ♠✐♥❞❡♥ NEP ✲❜❡♥ ♠✐♥❞❦✁❡t ❥✁❛t✁❡❦♦s ❦✐✜③❡t✆♦❢☎✉❣❣✈✁❡♥②✲✁❡rt✁❡❦❡ ❛③♦♥♦s✳ ❬✾❪

✶✸



✹✳ ❙tr❛t✁❡❣✐✁❛✐ ❥✁❛t✁❡❦♦❦

❆③ ❡❞❞✐❣ ❧✁❛t♦tt ❦♦♠❜✐♥❛t♦r✐❦✉s ❥✁❛t✁❡❦♦❦ ❛❧❛♣✈❡t✆♦ ♦❜❥❡❦t✉♠❛ ❛ ♣♦③✁✙❝✐✁♦❦❛t ✁❡s ❧✁❡♣✁❡s❡❦❡t

❧❡✁✙r✁♦ ✭❱✱ ❊✮ ✐r✁❛♥②✁✙t♦tt ❣r✁❛❢ ✈♦❧t✳ ❋❡❧t✁❡t❡❧❡③t☎✉❦✱ ❤♦❣② ❦✁❡t ❥✁❛t✁❡❦♦s ✈❛♥✱ ❛❦✐❦ ❢❡❧✈✁❛❧t✈❛

❧✁❡♣♥❡❦✳ ❙③✁❛♠♦s ❦☎♦③✐s♠❡rt ❥✁❛t✁❡❦ ♥❡♠ ✁✙r❤❛t✁♦ ❧❡ ❡❜❜❡♥ ❛ ❦❡r❡t❜❡♥✿ ❦❡③❞❥☎✉❦ ❛ ❦✆♦✲♣❛♣✁✙r✲

♦❧❧✁♦✈❛❧✱ ❛♠✐ ❧❡✁✙r❤❛t✁♦ ❛ ❦☎♦✈❡t❦❡③✆♦ t✁❛❜❧✁❛③❛tt❛❧✳ ❆ ❣②✆♦③t❡s ❡❣②✱ ❛ ✈❡s③t❡s ♠✁✙♥✉s③ ❡❣②

✷✳ ✁❛❜r❛✳ ❑✆♦✲♣❛♣✁✙r✲♦❧❧✁♦

♣♦♥t♦t ❦❛♣✱ ❛ ❞☎♦♥t❡t❧❡♥ ♥✉❧❧❛ ♣♦♥t♦t ✁❡r ♠✐♥❞❦❡tt❡❥☎✉❦♥❡❦✳ ❆ t✁❛❜❧✁❛③❛t s♦r❛✐ ❛③ ❡❧s✆♦✱

♦s③❧♦♣❛✐ ❛ ♠✁❛s♦❞✐❦ ❥✁❛t✁❡❦♦s ❡❣②❡s ❞☎♦♥t✁❡s✐ ❧❡❤❡t✆♦s✁❡❣❡✐t ❥❡❧❡♥t✐❦❀ ❛③ ❡❣②❡s ♣♦③✁✙❝✐✁♦❦❜❛♥

❧❡✈✆♦ s③✁❛♠♣✁❛r♦❦ ❡❧❡♠❡✐ ❛③ ❡❧s✆♦✱ ✐❧❧❡t✈❡ ❛ ♠✁❛s♦❞✐❦ ❥✁❛t✁❡❦♦s ♣♦♥ts③✁❛♠✁❛t ❛❞❥✁❛❦ ♠❡❣ ❛③

❛❞♦tt ❦✐♠❡♥❡t❡❧♥✁❡❧✳ ❊③t ❛ t✁❛❜❧✁❛③❛t♦s ✁❛❜r✁❛③♦❧✁❛s✐ ❢♦r♠✁❛t ❛ ❥✁❛t✁❡❦ ♥♦r♠✁❛❧ ❢♦r♠✁❛❥✁❛♥❛❦✱

♥②❡r❡s✁❡❣♠✁❛tr✐①✁❛♥❛❦ ✈❛❣② ❦✐✜③❡t✁❡s✐ ♠✁❛tr✐①✁❛♥❛❦ ❢♦❣❥✉❦ ♥❡✈❡③♥✐✳ ❊③ ❡❣② ✈✁❡❣❡s✱ ❞❡t❡r✲

♠✐♥✐s③t✐❦✉s✱ ❦✁❡ts③❡♠✁❡❧②❡s✱ ♥✉❧❧❛✲☎♦ss③❡❣✆✉✱ s③✐♠♠❡tr✐❦✉s✱ t❡❧❥❡s ✐♥❢♦r♠✁❛❝✐✁♦s✱ ❡❣②❧✁❡♣✁❡s❡s✱

s③✐♥❦r♦♥ ❥✁❛t✁❡❦✳ ▼❡❣❛❞✉♥❦ ❡❣② ❢♦r♠✁❛❧✐s ♠♦❞❡❧❧t✱ ❛♠✐t ❛ ❦☎♦✈❡t❦❡③✆♦❦❜❡♥ ✈✁❡❣❡s str❛t✁❡❣✐❛✐

❥✁❛t✁❡❦ ❛❧❛tt ❢♦❣✉♥❦ ✁❡rt❡♥✐✳ ❬✶❪

• ❱✁❡❣❡s s♦❦✱ n ❥✁❛t✁❡❦♦s ✈❛♥✳

• ❆③ i. ❥✁❛t✁❡❦♦s❤♦③ ❛❞♦tt ❡❣② ✈✁❡❣❡s Si ❤❛❧♠❛③✱ ❛♠✐♥❡❦ ❡❧❡♠❡✐t ❛ ❥✁❛t✁❡❦♦s str❛t✁❡❣✐✁❛✐♥❛❦

♥❡✈❡③③☎✉❦✳

• ❆ ❥✁❛t✁❡❦ ❡❣② ❧❡❤❡ts✁❡❣❡s ❦✐♠❡♥❡t❡❧❡ ❛③✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❡♥ ❥✁❛t✁❡❦♦s ✈✁❛❧❛s③t ❡❣②s③❡rr❡ ❡❣②✲

❡❣② str❛t✁❡❣✐✁❛t✳ ❆ ❦✐♠❡♥❡t❡❧❡❦ ❤❛❧♠❛③❛ t❡❤✁❛t S := S1×S2×✳✳✳Sn✳ ❆ ❦✐♠❡♥❡t❡❧❡❦❡t

♠✁❛s ♥✁❡✈❡♥ str❛t✁❡❣✐❛✈✁❛❧❛s③t✁❛s♦❦♥❛❦ ❤✁✙✈❥✉❦✳

• ❋❡❧t❡ss③☎✉❦✱ ❤♦❣② ❛ ❥✁❛t✁❡❦♦s♦❦ ❛ ❦✐♠❡♥❡t❡❧❡❦❤❡③ ❤♦③③✁❛ t✉❞♥❛❦ r❡♥❞❡❧♥✐ ❡❣② ✈❛❧✁♦s

s③✁❛♠♦t✱ ❤♦❣② ♠❡♥♥②✐ ❛ ♥②❡r❡s✁❡❣☎✉❦ ❡❜❜❡♥ ❛ ❤❡❧②③❡t❜❡♥✳ ❆③ i. ❥✁❛t✁❡❦♦s ♥②❡r❡s✁❡❣✁❡t ❛③

ui ✿ S ✙ R ♥②❡r❡s✁❡❣❢☎✉❣❣✈✁❡♥② ✁✙r❥❛ ❧❡✳ ❆ ✈❡s③t❡s✁❡❣ ♥❡❣❛t✁✙✈ ✁❡rt✁❡❦✆✉ ♥②❡r❡s✁❡❣✱ ❛ ♥✉❧❧❛

❦✐♠❡♥❡t❡❧ ♣❡❞✐❣ s❡♠❧❡❣❡s♥❡❦ s③✁❛♠✁✙t✳ ▼✐♥❞❡♥ ❥✁❛t✁❡❦♦s ❝✁❡❧❥❛ ❛ s❛❥✁❛t ♥②❡r❡s✁❡❣✁❡♥❡❦

♠❛①✐♠❛❧✐③✁❛❧✁❛s❛✳

✶✹



• ❆ ❥✁❛t✁❡❦ ❡❣②❧✁❡♣✁❡s❡s s③✐♥❦r♦♥✿ ❛ ❥✁❛t✁❡❦♦s♦❦ ❡❣②s③❡rr❡ ✈✁❛❧❛s③t❥✁❛❦ ❦✐ ❡❣②✲❡❣② str❛t✁❡❣✐✁❛❥✉❦❛t✱

❛ t☎♦❜❜✐❡❦ ❞☎♦♥t✁❡s✁❡t✆♦❧ ❢☎✉❣❣❡t❧❡♥☎✉❧✳

• ❆ ❥✁❛t✁❡❦ t❡❧❥❡s ✐♥❢♦r♠✁❛❝✐✁♦s✿ ♠✐♥❞❡♥ ❥✁❛t✁❡❦♦s ✐s♠❡r✐ ❛③ ☎♦ss③❡s Si ❤❛❧♠❛③t ✁❡s ui

♥②❡r❡s✁❡❣❢☎✉❣❣✈✁❡♥②t✳

• ❆ ❥✁❛t✁❡❦❡❧♠✁❡❧❡t ❢♦♥t♦s ❢❡❧t✁❡t❡❧❡③✁❡s❡ ❛ ❥✁❛t✁❡❦♦s♦❦ r❛❝✐♦♥❛❧✐t✁❛s❛✳ ❊❜❜❡ ❜❡❧❡✁❡rt❥☎✉❦

❡❣②r✁❡s③t✱ ❤♦❣② ❛ ❥✁❛t✁❡❦♦s♦❦ t✐s③t✁❛❜❛♥ ✈❛♥♥❛❦ ❛ s❛❥✁❛t ♣r❡❢❡r❡♥❝✐✁❛✐❦❦❛❧ ✐❧❧❡t✈❡ ❝✁❡❧❢☎✉❣❣✈✁❡♥②☎✉❦❦❡❧❀

t✐s③t✁❛❜❛♥ ✈❛♥♥❛❦ s❛❥✁❛t ❧❡❤❡ts✁❡❣❡s ❞☎♦♥t✁❡s❡✐❦❦❡❧❀ ❛rr❛ t☎♦r❡❦s③❡♥❡❦✱ ❤♦❣② ❛ ❝✁❡❧❢☎✉❣❣✈✁❡♥②☎✉❦❡t

♠❛①✐♠❛❧✐③✁❛❧❥✁❛❦✱ ✁❡s ❛③ ❡❤❤❡③ ✈❡③❡t✆♦ ❧❡❤❡ts✁❡❣❡s ❧❡❣❥♦❜❜ ❞☎♦♥t✁❡s❡❦❡t ❤♦③③✁❛❦ ❛ r❡♥✲

❞❡❧❦❡③✁❡sr❡ ✁❛❧❧✁♦ ✐♥❢♦r♠✁❛❝✐✁♦❦ ❛❧❛♣❥✁❛♥✳ ❆ r❛❝✐♦♥❛❧✐t✁❛s❤♦③ s③♦r♦s❛♥ ❦❛♣❝s♦❧✁♦❞✁♦✱ ✐tt

✁❡♣♣❡♥ ❝s❛❦ ✁❡r✐♥t❡tt ❢♦❣❛❧♦♠ ❛ r❛❝✐♦♥❛❧✐t✁❛s ❦☎♦③t✉❞✁❛s❛✿ ❛♠❡❧❧❡tt✱ ❤♦❣② ❛ ❥✁❛t✁❡❦♦s♦❦

r❛❝✐♦♥✁❛❧✐s❛❦✱ t✉❞❥✁❛❦ ❡❣②♠✁❛sr✁♦❧ ✐s✱ ❤♦❣② r❛❝✐♦♥✁❛❧✐s❛❦✱ t✉❞❥✁❛❦ ❛③t✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❡♥❦✐

♠✁❛s t✉❞❥❛ ❤♦❣② ❛ t☎♦❜❜✐❡❦ r❛❝✐♦♥✁❛❧✐s❛❦✱ ✁❡s ✁✙❣② t♦✈✁❛❜❜ ❛ ✈✁❡❣t❡❧❡♥s✁❡❣✐❣ ❬✶❪

❆ ❥✁❛t✁❡❦ ❞❡t❡r♠✐♥✐s③t✐❦✉ss✁❛❣❛ ❛❧❛tt ❛③t ✁❡rt❥☎✉❦✱ ❤♦❣② ❛ ❥✁❛t✁❡❦ s③❛❜✁❛❧②❛✐ ❦☎♦③t s❡♠♠✐❧②❡♥

✈✁❡❧❡t❧❡♥ t✁❡♥②❡③✆♦ ♥❡♠ s③❡r❡♣❡❧ ✭❡❧❧❡♥t✁❡t❜❡♥ ❛ ❦✁❛rt②❛❥✁❛t✁❡❦♦❦❦❛❧✮❀ ❛③t ✈✐s③♦♥t ♠❡❣ ❢♦❣❥✉❦

❡♥❣❡❞♥✐✱ ❤♦❣② ❛③ ❡❣②❡s ❥✁❛t✁❡❦♦s♦❦ ❛ s❛❥✁❛t ❞☎♦♥t✁❡s☎✉❦ ♠❡❣❤♦③❛t❛❧✁❛❤♦③ ❛ ✈✁❡❧❡t❧❡♥t ✭♣❧✳

♣✁❡♥③❢❡❧❞♦❜✁❛s✮ ❤✁✙✈❥✁❛❦ s❡❣✁✙ts✁❡❣☎✉❧✳ ❬✶❪

✼✳ ❉❡✜♥✁✙❝✐✁♦✳ ❊❣② str❛t✁❡❣✐❛✐ ❥✁❛t✁❡❦ ♥✉❧❧❛✲☎♦ss③❡❣✆✉✱ ❤❛ ❛ ❥✁❛t✁❡❦♦s♦❦ ☎♦ss③♥②❡r❡s✁❡❣❡ ♠✐♥❞❡♥

❦✐♠❡♥❡t❡❧♥✁❡❧ ♥✉❧❧❛✱ t❡❤✁❛t ❡❣②♠✁❛s ❦✁❛r✁❛r❛ t✉❞♥❛❦ ♥②❡r♥✐✳

❱✁❡❣❡s str❛t✁❡❣✐❛✐ ❥✁❛t✁❡❦ ♠❡❧❧❡tt ✈✁❡❣t❡❧❡♥♥❡❧ ✐s ❢♦❣✉♥❦ t❛❧✁❛❧❦♦③♥✐✱ ❛♠✐❦♦r ❛ ❥✁❛t✁❡❦♦s♦❦

s③✁❛♠❛ ✈❛❣② ❛ str❛t✁❡❣✐❛❤❧❛♠❛③♦❦ ♠✁❡r❡t❡ ✈✁❡❣t❡❧❡♥✳ ❬✶❪

✹✳✶✳ ❙③✐♠♠❡tr✐❦✉s str❛t✁❡❣✐❛

❱❡❣②☎✉♥❦ ♠♦st ❡❣② t❡ts③✆♦❧❡❣❡s ✈✁❡❣❡s ❦✁❡ts③❡♠✁❡❧②❡s ❥✁❛t✁❡❦♦t✱ ❛♠❡❧②✐❦❜❡♥ ❛③ ❡❧s✆♦ ❥✁❛t✁❡❦♦s♥❛❦

n✱ ❛ ♠✁❛s♦❞✐❦♥❛❦ ♠ ❦☎✉❧☎♦♥❜☎♦③✆♦ str❛t✁❡❣✐✁❛❥❛ ✈❛♥✳ ❆ ♥②❡r❡s✁❡❣❡✐❦❡t ❛③ A1 ✐❧❧❡t✈❡ A2 n ×

m✲❡s ♠✁❛tr✐①♦❦❦❛❧ ✁✙r❤❛t❥✉❦ ❧❡✳ ✭✵✲☎♦ss③❡❣✆✉ ❥✁❛t✁❡❦♥✁❛❧ A1 = −A1✳✮

✽✳ ❉❡✜♥✁✙❝✐✁♦✳ ❙③✐♠♠❡tr✐❦✉s♥❛❦ ♥❡✈❡③③☎✉❦ ❛ ❥✁❛t✁❡❦♦t✱ ❤❛ n = m ✁❡s A2 = AT
1 ✭✈❛❣② ❧❡❤❡t

✁✉❣② ♣❡r♠✉t✁❛❧♥✐ ❛ s♦r♦❦❛t ✁❡s ♦s③❧♦♣♦❦❛t✱ ❤♦❣② ❡③ t❡❧❥❡s☎✉❧❥☎♦♥✮✳ ❬✶❪

■❧②❡♥❡❦ ✈♦❧t❛❦ ♣✁❡❧❞✁❛✉❧✿ ❦✆♦✲♣❛♣✁✙r♦❧❧✁♦✱ ❢♦❣♦❧②❞✐❧❡♠♠❛✱ ❤✁❡❥❛✲❣❛❧❛♠❜✳ ❆ s③✐♠✲

♠❡tr✐❦✉s str❛t✁❡❣✐✁❛❦ ❛ ❦✐✐♥❞✉❧✁❛s✐ ♣♦③✁✙❝✐✁♦ s③✐♠♠❡tr✐✁❛❥✁❛♥ ❛❧❛♣✉❧♥❛❦✳ ❆③ ✐❧②❡♥ ❢❡❧❛❞❛t♦❦

✶✺



♠❡❣♦❧❞✁❛s✁❛♥❛❦ ❡❧❡♠③✁❡s❡ ❛③t ♠✉t❛t❥❛✱ ❤♦❣② ❛ s③✐♠♠❡tr✐❦✉s ❦✐✐♥❞✉❧✁❛s✐ ♣♦③✁✙❝✐✁♦✈❛❧ r❡♥✲

❞❡❧❦❡③✆♦ ❥✁❛t✁❡❦♦❦❜❛♥ ❧❡❣✐♥❦✁❛❜❜ ❛③ ♥②❡r✱ ❛❦✐ ♥❡♠ s✁❡rt✐ ❛ s③✐♠♠❡tr✐✁❛❥✁❛t✱ ✁❡s ❛③ ❡❧❧❡♥❢✁❡❧

✁❛❧t❛❧ ♠❡❣s✁❡rt❡tt s③✐♠♠❡tr✐✁❛t ❛ ❦✐✐♥❞✉❧✁❛s✐ ✈❛❣② ❥✁❛t✁❡❦ ♣♦③✁✙❝✐✁♦❥❛ ❤❡❧②r❡✁❛❧❧✁✙t❤❛t❥❛✳ ❱❡❣②☎✉❦

✁❡s③r❡✱ ❤♦❣② ❤❛ ✉❣②❛♥❛③t ❛③ ▼ s③✁❛♠♦t ❤♦③③✁❛❛❞❥✉❦ A1 ✁❡s A2 ♠✐♥❞❡♥ ❡❧❡♠✁❡❤❡③✱ ❛❦❦♦r ❛

str❛t✁❡❣✐✁❛❦❛t ✐❧❧❡t✆♦❡♥ s❡♠♠✐ ♥❡♠ ✈✁❛❧t♦③✐❦✿ ♣♦♥t♦s❛♥ ✉❣②❛♥❛③♦❦ ❧❡s③♥❡❦ ❛ ❦✁❡t ❥✁❛t✁❡❦❜❛♥

❛ ◆❛s❤✲❡❣②❡♥s✁✉❧②♦❦✳ ✁❊♣♣❡♥ ❡③✁❡rt ❛ t♦✈✁❛❜❜✐❛❦❜❛♥ ❛③t ✐s ❢❡❧t❡❤❡t❥☎✉❦ ✭❡❣② ❦❡❧❧✆♦❡♥ ♥❛❣②

s③✁❛♠ ❤♦③③✁❛❛❞✁❛s✁❛✈❛❧✮✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞ A1✱ ♠✐♥❞ A2 ♠✐♥❞❡♥ ❡❧❡♠❡ s③✐❣♦r✁✉❛♥ ♣♦③✐t✁✙✈✳ ❆

❦☎♦✈❡t❦❡③✆♦ ❧❡♠♠❛ ❛③t ♠✉t❛t❥❛✱ ❤♦❣② ❤❛ ❡❣② s③✐♠♠❡tr✐❦✉s ❦✁❡ts③❡♠✁❡❧②❡s ❥✁❛t✁❡❦❜❛♥ t✉✲

❞✉♥❦ s③✐♠♠❡tr✐❦✉s ◆❛s❤✲❡❣②❡♥s✁✉❧②t t❛❧✁❛❧♥✐✱ ❛❦❦♦r t❡ts③✆♦❧❡❣❡s ❦✁❡ts③❡♠✁❡❧②❡s ❥✁❛t✁❡❦❜❛♥ ✐s

t✉❞✉♥❦✳ ❬✶❪

✾✳ ❉❡✜♥✁✙❝✐✁♦✳ ❊❣② ❦✁❡ts③❡♠✁❡❧②❡s ❥✁❛t✁❡❦♦t s③✐♠♠❡tr✐❦✉s♥❛❦ ♥❡✈❡③③☎✉❦✱ ❤❛ ❛ ❥✁❛t✁❡❦♦s♦❦ str❛t✁❡❣✐❛✲

❤❛❧♠❛③❛ ❛③♦♥♦s✿ S1 = S2❀ ✁❡s ❤❛s③♥♦ss✁❛❣❢☎✉❣❣✈✁❡♥②☎✉❦ s③✐♠♠❡tr✐❦✉s ❡❣②♠✁❛sr❛✿ u1(s1, s2) ≡

u2(s2, s2)✳ ❬✸❪

✶✵✳ ❉❡✜♥✁✙❝✐✁♦✳ ❊❣② ❦✁❡ts③❡♠✁❡❧②❡s ❥✁❛t✁❡❦ s③✐♠♠❡tr✐❦✉s✱ ❤❛ ❛ ❦✁❡t ❥✁❛t✁❡❦♦s str❛t✁❡❣✐✁❛✐♥❛❦ ❛

❤❛❧♠❛③❛ ❦☎♦③t ✈❛♥ ❡❣② ❜✐❥❡❦❝✐✁♦ ✁✉❣②✱ ❤♦❣② ❢❡❧❝s❡r✁❡❧✈❡ ✆♦❦❡t ❛ ♠✁❛s✐❦ ❥✁❛t✁❡❦♦s ♥②❡r❡s✁❡❣❡✐t

❦❛♣❥✉❦✳

✶✶✳ ❉❡✜♥✁✙❝✐✁♦✳ ❊❣② ◆❛s❤✲❡❣②❡♥s✁✉❧②t s③✐♠♠❡tr✐❦✉s♥❛❦ ♥❡✈❡③☎✉♥❦✱ ❤❛ ❛ ❦✁❡t ❥✁❛t✁❡❦♦s ❡❣②❡♥s✁✉❧②✐

str❛t✁❡❣✐✁❛❥❛ ❛③♦♥♦s✿ s∗1 = s∗2 ❬✸❪

✹✳ ❚✁❡t❡❧✳ ▼✐♥❞❡♥ s③✐♠♠❡tr✐❦✉s ❥✁❛t✁❡❦♥❛❦ ✈❛♥ ❧❡❣❛❧✁❛❜❜ ❡❣② s③✐♠♠❡tr✐❦✉s ◆❛s❤✲❡❣②❡♥s✁✉❧②❛✳

❬✸❪

✺✳ ❚✁❡t❡❧✳ ❑✁❡ts③❡♠✁❡❧②❡s s③✐♠♠❡tr✐❦✉s ♥✉❧❧❛☎♦ss③❡❣✆✉ ❥✁❛t✁❡❦❜❛♥ ❬✸❪

• ❛ ❥✁❛t✁❡❦ ✁❡rt✁❡❦❡ ♥✉❧❧❛✿ v = 0❀

• ❛ ❦✁❡t ❥✁❛t✁❡❦♦s ❡❣②❡♥s✁✉❧②✐ str❛t✁❡❣✐❛❤❛❧♠❛③❛✐ ❛③♦♥♦s❛❦✿ E1 = E2✳

❇✐③♦♥②✁✙t✁❛s✿

✶✮ ❆ s③✐♠♠❡tr✐❦✉ss✁❛❣ ✁❡s ❛ ♥✉❧❧❛☎♦ss③❡❣✆✉s✁❡❣ ❢❡❧t❡✈✁❡s❡ s③❡r✐♥t u(s, s) ❂ ✲u(s, s)✱ t❡❤✁❛t

u(s, s) = 0✳ ■♥❞✐r❡❦t ♠✁♦❞♦♥ ❜✐③♦♥②✁✙t✉♥❦✿ ❤❛ v = u(s∗1, s
∗

2) > 0 ❛❦❦♦r 0 < u(s∗1, s
∗

2) ≤

u(s∗1, s
∗

1) = 0✱ ❡❧❧❡t♠♦♥❞✁❛s✳ ❆ ♥❡❣❛t✁✙✈ ✁❡rt✁❡❦ ❤❛s♦♥❧✁♦ ❡❧❧❡♥t♠♦♥❞✁❛s❤♦③ ✈❡③❡t✳ ❬✸❪

✷✮ ▲❡❣②❡♥ (s∗1, s
∗

2) ❡❣② ◆❛s❤✲❡❣②❡♥s✁✉❧②✳ ❆ s③✐♠♠❡tr✐❛ ✁❡rt❡❧♠✁❡❜❡♥ (s∗2, s
∗

1) ✐s ❡❣②❡♥s✁✉❧②✳

❬✸❪

✶✻



✹✳✷✳ P✁❛r♦s str❛t✁❡❣✐❛

❆ ♣✁❛r♦s str❛t✁❡❣✐❛ ❛❧❦❛❧♠❛③✁❛s❛ ♠✉♥❦✐❣✁❡♥②❡s❡❜❜ ❢♦❧②❛♠❛t✱ ❡③✁❡rt ❛ ❥✁❛t✁❡❦❡❧♠✁❡❧❡t❜❡♥ ♥❡♠

t❡r❥❡❞t ❡❧ ♦❧②❛♥ s③✁❡❧❡s ❦☎♦r❜❡♥✱ ♠✐♥t ❛ s③✐♠♠❡tr✐❦✉s str❛t✁❡❣✐❛✳ ❆③♦♥❜❛♥ ✁❡r❞❡♠❡s ♠❡❣✐s✲

♠❡r♥✐✱ ♠❡rt ❜✐③♦♥②♦s t✁✙♣✉s✉ ❢❡❧❛❞❛t♦❦♥✁❛❧ ❡♥✁❡❧❦☎✉❧ ♥❡❤✁❡③ ❛ s✐❦❡r✳ ❆ s③✐♠♠❡tr✐❦✉s ✁❡s ♣✁❛r♦s

str❛t✁❡❣✐✁❛❦ ❛❧❦❛❧♠❛③✁❛s❛ ✉t✁❛♥ ❛③ ✐♥t❡r❛❦t✁✙✈ ✧t✁❛❜❧✁❛s✧ ❥✁❛t✁❡❦♦❦ s♦r✁❛♥✱ ❧♦❣✐❦✉s ❧❡♥♥❡ ♠✁❡❣

♥✁❡❤✁❛♥② ♣✁❡❧❞✁❛t ❤♦③♥✐ ♦❧②❛♥ ❢❡❧❛❞❛t♦❦r❛✱ ❛♠❡❧②❡❦ ♥❡♠ ❢✁❡r♥❡❦ ❜❡❧❡ ❡❜❜❡ ❛③ ❡❧r❡♥❞❡③✁❡s❜❡✳

❊③ ✐s♠✁❡t ♠❡❣♠✉t❛t❥❛✱ ❤♦❣② ❛ ❥✁❛t✁❡❦str❛t✁❡❣✐❛ ♠❡❣✈✁❛❧❛s③t✁❛s❛ ❝s❛❦ ❛ ❥✁❛t✁❡❦♦s ✐♥t✉✁✙❝✐✁♦❥✁❛t✁♦❧✱

❦✁❡♣❡ss✁❡❣❡✐t✆♦❧ ✁❡s ❣♦♥❞♦❧❦♦❞✁❛s✁❛t✁♦❧ ❢☎✉❣❣✱ ✁❡s ❛ ❦☎✉❧☎♦♥❜☎♦③✆♦ t✁✙♣✉s✁✉ str❛t✁❡❣✐✁❛❦✱ ♠✐♥t ♣✁❡❧❞✁❛✉❧ ❛

❢❡♥t❡❜❜ t✁❛r❣②❛❧t✱ ❝s❛❦ ❧❡❤❡t✆♦✈✁❡ t❡s③✐❦ s③✁❛♠✁❛r❛✱ ❤♦❣② ❣②♦rs❛♥ ✁❡s ❤❛t✁❡❦♦♥②❛♥ ♦s③t✁❛❧②♦③③❛

❛ ❥✁❛t✁❡❦ t✁✙♣✉s✁❛t ✁❡s ✁❡♣✁✙t✁❡s✁❡t ❡③❡♥ ❛③ ❛❧❛♣♦♥✳

✶✼



✺✳ ❋❡❧❛❞❛t♦❦ ♠❡❣♦❧❞✁❛s❛

✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❥✁❛t✁❡❦❤♦③ s③☎✉❦s✁❡❣❡s t✁❛❜❧❛ ❡❣② ✭✷ × ♥✮ ❦✐t❡r❥❡❞✁❡s✆✉ t✁❡❣❧❛❧❛♣✱ ❛♠✐ ✭✶ × ✶✮✲❡s

♥✁❡❣②③❡t❡❦r❡ ✈❛♥ ♦s③t✈❛✱ n ♣❡❞✐❣ ❡❣② t❡r♠✁❡s③❡t❡s s③✁❛♠✳ ❑✁❡t ❥✁❛t✁❡❦♦s ❡❣②♠✁❛s ✉t✁❛♥ ❜❡❢❡st

✈❛❣② ❡❣② ❢❡st❡t❧❡♥ ♥✁❡❣②③❡t❡t✱ ✈❛❣② ❦✁❡t ✭✈✁✙③s③✐♥t❡s❡♥ ✈❛❣② ❢☎✉❣❣✆♦❧❡❣❡s❡♥✮ s③♦♠s③✁❡❞♦s

❢❡st❡t❧❡♥ ♠❡③✆♦t✳ ❆③ ❛ ❥✁❛t✁❡❦♦s ✈❡s③✁✙t✱ ❛❦✐ ♥❡♠ t✉❞ t☎♦❜❜❡t ❧✁❡♣♥✐✳

▼❡❣♦❧❞✁❛s✿ ❍❛ ❡❣② ♣✁❛r❛t❧❛♥ s③✁❛♠✱ ❛❦❦♦r ❛ ❦❡③❞✆♦ ❥✁❛t✁❡❦♦s ❛ ♥②❡r✆♦ ✕ ❛③ ❡❧s✆♦ ❧✁❡♣✁❡s❡

♣❡❞✐❣✱ ❤♦❣② ❜❡❢❡st✐ ❛ ❦✁❡t ❦☎♦③✁❡♣s✆♦♥✁❡❣②③❡t❡t✱ ❛♠✐ ❦✁❡t ❡❣②❡♥❧✆♦ r✁❡s③r❡ ♦s③t❥❛ ❛ t✁❛❜❧✁❛t✳

❊③✉t✁❛♥ ♠✁❛r ❝s❛❦ s③✐♠♠❡tr✐❦✉s❛♥ ❦☎♦✈❡t♥✐❡ ❦❡❧❧ ❛ ♠✁❛s♦❞✐❦ ❥✁❛t✁❡❦♦s ❧✁❡♣✁❡s❡✐t✳ ♥ ❍❛ ❡❣②

♣✁❛r♦s s③✁❛♠✱ ❛❦❦♦r ❛ ♠✁❛s♦❞✐❦ ❥✁❛t✁❡❦♦s ❛ ♥②❡r✆♦ ✕ ❝s❛❦ ❛ ❦❡③❞✆♦ ❥✁❛t✁❡❦♦s ❧✁❡♣✁❡s❡✐t ❦❡❧❧ ❦☎♦✈❡t♥✐❡

s③✐♠♠❡tr✐❦✉s❛♥ ❛ t✁❛❜❧❛ ❦☎♦③✁❡♣♣♦♥t❥✁❛r❛ ♥✁❡③✈❡✳

✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❑✁❡t ❥✁❛t✁❡❦♦s ❢✁❡♥②s③✁♦r✁♦❦❛t ❤❡❧②❡③ ❡❧ ❛✿ ✐✮ ❦ × ❦ ❀ ✐✐✮ ✷ × ❦ ❦✐t❡r❥❡❞✁❡s✆✉ t✁❡❣❧❛❧❛♣♦❦

❡❣②s✁❡❣✲♥✁❡❣②③❡t❡✐♥✳ ▼✐♥❞❡♥ ❢✁❡♥②s③✁♦r✁♦ ❦✐✈✐❧✁❛❣✁✙t ♠✐♥❞❡♥ ♥✁❡❣②③❡t❡t✱ ❛♠✐ ♥❡♠ ❜❛❧r❛ ✈❛❣②

♥❡♠ ❢❡❧❥❡❜❜ ✈❛♥ ❛tt✁♦❧✳ ▼✐♥❞❡♥ ❧✁❡♣✁❡s❜❡♥ ❧❡❣❛❧✁❛❜❜ ❡❣② ✁✉❥ ♥✁❡❣②③❡t❡t ❦✐ ❦❡❧❧ ✈✐❧✁❛❣✁✙t❛♥✐✳ ❆③

❛ ❥✁❛t✁❡❦♦s ✈❡s③✁✙t✱ ❛❦✐ ❛ ❜❛❧ ❢❡❧s✆♦ s❛r♦❦❜❛ t❡s③ ❡❣② ❢✁❡♥②s③✁♦r✁♦t✳ ▼❡❧②✐❦ ❥✁❛t✁❡❦♦s♥❛❦ ❧❡❤❡t

♥②❡r✆♦ str❛t✁❡❣✐✁❛❥❛ ✁❡s ❤♦❣②❛♥❄

▼❡❣♦❧❞✁❛s✿ ❆ ❦❡③❞✆♦ ❥✁❛t✁❡❦♦s ❛ ♥②❡r✆♦✳ ❆③ ❡❧s✆♦ ❧✁❡♣✁❡s❡✱ ❤♦❣② ❦✐✈✐❧✁❛❣✁✙ts❛ ❛ ❧❡❤❡t✆♦

❧❡❣♥❛❣②♦❜❜ ♥✁❡❣②③❡t❡t✱ ❛♠✐ ♥❡♠ ❡❣②❡③✐❦ ♠❡❣ ❛ ♠❡❣❛❞♦tt❛❧✳ ❊③✉t✁❛♥ ♣❡❞✐❣ ❛ s③✐♠♠❡t✲

r✐❦✉s str❛t✁❡❣✐✁❛t ❦❡❧❧ ❦☎♦✈❡t♥✐❡✳ ✐✐✮ ■tt ✐s ❛ ❦❡③❞✆♦ ❥✁❛t✁❡❦♦s ❛ ♥②❡r✆♦✳ ■tt s③☎✉❦s✁❡❣❡s✱ ❤♦❣②

✐♥❞✉❦❝✐✁♦t ❤❛s③♥✁❛❧❥✉♥❦✳ ❆③ ❡❧s✆♦ ❧✁❡♣✁❡s❡ ❛ ❥♦❜❜ ❛❧s✁♦ s❛r♦❦✳ ❊③✉t✁❛♥ ♣❡❞✐❣ ❛ ❦✐✈✐❧✁❛❣✁✙t♦tt

♠❡③✆♦❦❡t ♠✐♥❞❡♥ ❧✁❡♣✁❡s✁❡✈❡❧ ❡❣② ✏s❛r♦❦ ♥✁❡❧❦☎✉❧✐ t✁❡❣❧❛❧❛♣♣✁❛✑ ❡❣✁❡s③✁✙t✐ ❦✐✳

✸✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❑✁❡t ❥✁❛t✁❡❦♦s ❢❡❧✈✁❛❧t✈❛ t❡s③ ✜❧❧✁❡r❡❦❡t ❛ ❦❡r❡❦ ❛s③t❛❧r❛✱ ❤♦❣② ♥❡ ❢❡❞❥✁❡❦ ❡❣②♠✁❛st✳

❆ ✈❡s③t❡s ❛③✱ ❛❦✐ ♥❡♠ t✉❞❥❛ ♠❡❣t❡♥♥✐ ❛ ❦☎♦✈❡t❦❡③✆♦ ❧✁❡♣✁❡st✳

▼❡❣♦❧❞✁❛s✿ ❆③ ❡❧s✆♦ ❥✁❛t✁❡❦♦s ♥②❡r✳ ❆③ ❡❧s✆♦ ♠♦③❞✉❧❛tt❛❧ ✁✉❣② ❤❡❧②❡③✐ ❡❧ ❛③ ✁❡r♠✁❡t✱

❤♦❣② ❛③ ✁❡r♠❡ ❦☎♦③❡♣❡ ❡❣②❜❡❡s✐❦ ❛③ ❛s③t❛❧ ❦☎♦③❡♣✁❡✈❡❧✳ ❊③✉t✁❛♥ ❛ ♠✁❛s♦❞✐❦ ❥✁❛t✁❡❦♦s ♠✐♥❞❡♥

❧✁❡♣✁❡s✁❡♥✁❡❧ ❛③ ❡❧s✆♦ ❥✁❛t✁❡❦♦s ❡❣② ✁❡r♠✁❡t ❤❡❧②❡③ ❡❧ s③✐♠♠❡tr✐❦✉s❛♥ ❛ ♠✁❛s♦❞✐❦ ❥✁❛t✁❡❦♦s ✁❛❧t❛❧

❛③ ❛s③t❛❧ ❦☎♦③❡♣✁❡r❡ ❤❡❧②❡③❡tt ✁❡r♠✁❡r❡✳ ❍❛ ❧❡❤❡ts✁❡❣❡s ❛ ♠✁❛s♦❞✐❦ ❥✁❛t✁❡❦♦s ❧✁❡♣✁❡s❡✱ ❛❦❦♦r

❧❡❤❡ts✁❡❣❡s ❛③ ❡❧s✆♦ ❧✁❡♣✁❡s❡ ✐s✳

✹✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❧✁❛♥② ✁❡s ❡❣② ✜✁✉ ❢❡❧✈✁❛❧t✈❛ r❛❥③♦❧ ✁❛t❧✁♦❦❛t ❡❣② s③❛❜✁❛❧②♦s ✷✹✳ s③☎♦❣❜❡♥✱ ✁✉❣②

❤♦❣② ♥❡ ♠❡tss③✁❡❦ ❡❣②♠✁❛st✳ ❆③ ♥②❡r✱ ❛❦✐ ❛③ ✉t♦❧s✁♦ ✐❧②❡♥ ✁❛t❧✁♦t ❜❡❤✁✉③③❛✳ ❍♦❣②❛♥ ♥②❡r❥❡♥

❛ ❧✁❛♥②✱ ❤❛ ✆♦ ❦❡③❞✐ ❛ ❥✁❛t✁❡❦♦t❄

✶✽



▼❡❣♦❧❞✁❛s✿ ❆ s③❛❜✁❛❧②♦s ✷✹✳ s③☎♦❣ ❡❣② ❦☎♦③♣♦♥t✐❧❛❣✲s③✐♠❡tr✐❦✉s ❛❧❛❦③❛t✳ ❊③✁❡rt ❛

❧✁❛♥②♥❛❦ ❡❧✆♦s③☎♦r ✁❛t❧✁♦t ❦❡❧❧ r❛❥③♦❧♥✐❛ ❛ ✷✹✲❡s s③☎♦❣ s③✐♠♠❡tr✐❛❦☎♦③✁❡♣♣♦♥t❥✁❛♥ ❦❡r❡s③t☎✉❧✭❛③✁❡rt

❧✁❡t❡③✐❦✱ ♠❡rt ❛ ✷✹ ♣✁❛r♦s s③✁❛♠✮✱ ♠❛❥❞ ❛ ✜✁✉ ♠✐♥❞❡♥ ♠♦③❞✉❧❛t❛ ✉t✁❛♥ r❛❥③♦❧❥♦♥ ❡❣② ✁❛t❧✁♦t✱

❛♠❡❧② ❦☎♦③✁❡♣❡♥ s③✐♠♠❡tr✐❦✉s ❛ ✜✁✉ ✁❛❧t❛❧ ✁❡♣♣❡♥ ♠❡❣r❛❥③♦❧t ✁❛t❧✁♦❤♦③✳ ◆②✐❧✈✁❛♥✈❛❧✁♦✱ ❤♦❣②

❛ ❧✁❛♥② ♠✐♥❞❡♥ ♠♦③❞✉❧❛t❛ ✉t✁❛♥ ❛ ♠✁❛r ❡❧❤❛s③♥✁❛❧t ✁❛t❧✁♦❦ ❤❛❧♠❛③❛ s③✐♠♠❡tr✐❦✉s✳ ▼✐✈❡❧

❛ ❧✁❡♣✁❡s❡ s♦r✁❛♥ ❛ ✜✁✉ ❛ ❦❡tt✆♦ ❦☎♦③☎✉❧ ❛③ ❡❣②✐❦❜❡ ✁❛t❧✁♦t ❤✁✉③ ❛ ✷✹✲s③☎♦❣ ❢❡❧❡✱ ❡③✁❡rt ❛ ❧✁❛♥②♥❛❦

♠✐♥❞✐❣ ❧❡s③ ❧❡❤❡t✆♦s✁❡❣❡ ❛ ♠✁❛s♦❞✐❦ ❢❡❧✁❡❜❡♥ s③✐♠♠❡tr✐❦✉s ✁❛t❧✁♦t ❤✁✉③♥✐✳ ❚❡❤✁❛t ❛❦✁❛r❤♦❣②❛♥

❥✁❛ts③✐❦ ❛ ✜✁✉✱ ♥❡♠ ❢♦❣❥❛ t✉❞♥✐ ♠❡❣r❛❥③♦❧♥✐ ❛③ ✉t♦❧s✁♦ ✁❛t❧✁♦t✱ ✈❛❣②✐s ❛ ❧✁❛♥② ♥②❡r✳

✺✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❑✁❡t ❦✉♣❛❝❜❛♥ ❞✐✁♦❦ ✈❛♥♥❛❦✱ ❛③ ❡❣②✐❦❜❡♥ ✷✹✳ ❛ ♠✁❛s✐❦❜❛♥ ♣❡❞✐❣ ✲ ✶✾✳ ❊❣②

❧✁❛♥② ✁❡s ❡❣② ✜✁✉ ❛ ❦☎♦✈❡t❦❡③✆♦ ❥✁❛t✁❡❦♦t t❛❧✁❛❧t✁❛❦ ❦✐✿ ♠✐♥❞❦❡tt❡♥ s♦r❜❛♥ ❧✁❡♣♥❡❦✱ ♠❡❧②❜❡♥ ❛③

❡❣②✐❦ ❦✉♣❛❝❜✁♦❧ ❡❧ ❦❡❧❧ ✈❡♥♥✐✱ ❛ ♠✁❛s✐❦❛t ♣❡❞✐❣ ❜✁❛r♠❡❧② ❦✁❡t r✁❡s③r❡ ♦s③t❛♥✐✳ ❆③ ❛❦✐ ♥❡♠

❢♦❣❥❛ t✉❞♥✐ ❦✁❡t r✁❡s③r❡ ♦s③t❛♥✐ ❛ ❦✉♣❛❝♦t✱ ♠❡rt ♠✁❛r ❝s❛❦ ✶ ❞✐✁♦ ♠❛r❛❞t✱ ✈❡s③✁✙t❡♥✐ ❢♦❣✳

❍♦❣②❛♥ ♥②❡r❥❡♥ ❛ ❧✁❛♥②✱ ❤❛ ✆♦ ❦❡③❞✐ ❛ ❥✁❛t✁❡❦♦t❄

▼❡❣♦❧❞✁❛s✿ ❆ ❧✁❛♥②♥❛❦ ♣✁❛r❛t❧❛♥ s③✁❛♠✁✉ ❞✐✁♦t ❦❡❧❧ ❢❡❧s③❡❞♥✐❡✱ ❛③❛③ ✶✾✳ ❞✐✁♦t✱ ✁❡s ❛

✷✹✳ ❞✐✁♦s ❝s✁♦♠✁♦t ❦✁❡t r✁❡s③r❡ ❦❡❧❧ ♦s③t❛♥✐❛✱ ❛♠❡❧②❡❦❜❡♥ ♣✁❛r❛t❧❛♥ s③✁❛♠✁✉ ❞✐✁♦ ❧❡s③ ♠✐✈❡❧

❜✁❛r♠❡❧② ♣✁❛r♦s s③✁❛♠ ♠❡❣❛❞❤❛t✁♦ ❦✁❡t ♣✁❛r❛t❧❛♥ ✈❛❣② ❦✁❡t ♣✁❛r♦s s③✁❛♠ ☎♦ss③❡❣❡❦✁❡♥t✳ ❆ ✜✁✉

❢❡❧✈❡s③✐ ❛③ ❡❣②✐❦ ❦✉♣❛❝♦t✱ ❛ ♠✁❛s♦❞✐❦ ❦✉♣❛❝♦t ♣❡❞✐❣ ♣✁❛r❛t❧❛♥ s③✁❛♠✁✉ ❞✐✁♦✈❛❧ ❦❡tt✁❡♦s③t❥❛✱

❛③ ❡❣②✐❦ ♣✁❛r♦s s③✁❛♠✁✉✱ ❛ ♠✁❛s✐❦ ♣✁❛r❛t❧❛♥ ♠✐✈❡❧ ❜✁❛r♠❡❧② ♣✁❛r❛t❧❛♥ s③✁❛♠ ♠❡❣❛❞❤❛t✁♦ ♣✁❛r♦s

✁❡s ♣✁❛r❛t❧❛♥ ☎♦ss③❡❣❡❦✁❡♥t✳ ❆ ❧✁❛♥② ✐s♠✁❡t ❛ ♣❛r✁❛t❧❛♥ s③✁❛♠✁✉ ❦✉♣❛❝♦t ✈❡s③✐ ❡❧✱ ✁❡s ❡❣② ♣✁❛r♦s

s③✁❛♠✁✉ ❝s♦♠✁♦t ✁✉❥r❛ ♣✁❛r❛t❧❛♥ ♠❡♥♥②✐s✁❡❣✆✉r❡ ♦ss③t✳✳✁❡s ✁✙❣② t♦✈✁❛❜❜✳ ❆ ❧✁❛♥② ✁✉❣② ❢♦❣ ♥②❡r♥✐✱

❤❛ ♠✐♥❞❡♥ ❧✁❡♣✁❡s ✉t✁❛♥ ♣✁❛r❛t❧❛♥ s③✁❛♠✁✉ ❞✐✁♦t ❤❛❣②✳

✻✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ ❤✽ ♠❡③✆♦♥ ❛ s❛❦❦t✁❛❜❧✁❛♥ ❡❣② ❜✁❛st②❛ ✁❛❧❧✳ ❊❣② ❧✁❡♣✁❡s ❛❧❛tt ❝s❛❦ ❥♦❜❜r❛ ✈❛❣②

❜❛❧r❛ ❧❡❤❡t ♠♦③❣❛t♥✐ ❛❦✁❛r♠❡♥♥②✐ ♠❡③✆♦♥ ✁❛t✳ ❆③ ✈❡s③✁✙t ❛❦✐♥❡❦ ♥✐♥❝s ❤♦✈❛ ❧✁❡♣♥✐❡✳ ❑✐

♥②❡r ❛ ♠❡❣❢❡❧❡❧✆♦ str❛t✁❡❣✐✁❛✈❛❧✿ ❛ ❦❡③❞✆♦ ✈❛❣② ❛ t✁❛rs❛❄

▼❡❣♦❧❞✁❛s✿ ▼✐♥❞✐❣ ❛③ ♠✁❛s♦❞✐❦ ❢♦❣ ♥②❡r♥✐✳ ▼✐✈❡❧ ❛ ❜✁❛st②✁❛♥❦ ❤✽ ♠❡③✆♦♥ ✁❛❧❧✱ ✁❡s

❜❛❧r❛ ✈❛❣② ❧❡❢❡❧❡ ❧❡❤❡t ❤❛❧❛❞♥✐✱ ❛ ♠✁❛s♦❞✐❦ ❥✁❛t✁❡❦♦s ♠✐♥❞✐❣ ♥②❡r♥✐ ❢♦❣✳ ❆ str❛t✁❡❣✐✁❛❥❛

❛ ❦☎♦✈❡t❦❡③✆♦✿ ♠✐♥❞❡♥ ❡❣②❡s ❧✁❡♣✁❡s✁❡✈❡❧ ❛ ❜✁❛st②✁❛t ❛ s❛❦❦t✁❛❜❧❛ ✁❛t❧✁♦❥✁❛r❛ ❦❡❧❧ ✈✐ss③❛r❛❦♥✐❛✳

P✁❡❧❞✁❛✉❧ ❤❛ ❛③ ❡❧s✆♦ ❥✁❛t✁❡❦♦s ❧✁❡♣ ❧❡❢❡❧❡ ♥✁❡❣②❡t✱ ❡❦❦♦r ❛ ❤✹ ♠❡③✆♦♥ ❧❡s③✳ ❆ ♠✁❛s♦❞✐❦ ❥✁❛t✁❡❦♦s

❛ str❛t✁❡❣✐✁❛❥❛ ❛❧❛♣❥✁❛♥ ❛③ ✁❛t❧✁♦r❛ r❛❦❥❛✱ ❛♠✐ ❛③t ❥❡❧❡♥t✐ ❤♦❣② ❛ ❞✹ ♠❡③✆♦♥ ✁❛❧❧✳ ❚♦✈✁❛❜❜ ❛③

❡❧s✆♦ ❥✁❛t✁❡❦♦s ❧✁❡♣ ❤✁❛r♠❛t ❜❛❧❧r❛✱ t❡❤✁❛③ ❛✹✳ ❆ ♠✁❛s♦❞✐❦ ❥✁❛t✁❡❦♦s ❛③ ✁❛t❧✁♦r❛ r❛❦❥❛ ♠❡❣✐♥t✱ ❛♠✐

♣❡❞✐❣ ❛③ ❛✶ ♠❡③✆♦ ❧❡s③✳ ❊❜❜✆♦❧ ♠✁❛r ❧✁❛t♥✐ ❤♦❣② ❛ ♠✁❛s♦❞✐❦ ❥✁❛t✁❡❦♦s ❣②✆♦③☎♦tt✱ ♠✐✈❡❧ ❛③ ❡❧s✆♦

❥✁❛t✁❡❦♦s ♥❡♠ t✉❞ ❧✁❡♣♥✐ s❡ ❧❡❢❡❧❡✱ s❡ ❜❛❧r❛✳

✶✾



✸✳ ✁❛❜r❛✳ ❙❛❦❦t✁❛❜❧❛

✼✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆③ ✶ × ✶✵✸ s③❛❧❛❣ ❡❣②✐❦ ✈✁❡❣✁❡♥ ❡❣② ❢❡❦❡t❡ ❜✁❛❜✁✉ ✁❛❧❧✱ ❛ ♠✁❛s✐❦♦♥ ♣❡❞✐❣ ❡❣② ❢❡❤✁❡r✳

❑❡tt❡♥ ❢❡❧✈✁❛❧t✈❛ ❧✁❡♣♥❡❦ ❛ ❜✁❛❜✉❥✉❦❦❛❧ ✶✱ ✷✱ ✸ ✈❛❣② ✹ ❝❡❧❧✁❛♥ ❜✁❛r♠✐❧②❡♥ ✐r✁❛♥②❜❛✭❛ ❜✁❛❜✉♥

✁❛t✉❣r❛♥✐ t✐❧♦s✮✳ ❆③ ✈❡s③✐t✱ ❛❦✐ ♥❡♠ t✉❞ ❤♦✈❛ ❧✁❡♣♥✐✳ ❑✐ ♥②❡r ❛ ♠❡❣❢❡❧❡❧✆♦ str❛t✁❡❣✐✁❛✈❛❧✿ ❛

❦❡③❞✆♦ ✈❛❣② ❛ t✁❛rs❛❄

▼❡❣♦❧❞✁❛s✿ ▼✐♥❞✐❣ ❛③ ❡❧s✆♦ ♥②❡r♥✐✳ ▼✐✈❡❧❤♦❣② ♠❛①✐♠✉♠ ♥✁❡❣②❡t t✉❞✉♥❦ ❧✁❡♣♥✐✱

❡③✁❡rt ❛③ ❡❧s✆♦ ❥✁❛t✁❡❦♦s ♠✐♥❞✐❣ ✺✲❡❧ ♦s③❤❛t✁♦r❛ ❡❣✁❡s③✁✙t✐ ❛ ❦☎♦③☎♦tt☎✉❦ ❧✁❡✈✆♦ ❝❡❧❧✁❛❦ s③✁❛♠✁❛t✳ ❊♠✐✲

❛tt ❛ ❦☎♦③☎♦tt☎✉❦ ❧✁❡✈✆♦ t✁❛✈♦❧s✁❛❣ ❢♦❧②❛♠❛t♦s❛♥ ❝s☎♦❦❦❡♥✐ ❢♦❣ ❛♠❡❞❞✐❣ ❛ ♠✁❛s♦❞✐❦ ❥✁❛t✁❡❦♦s♥❛❦

♥❡♠ ❧❡s③ ❧❡❤❡t✆♦s✁❡❣❡ ❧✁❡♣✁❡st ✈✁❡❣❡③♥✐✳

✽✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ t✁❛❜❧✁❛r❛ ✻✸ ✁❡s ✺✺ s③✁❛♠♦❦ ✈❛♥♥❛❦ ✁✙r✈❛✳ ❊❣② ❧✁❡♣✁❡ss❡❧ ♠✁❡❣ ❡❣② s③✁❛♠♦t ❧❡❤❡t

❤♦③③✁❛❛❞♥✐✱ ❛♠✐ ❦✁❡t ♠✁❛r ❢❡❧✁✙rt s③✁❛♠ ❦☎✉❧☎♦♥❜s✁❡❣❡✳ ❆ t✁❛❜❧✁❛♥ ❧✁❡✈✆♦ s③✁❛♠♦❦❛t ♥❡♠ s③❛❜❛❞

♠❡❣✐s♠✁❡t❡❧♥✐✳ ❆❦✐ ♥❡♠ t✉❞ ❛❞♥✐ ✐❧②❡♥ s③✁❛♠♦t✱ ❛③ ✈❡s③✁✙t✳

▼❡❣♦❧❞✁❛s✿ ❆③ ☎♦ss③❡s s③✁❛♠♦t ♠❡❣❢♦❣❥✉❦ ❦❛♣♥✐ ✶✲t✆♦❧ ✻✸✲✐❣✱ ❡③ ❡❣② ♣✁❛r❛t❧❛♥ s③✁❛♠

❡③✁❡rt ❛ ♠✁❛s♦❞✐❦ ❥✁❛t✁❡❦♦s ♥❡♠ ❢♦❣ t✉❞♥✐ ❢❡❧✁✙r♥✐ ✁✉❥ s③✁❛♠♦t✳ ❚❡❤✁❛t ♠✐♥❞✐❣ ❛③ ❡❧s✆♦ ❧✁❡♣✆♦ ❢♦❣

♥②❡r♥✐✱ ❛ ♠✁❛s♦❞✐❦ ❥✁❛t✁❡❦♦s str❛t✁❡❣✐✁❛t✁♦❧ ❢☎✉❣❣❡t❧❡♥☎✉❧✳

✾✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ n ❞❛r❛❜ ❞♦❜♦③❜❛♥✱ 2n ❞❛r❛❜ ❝✉❦♦r❦❛ ✈❛♥✳ ❑✁❡t ❥✁❛t✁❡❦♦s ❢❡❧✈✁❛❧t✈❛ ✈❡s③ ❡❣②

✁❡❞❡ss✁❡❣❡t✳ ❍❛ ❛③ ✉t♦❧s✁♦ ❦✁❡t ❝✉❦♦r❦❛ ❦☎✉❧☎♦♥❜☎♦③✆♦ ❞♦❜♦③♦❦❜❛♥ ✈❛♥✱ ❛❦❦♦r ❛③ ❡❧s✆♦ ♥②❡r✱

❡❧❧❡♥❦❡③✆♦ ❡s❡t❜❡♥ ❛ ♠✁❛s♦❞✐❦✳ ❑✐ ♥②❡r ❛ ♠❡❣❢❡❧❡❧✆♦ str❛t✁❡❣✐✁❛✈❛❧✿ ❛ ❦❡③❞✆♦ ✈❛❣② ❛ t✁❛rs❛❄

▼❡❣♦❧❞✁❛s✿ ❆ ♠✁❛s♦❞✐❦ ❥✁❛t✁❡❦♦s ❢♦❣ ♠✐♥❞✐❣ ♥②❡r♥✐✱ ❛♥♥❛❦ ❛ str❛t✁❡❣✐❛ ❛❧❛♣❥✁❛♥

❤♦❣② ✉❣②❛♥❛❜❜✁♦❧ ❧✁❛❞✁❛❜✁♦❧ ❦✐✈❡s③✐ ❛ ❝✉❦♦r❦✁❛t✳ ❚❡❣②☎✉❦ ❢❡❧ ✈❛♥ ✻✳ ❧✁❛❞❛✱ ✁❡s ♠✐♥❞❡❣②✐❦

❧✁❛❞✁❛❜❛♥ ✈❛♥ ✷ ❝✉❦♦r❦❛t✱ ✈❛❣②✐s ☎♦ss③❡s❡♥ ✶✷ ❝✉❦♦r❦❛✳ ❆③ ❡❧s✆♦ ❥✁❛t✁❡❦♦s ❧✁❡♣✁❡s❡ ✉t✁❛♥ ❛③

✷✵



❡❣②✐❦ ❧✁❛❞✁❛❜❛♥ ❡❣② ❝✉❦♦r❦❛ ♠❛r❛❞t✳ ❆ ♠✁❛s♦❞✐❦ ❥✁❛t✁❡❦♦s ❡♥♥❡❦ ❡❧✈✁❡t❡❧❡ ✉t✁❛♥ ♥❡♠ ♠❛r❛❞
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Резюме 

Олімпіадна задача з математики – це задача підвищеної складності, нестандартна як за 

формулюванням, так і за методами розв’язання. Серед олімпіадних задач зустрічаються 

такі, для розв’язання яких потрібні незвичні ідеї та спеціальні методи, так і задачі більш 

стандартні, але деякі із них можна розв’язати оригінальними способами. 

Теорія ігор відіграє важливу роль в математиці. Здатність вирішувати проблеми є одним 

з основних показників рівня математичного розвитку та глибини навчального плану. На 

навчання математики, фізики та інформатики дається багато часу, але основним методом 

такого навчання є ознайомлення з способами вирішення певних видів проблем і не дає 

знань, які дуже потрібні, наприклад, аналіз і рішення. Саме тому важливо знати і 

розуміти цю галузь математики. 

Я освоїв методи розв’язування шкільних олімпіадах задач на стратегію, також, показав 

їхнє функціонування конкретними прикладами. Усі поставлені цілі були досягнуті під 

час виконання дипломної роботи.  
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Nyilatkozat 

 

Alulírott, Zányik Patrik, 014. Középiskolai oktatás (Matematika) képzési program 

hallgatója, kijelentem, hogy a dolgozatomat a II. Rákóczi Ferenc Kárpátaljai Magyar 

Főiskolán, a Matematika és Informatika Tanszéken készítettem, 014. Középiskolai 

oktatás (Matematika) BSc diploma megszerzése végett. 

Kijelentem, hogy a dolgozatot más szakon korábban nem védtem meg, saját 

munkám eredménye, és csak a hivatkozott forrásokat (szakirodalom, eszközök stb.) 

használtam fel. 

Tudomásul veszem, hogy dolgozatomat a II. Rákóczi Ferenc Kárpátaljai Magyar 

Főiskola könyvtárában a kölcsönözhető könyvek között helyezik el. 
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