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Bevezetés

A matematikdnak a jatékelmélet egy igen fiatal teriilete, de az érdeklGdés irdnta elég
magas mint a matematikusok mint akdrcsak a nem matematikusok koérében is. Az
egésznek a megalapozdja a magyar szdrmazdsi matematikus Neumann Jénos volt,
akinek az els§ dolgozata 1928-ban jelent meg. Ezutan részletesebb leirds pedig 1944-ben
jelent meg Oskar Morgenstern - John von Neumann: Theory of Games and Economic
Behavior néven. Neumann el6tt csak pszichologiailag vizsgdltak a jatékokat, és az 6
érdemében allt hogy a bonyolult eltéréseket mutato jatékokat matematikai struktiraba
foglalja.

Evfolyammunkam célja a jatékelmélet alapjainak és a stratégiai jatékok megolddsdinak

moédszereinek elsajatitasa,bemutatésa.



1. A matematikai jaték elemzése

A matematikai jaték - két vagy akdar harom ember jdtéka. A jatékosok egymds utdan
lépnek, és egyik sem hadhatja ki a 1épést - a jatékosok becsiiletesen, a legjobb médon
jatszanak. Az ilyen jatékokban meg lehet hatdrozni a végeredményt, azaz megjésolni
valamelyik jatékos gy6zelmét vagy akar a dontetlen végeredményt is. A jaték problémdjandk
megolddsdhoz az egyik jatékosnak meg kell fogalmaznia az egyik nyerd stratégidt, és
bebizonyitani annak miikodését hogy ez a stratégia tényleges nyereséghez vezet.

A jatékosok bizonyos akcickat (mozdulatokat) felvéltva hajtanak végre bizonyos szabalyok
szerint. A jaték minden pontjan az allapotot egy pozicié jellemzi, amely csak a
jatékosok 1épéseitdl fiiggden vialtozhat. Ezek kozott az is szerepel hogy a jatékos mi-
lyen szabdlyok szerint lesz nyertes vagy vesztes(egyes jatékokban akér a dontetlent
is). Es persze minden jatékos célja a gyézelem. Ha az egyik jatékos tud ugy csele-
kedni, hogy az ellenfélnek lépéseitdl fliggéen is gy6zni tud, akkor erre azt mondjdk
hogy nyer§ stratégidja van. Barmilyen matematikai jatékban vagy az egyik vagy a
méasik jatékosnak létezik nyerd stratégidja. Minden matematikai jatékban van egy
nyer$ stratégia az egyik jatékos szamadra, vagy egy dontetlen stratégia. mindkettére
(ha a jaték lehet6vé teszi a dontetlent). A nyertes stratégia megtaldldsahoz a kovetkezd

otletek haszndlhatoak:
* Megfeleltetés: Egy megfelels sikeres 1épés jelenléte.

* Végérsl valo megoldds: A jatékot indit6 gydzelmi és vereségi pozicidk kovetkezetesen
hatarozédnak meg. A kovetkezd pozicié akkor gy6ztes, ha abbdl elére meg-
hatarozott vereség-poziciét lehet megszerezni, és vereség, ha ebbdl barmely 1épés

elére meghatdarozott gy6zelmi poziciéhoz vezet.

» A lépés dtaddsa: Ha hasznalhatjuk az ellenség stratégidjat, akkor a mi ligyeink
nem rosszabbak, mint az 6vé. Példdul a gy6zelem (vagy dontetlen) akkor biz-
tositott, ha énként keriilhet valamilyen pozicidba, vagy kényszeritheti az ellenfe-

let, hogy bejusson abba.



2. Kombinatérikus jatékok

2.1. Nyeré stratégia 1étezése

A jatékelmélet a konfliktusos helyzetek résztvevéinek viselkedési szabdlyainak mate-
matikai elemzésére és értékelésére szolgdlé maédszerek Osszessége. Minden konfliktusos
helyzet két vagy tobb résztvevd (jatékos) kolesonhatasat jelenti annak érdekében, hogy
mindegyikiik elérje céljat.A jatékosok ellentétes érdekei konfliktusos helyzetet teremte-
nek. A jdtékos cél elérésének szintje, azaz a jatékban valé részvételének végeredménye
mind az el6re nem lathato helyzetektGl, mind a jaték tobbi résztvevdjének viselkedésétol
fiigg. A jaték minden résztvevdije természetesen azt akarja, hogy a legnagyobb hasznot
magdnak. Természetesen a jatékban résztvevk mindegyike a legtébb hasznot szeretné
elérni. [1]

Megkoveteljiik a kovetkez6 tulajdonsagokat:
e Szekvencidlis és kétszemélyes , tehdt a jatékosok felvaltva lépnek.

* Adott egy (V, F) irdnyitott graf. Lehetséges pozicick halmaza(vagy végtelen) a V.
Az egy pontbdl kiindulé élek a lehetséges lépéseknek felelnek meg, és teljesitenie

kell a allabiakat:

— A jaték végesfoki: vagyis minden allashdl csak véges sok masik dllomédsha

lehet 1épni, tehdt a grafunkban minden pont kifoka véges

— A jéték véges: véges sok lépésen beliil tetszéleges dllasbol véget ér a jaték,

vagyis akdrhogyan is jatszanak nincs végtelen hosszi irdnyitott séte a grafban.

» Nagyobbrészt adott egy po kezd6pont(kezdGallds) is, a jaték paramétereként, ami
el6fordulhat hogy egy konkrét &llas(példdul mint a sakknal) vagy egy szabadon
vélasztott V [1]

e Két kimenetele van a jatéknak: vagy nyer az egyik jatékos és veszit a madsik,
vagy a kimenenetel dontetlen lesz. A jaték végallapotai a nyel6k: azok az elemei
V-nek melyb6l nem vezet kifelé él. E nyel6kre adott, hogy milyen tipusi: N,
P, vagy esetleg D. Ha az utolsé lépéssel rendelkezd jatékos N-beli nyelébe 1ép,
akkor 6 a vesztes, ha P-belibe 1ép akkor nyer, végiil ha D-belibe akkor a jaték



végeredménye dontetlen lesz. Amennyiben minden nyelé P-tipusi, akkor éles
normaél jatékrél beszéliink, és hogyha mindegyik N tipusu betli jatékrol van szo.
Ha felvesziink egy 1ij P tipusi t nyel6t, és minden eredeti nyel6b6l huzzunk egy
élt t-be, akkor észre lehet venni hogy a betli jatékok is modellezhet6k normél
jatékként. [I]

1. Definicié. Személytelennek nevezziik azt a jdatékot melyben szabadon vélasztott

kezdgallast engediink.

Példaul partizdn jatékokban mindkét jatékos szerepe eltérd, vagyis adott a pozicidk
egy (V1,Va) particidja, ahol a V; eleme az i jitékos helyzetének felel meg. Vagy-
is a Vj allasbol csak Vs-be lehet haladniés V5-bdl azonban csak Vi-be. Példaként
a sakk is egy partizdn jaték, mivel ugye egy tdbladllasb6l méds labladllasokban me-
hetiink at.. Kozelebrél vizsgalva a sakkot elsé kozelitésben poziciénak a tabla egy le-
hetséges dllasat tekintjiik, azzal a plusz informédciéval, hogy melyik jatékos kovetkezik.
(Egyes poziciokbol tehdt csak a sotét, a tobbibdl csak a vildgos jatékos szaméra adott
lépési lehetGség.) Ebben az esetben a jaték nem lenne véges, mivel ugyanaz az &llas
végtelen sokszor megismétlGdhetne. A sakk végességét két szabdly garantdlja: a jaték
dontetlennel végz&dik, ha haromszor is bekovetkezik ugyanaz a tdblaallds, vagy ha
otven lépés sordan nem torténik ités vagy gyaloglépés. Ezen szabdlyokat is figyelembe
véve, a pozicionak a tabladllason és a kdévetkezs jatékos megnevezésén kiviil tartal-
maznia kell azt az informéciét, hogy az adott dllas hanyszor szerepelt, és hogy mikor
tortént legutobb iités vagy gyaloglépés (és még par tovabbi informéciot, pl. tortént-e
mar séncolds). [I]

Stratégia alatt egy V' — V fiiggvényt értiink, amely minden V-beli helyzethez, amelyik
nem nyeld, hozzarendeli az egyik ki-szomszédjat: vagyis tetsz6leges dllashoz hozzdrendeliink
egyet a lehetséges 1épések koziil. Egy jatékos koveti az adott stratégiat, ha mindig a
stratégia dltal kijelolt poziciéba lép. Nyer6 egy stratégia, ha 6t kdvetve mindig nyerni
tudunk, akarmit is Iépjen kdzben a médsik jatékos. A kovetkezs tétel a kombinatorikus
jatékelmélet alaptételének tekinthets. A bizonyitds moédszere a bevezetd gondolatme-

net dltaldnositésa, a visszafejtés (angolul backward tracking) [I]

1. Tétel. Minden éles kombinatorikus jatékban pontosan az egyik jatékosnak van nyerd
stratégidja. Minden kombinatorikus jatékban vagy az egyik jatékosnak van nyers

stratégidja, vagy mindkettének van nem veszts stratégidja. [1]
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Bizonyitds: Nyilvdanval6éan mindkétt jatékosnak nem lehet nyerd stratégidja,
mivelhogy ekkor ha mindegyikdjiik nyerd stratégia szerint jatszanak, ebbdl kifolydlag

mindketten nyernek, ami képtelenség. Ezért sziikségiink lesz a kovetkezd lemmara:

2. Lemma. Véges és végesfoki jatékban minden p poziciéra létezik egy 5(p) szdm, hogy

p-bél indulva 3(p) lépésen beliil mindenképp véget ér a jaték. [I]

Bizonyitas: A végesfokdsdgot hasznaljuk ki a vegesség mellett. Fel tessziik indi-
rekten, hogy po := p-bél indulva, hogy a tehetséges jatékok hossza nem korldtos. Ebbdl
kovetkezGen a . jatékos a végfokusdg miatt kizdrolag véges sok lépés koziil valaszhat.
Tehét ezek kozt kell legyen egy olyan p;, ahonnan még tetszéleges hosszu jaték le-
hetséges, és ugyanezzel az érveléssel taldlunk egy ugyanolyan po-t. Ha igy folytatva
egy pi, P2, Ps, --- ellentmondast kapunk a végességgel, mivel végtelen jatékmenetet ka-
punk. S6t, a kiilonféle p;-k egybeeshetnek, példdul lehet, hogy korbe-koérbe megyiink
egy koron. Vélasszunk egy legkisevv értéket, amely a lemma feltételeit teljesiti: B(p).
Ez tehat a p-bdl indulva jatszhaté leghosszabb jaték hossza. Minden pg € FE élre
B(q) < B(p) — 1. Ha p végdllas, az épp azt jelenti, hogy a kifoka nulla, vagyis 5(p). [1]

2. Definicié. A 2. lemmadban szerepl6 tulajdonsdaggal rendelkezé jatékot korlatos lépésszamunak

nevezzik.

Lassuk be a tételt el6szor éles normal jatékokra. Célunk az, hogy V-t N és P
halmazok unigjara bontsuk tgy, hogy pontosan az N-beli dlldsokbdl nyerhessen min-
dig a soron kovetkezd jatékos. A kivant tulajdonsig ehhez az, hogy N-beli poziciébdl
menjen él P-belibe, P-belib6l viszont csak N-belibe lehessen lépni. Ekkor egy N-
beli pozicioban az elsé jatékosank nyerd stratégidja az, hogy N-belib6l mindig vala-
mely P-belibe 1épiink, P-belib6l pedig barhova; és egy ugyanilyen stratégia egy N-beli
poziciébdl indulva a mésodik jatékosnak nyerd stratégia. A beosztast [(p) szerinti
indukciéval végezziik. A végallapotokat, vagyis amikre S(p) = 0, helyezziik P-be.
Tegyiik fel, hogy minden olyan ¢-t, amire 5(q) < 5(p), mér besoroltunk P-be vagy
N-be; példaul minden olyan ¢-t is, melyre pqg € E. Ha létezik legaldbb egy pq € E
lehetséges 1épés, amelyre pg € E, akkor helyezziik p-t N-be. Ha minden pq € FE élre
qg € N, akkor helyezziik p-t P-be. Ezdltal a teljes V-t két halmazra osztottuk. A
bizonyitast a 1. dbra szemlélteti a 2 x 3-as mérgezett csoki jatékra. Nem éles jatékok

esetén a poziciokat harom osztalyba osztjuk: N,P és D. D azon éllasokat tartalmazza,
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ahonnan indulva mindketten garantélni tudjék a legalabb dontetlen kimenetelt (de nem
tudja garantdlni a gyézelmet). Ismét G(p) szerinti indukciéval osztjuk be a pozicidkat.
A nyel6k mar be vannak osztva. Az éles esettel megegyezden, ha létezik legalabb egy
pq € E lehetséges 1épés, amelyre ¢ € P, akkor helyezziik p-t N-be. Ha nincs ilyen
q, de létezik legalabb egy olyan, amelyre ¢ € D, akkor helyezziik ¢-t D-be. Végiil ha
egyik eset sem teljesiil, vagyis minden pq € E élre ¢ € N, akkor helyezziik p-t P-be.
Ezaltal D-beli poziciébdl indulva mindenképp D-beli poziciéba érdemes lépni, kiilénben
atadjuk a masik jatékosnak a nyerési lehet&séget. Eles jatékra a bizonyitdsban szerepls
P halmazt a jaték magjanak nevezziik (vagyis azt az egyértelmi P C V halmazt, amire
P-belibsl csak V' P-belibe lehet 1épni, de V' P-belibél lehet P-belibe lépni). Egy allas

tipusanak nevezziik P, N és D koziil azt, amelyikben benne van. [I]

Np)

1. abra

1. dbra. Irdnyitott graf
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3. A Nash-egyensuly fogalma

Tegyiik fel, hogy valamilyen megfontolds, elmélet, esetleg intuicié vagy konvencié alapjan

azt gondoljuk, hogy egy adott s stratégiaprofilt tekintiink egy G = S1, ..., Su; f1, -5 [

jaték megoldasdanak. Ezt a megolddst akkor tekinthetjiik "stabilnak" vagy "6nmegvalésiténak”
(self enforcing), ha tetszélegesleges i jatékos (¢ = 1,2,...,n) nem tudja a kifizetését
novelni azzal, hogy a sajat s; komponensét s-bdl megvéltoztatja, feltéve, hogy a tobbiek

az s_; csonka stratégiaprofilt jatsszak. A Nash-egyensiily pontosan ezt a "stabilitast"

testesiti meg. [9]

3. Definicié. Legyen G = Sy, ..., Su; f1, -+, fn €8y n-személyes nem kooperativ jaték
normdl forméban. Egy s* stratégiaprofilt Nash-egyensilypontnak (N EP) neveziink,
ha a kiovetkezs egyenl6tlenség fenndll: f;(s*;, s*_;) > fi(s;,s*_;), minden s; € S; és

minden i = 1 [9]

A definici6 tovdbb erdsithets (sziikiti az egyensilypontok halmazét), ha a (gyengén)

domindldst is megkoveteljiik.

4. Definicié. Az s* € S stratégiaprofilt domindns Nash-egyensilynakpontnak (DN E P)
nevezziik, ha f;(s*;,s* ;) > fi(si;,s*_;) minden s; € S; stratégiaprofil és minden ¢ =

1,...,n esetén. [9)

Példaul a fogolydilemma jatékban a (V, V) stratégiaparos egy DN EP. Altalaban
nem elég, ha azt tessziik fel, hogy a jatékosok csak Nashegyensiilyhoz tartozo stratégiat
jatszanak. Lehetséges ugyanis, hogy a jatékban tébb N E P is van, ilyenkor elképzelhetd,
hogy mindegyik jatékos egy olyan stratégiat jatszik, amely egy NEP része, de a
vélasztott stratégidk egyiittese (a kialakuld stratégiaprol) nem alkot N EP-et. |9]

5. Definicié. Ha s = (s1,...8,) és t = (t1,....,t,) a G = (S1, ..., Sn; f1, .oy fr) jaték két
NEP-je, és u = (uq,...,uy,), ahol u; € (s;,t;),i = 1,...,n, szintén NEP, akkor azt
mondjuk hogy s és t felcserélhetGek. Ha a G jdtéknak csak egyetlen NEP-je van,

vagy barmely két N EP-je felcserélhets, akkor azt mondjuk, hogy G rendelkezik a
felcserélhetdségi tulajdonsaggal. [9]

6. Definicié. A G = (51, S9; f1, f2) kétszemélyes jdtékot antoganisztikusnak neveziink,
ha barmely s1,t; € S és so, 19 € Sy stratégiapdrosra fendll, hogy fi(s1, s2) > fi(t1,t2) <
fa(s1,82) > falta, t2) [9]
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3. Tétel. Minden antagonisztikus jaték rendelkezik a felcserélhetGségi tulajdonsdggal

és minden N E P-ben mindkét jatékos kifizetsfiiggvény-értéke azonos. [9]
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4. Stratégiai jatékok

Az eddig ldatott kombinatorikus jatékok alapvet6 objektuma a pozicidkat és lépéseket
leiré (V, E) irdnyitott graf volt. Feltételeztiik, hogy két jatékos van, akik felviltva
lépnek. Szamos kozismert jaték nem irhaté le ebben a keretben: kezdjiik a ké-papir-

olléval, ami leirhaté a kovetkezé tabldazattal. A gyGztes egy, a vesztes minusz egy

Ko Papir olla
Kd 0,0 -1,1 1,-1
Papir 1,-1 0,0 -1,1
ollé 1,1 1,-1 0,0

2. abra. Ké&-papir-ollé

pontot kap, a dontetlen nulla pontot ér mindkettejiiknek. A tdbldzat sorai az elsd,
oszlopai a masodik jatékos egyes dontési lehetGségeit jelentik; az egyes poziciékban
levé szamparok elemei az elsd, illetve a masodik jatékos pontszaméat adjak meg az
adott kimenetelnél. Ezt a tabldzatos dbrdzoldsi format a jaték normal formdjanak,
nyereségmatrixanak vagy kifizetési matrixanak fogjuk nevezni. Ez egy véges, deter-
minisztikus, kétszemélyes, nulla-6sszegii, szimmetrikus, teljes informécids, egylépéses,
szinkron jaték. Megadunk egy formadlis modellt, amit a kovetkezGkben véges stratégiai

jaték alatt fogunk érteni. [I]
» Véges sok, n jatékos van.

* Az1. jatékoshoz adott egy véges S; halmaz, aminek elemeit a jatékos stratégidinak

nevezziik.

e A jaték egy lehetséges kimenetele az, hogy minden jatékos valaszt egyszerre egy-
egy stratégiat. A kimenetelek halmaza tehat S := S1x55%...S,,. A kimeneteleket

mds néven stratégiavdlasztdsoknak hivjuk.

* Feltessziik, hogy a jatékosok a kimenetelekhez hozza tudnak rendelni egy valds
szamot, hogy mennyi a nyereségiik ebben a helyzetben. Az i. jatékos nyereségét az
u; : S — R nyereségfiiggvény irja le. A veszteség negativ értékii nyereség, a nulla
kimenetel pedig semlegesnek szamit. Minden jatékos célja a sajit nyereségének

maximalizélédsa.
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* A jaték egylépéses szinkron: a jatékosok egyszerre valasztjak ki egy-egy stratégidjukat,

a tobbiek dontésétdl fliggetleniil.

e A jaték teljes informdciés: minden jatékos ismeri az Osszes S; halmazt és wu;

nyereségfiiggvényt.

o A jdtékelmélet fontos feltételezése a jitékosok racionalitdsa. Ebbe beleértjiik
egyrészt, hogy a jatékosok tisztaban vannak a sajat preferencidikkal illetve célfiiggvényiikkel;
tisztdban vannak sajat lehetséges dontéseikkel; arra torekszenek, hogy a célfiiggvényiiket
maximalizaljak, és az ehhez vezet6 lehetséges legjobb dontéseket hozzdk a ren-
delkezésre dll6 informdciok alapjan. A racionalitdshoz szorosan kapcsol6dé, itt
éppen csak érintett fogalom a racionalitds koztuddsa: amellett, hogy a jatékosok
raciondlisak, tudjdk egymadsrol is, hogy raciondlisak, tudjik azt, hogy mindenki

mds tudja hogy a tobbiek raciondlisak, és igy tovabb a végtelenségig [1]

A jaték determinisztikussaga alatt azt értjiik, hogy a jaték szabalyai kozt semmilyen
véletlen tényez$ nem szerepel (ellentétben a kartyajatékokkal); azt viszont meg fogjuk
engedni, hogy az egyes jatékosok a sajat dontésiik meghozataldhoz a véletlent (pl.

pénzfeldobas) hivjak segitségiil. [I]

kimenetelnél nulla, tehat egymdas kdrara tudnak nyerni.

Véges stratégiai jaték mellett végtelennel is fogunk taldlkozni, amikor a jatékosok

szdma vagy a stratégiahlamazok mérete végtelen. [1]

4.1. Szimmetrikus stratégia

Vegyiink most egy tetszéleges véges kétszemélyes jatékot, amelyikben az els6 jatékosnak
n, a masodiknak m kiilénboz6 stratégidja van. A nyereségeiket az A; illetve Ay n X

m-es métrixokkal frhatjuk le. (0-Osszegii jatéknal A; = —A;.)

8. Definici6. Szimmetrikusnak nevezziik a jatékot, ha n = m és Ay, = AT, (vagy lehet

gy permutdlni a sorokat és oszlopokat, hogy ez teljesiiljon). [1]

Ilyenek voltak példdul: ké-papirolld, fogolydilemma, héja-galamb. A szim-

metrikus stratégidk a kiinduldsi pozicié szimmetridjan alapulnak. Az ilyen feladatok
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megolddsdnak elemzése azt mutatja, hogy a szimmetrikus kiinduldsi poziciéval ren-
delkezd jatékokban leginkdbb az nyer, aki nem sérti a szimmetridjat, és az ellenfél
altal megsértett szimmetridt a kiinduldsi vagy jaték pozici6ja helyredllithatja. Vegyiik
észre, hogy ha ugyanazt az M szdamot hozzdadjuk A; és A; minden eleméhez, akkor a
stratégidkat illetGen semmi nem véltozik: pontosan ugyanazok lesznek a két jatékban
a Nash-egyensilyok. Eppen ezért a tovabbiakban azt is feltehetjiik (egy kellen nagy
szam hozzdaddsaval), hogy mind A;, mind A; minden eleme szigorian pozitiv. A
kovetkez6 lemma azt mutatja, hogy ha egy szimmetrikus kétszemélyes jatékban tu-
dunk szimmetrikus Nash-egyensilyt taldlni, akkor tetszGleges kétszemélyes jatékban is

tudunk. [I]

9. Definicié. Egy kétszemélyes jatékot szimmetrikusnak nevezziik, ha a jatékosok stratégia-
halmaza azonos: S; = Ss; és hasznossédgfiiggvényiik szimmetrikus egymdsra: u(sq, s2) =

UQ(SQ, 82). [3]

10. Definicié. Egy kétszemélyes jaték szimmetrikus, ha a két jatékos stratégidinak a
halmaza kozt van egy bijekcié gy, hogy felcserélve Gket a mdsik jatékos nyereségeit

kapjuk.

11. Definicié. Egy Nash-egyensiilyt szimmetrikusnak neveziink, ha a két jatékos egyensilyi

stratégidja azonos: s*; = s*5 [3]

4. Tétel. Minden szimmetrikus jatéknak van legaldabb egy szimmetrikus Nash-egyensiilya.

131
5. Tétel. Kétszemélyes szimmetrikus nulladsszegt jatékban [3]
* a jaték értéke nulla: v = 0;
* a két jatékos egyensiilyi stratégiahalmazai azonosak: F; = Fj.

Bizonyitas:
1) A szimmetrikussdg és a nulladsszegiiség feltevése szerint u(s,s) = -u(s,s), tehdt

u(s, s) = 0. Indirekt médon bizonyitunk: ha v = u(s*y, s*5) > 0 akkor 0 < u(s*;, s%2) <
(s™1

s*1,5%1) = 0, elletmondds. A negativ érték hasonlé ellentmonddshoz vezet. [3]

I~

2) Legyen (s*1, s*2) egy Nash-egyensiily. A szimmetria értelmében (s*,, s*1) is egyensily.

13l
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4.2. Paros stratégia

A péros stratégia alkalmazdasa munkigényesebb folyamat, ezért a jatékelméletben nem
terjedt el olyan széles korben, mint a szimmetrikus stratégia. Azonban érdemes megis-
merni, mert bizonyos tipusu feladatoknal enélkiil nehéz a siker. A szimmetrikus és paros
stratégiak alkalmazdsa utdn az interaktiv "tdblas" jatékok soran, logikus lenne még
néhany példat hozni olyan feladatokra, amelyek nem férnek bele ebbe az elrendezésbe.
Ez ismét megmutatja, hogy a jatékstratégia megvdlasztasa csak a jatékos intuicigjatol,
képességeitdl és gondolkodasatdl fiigg, és a kiilonbozé tipusi stratégiak, mint példdul a
fentebb targyalt, csak lehetGvé teszik szamara, hogy gyorsan és hatékonyan osztalyozza

a jaték tipusat és épitését ezen az alapon.
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5. Feladatok megoldésa

1. Feladat. Egy jatékhoz sziikséges tabla egy (2 x n) kiterjedésii téglalap, ami (1 x 1)-es
négyzetekre van osztva, n pedig egy természetes szam. Két jatékos egymds utan befest
vagy egy festetlen négyzetet, vagy két (vizszintesen vagy fiiggdlegesen) szomszédos

festetlen mez6t. Az a jatékos veszit, aki nem tud tobbet lépni.

Megoldas: Ha egy paratlan szam, akkor a kezd§ jatékos a nyerd — az elsé 1épése
pedig, hogy befesti a két kozépsonégyzetet, ami két egyenls részre osztja a tablat.
Ezutdn mar csak szimmetrikusan kovetnie kell a médsodik jatékos lépéseit. n Ha egy
paros szam, akkor a méasodik jatékos a nyers — csak a kezdd jatékos lépéseit kell kbvetnie

szimmetrikusan a tabla kozéppontjira nézve.

2. Feladat. Két jatékos fényszorokat helyez el a: 1) k x k ; ii) 2 x k kiterjedésii téglalapok
egység-négyzetein. Minden fényszéré kivilagit minden négyzetet, ami nem balra vagy
nem feljebb van attél. Minden 1épésben legaldbb egy 1j négyzetet ki kell vilagitani. Az
a jatékos veszit, aki a bal fels§ sarokba tesz egy fényszorét. Melyik jatékosnak lehet

nyer$ stratégidja és hogyan?

Megoldds: A kezd jatékos a nyers. Az els6 lépése, hogy kivildgitsa a lehetd
legnagyobb négyzetet, ami nem egyezik meg a megadottal. Ezutdn pedig a szimmet-
rikus stratégiat kell kovetnie. ii) Ttt is a kezdd jdtékos a nyerd. Itt sziikséges, hogy
indukciot hasznaljunk. Az els6 1épése a jobb alsé sarok. Ezutdn pedig a kivildgitott

mezGket minden lépésével egy “sarok nélkiili téglalappd” egésziti ki.

3. Feladat. Két jatékos felvaltva tesz filléreket a kerek asztalra, hogy ne fedjék egymast.

A vesztes az, aki nem tudja megtenni a kovetkezs 1épést.

Megoldds: Az els6 jatékos nyer. Az elsé mozdulattal dgy helyezi el az érmét,
hogy az érme kozepe egybeesik az asztal kdzepével. Ezutdn a masodik jatékos minden
1épésénél az els6 jatékos egy érmét helyez el szimmetrikusan a masodik jatékos dltal
az asztal kozepére helyezett érmére. Ha lehetséges a mésodik jdtékos lépése, akkor

lehetséges az elsd 1épése is.

4. Feladat. Egy lany és egy fiu felvaltva rajzol atlokat egy szabdlyos 24. szogben, gy
hogy ne metsszék egymast. Az nyer, aki az utolsé ilyen &tlét behiizza. Hogyan nyerjen

a lany, ha 6 kezdi a jatékot?
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Megoldés: A szabdlyos 24. szog egy kozpontilag-szimetrikus alakzat. Ezért a
lanynak elGszor dtlot kell rajzolnia a 24-es sz6g szimmetriakozéppontjan keresztiil(azért
létezik, mert a 24 pédros szam), majd a fii minden mozdulata utén rajzoljon egy &tlét,
amely kozépen szimmetrikus a fii altal éppen megrajzolt dtléhoz. Nyilvanvalé, hogy
a lany minden mozdulata utdn a mar elhaszndlt atlok halmaza szimmetrikus. Mivel
a lépése soran a fii a kett6 koziil az egyikbe atlot hiz a 24-szog fele, ezért a lanynak
mindig lesz lehetdsége a masodik felében szimmetrikus atlét hiizni. Tehat akarhogyan

jatszik a fid, nem fogja tudni megrajzolni az utolsé atlot, vagyis a lany nyer.

5. Feladat. Két kupacban didk vannak, az egyikben 24. a masikban pedig - 19. Egy
lany és egy fii a kovetkezd jatékot taldltdak ki: mindketten sorban lépnek, melyben az
egyik kupachdl el kell venni, a masikat pedig barmely két részre osztani. Az aki nem
fogja tudni két részre osztani a kupacot, mert mdr csak 1 dié maradt, vesziteni fog.

Hogyan nyerjen a lany, ha 6 kezdi a jatékot?

Megoldéds: A lanynak paratlan szami diét kell felszednie, azaz 19. diét, és a
24. diés csomot két részre kell osztania, amelyekben pdratlan szami dié lesz mivel
barmely pédros szam megadhaté két paratlan vagy két pdros szam Osszegeként. A fiu
felveszi az egyik kupacot, a masodik kupacot pedig paratlan szdmi diéval kettéosztja,
az egyik paros szdmu, a mésik paratlan mivel barmely pdratlan szam megadhat6 paros
és paratlan Osszegeként. A lany ismét a paratlan szamui kupacot veszi el, és egy paros
szamu csom6t tjra paratlan mennyiségiire osszt..és igy tovabb. A lany gy fog nyerni,

ha minden 1épés utan paratlan szamu diét hagy.

6. Feladat. A h8 mez6n a sakktdbldn egy bédstya dll. Egy 1épés alatt csak jobbra vagy
balra lehet mozgatni akdrmennyi mezén dt. Az veszit akinek nincs hova lépnie. Ki

nyer a megfelel§ stratégiaval: a kezd§ vagy a tdrsa?

Megoldds: Mindig az mésodik fog nyerni. Mivel a bdstydnk h8 mezén all, és
balra vagy lefele lehet haladni, a médsodik jatékos mindig nyerni fog. A stratégidja
a kovetkezG: minden egyes lépésével a bastyat a sakktabla atléjara kell visszaraknia.
Példdul ha az elsG jatékos 1ép lefele négyet, ekkor a h4 mezdén lesz. A médsodik jatékos
a stratégidja alapjan az atléra rakja, ami azt jelenti hogy a d4 mez6n all. Tovabb az
elsg jatékos 1ép harmat ballra, tehdz a4. A masodik jatékos az dtlora rakja megint, ami
pedig az al mez6 lesz. EbbGl méar latni hogy a masodik jatékos gy6zott, mivel az elsG

jatékos nem tud lépni se lefele, se balra.
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7. Feladat. Az 1 x 103 szalag egyik végén egy fekete bébi 4ll, a masikon pedig egy fehér.
Ketten felvéltva lépnek a bdbujukkal 1, 2, 3 vagy 4 cellian bérmilyen iranyba(a babun
atugrani tilos). Az veszit, aki nem tud hova lépni. Ki nyer a megfelel§ stratégidval: a

kezd6 vagy a tarsa?

Megoldas: Mindig az els6 nyerni. Mivelhogy maximum négyet tudunk 1épni,
ezért az els6 jatékos mindig 5-el oszhatéra egésziti a kozottiik 16ve celldk szamat. Emi-
att a kozottiik 16v6 tavolsag folyamatosan csdkkeni fog ameddig a masodik jatékosnak

nem lesz lehetGsége 1épést végezni.

8. Feladat. A tabldra 63 és 55 szdmok vannak irva. Egy lépéssel még egy szdmot lehet
hozzdadni, ami két mar felirt szam kiilonbsége. A tablan 1év6 szamokat nem szabad

megismételni. Aki nem tud adni ilyen szdmot, az veszit.

Megoldds: Az sszes szamot megfogjuk kapni 1-t6l 63-ig, ez egy paratlan szam
ezért a masodik jatékos nem fog tudni felirni 4j szdmot. Tehat mindig az els6 1ép6 fog

nyerni, a masodik jatékos stratégiatdl fiiggetleniil.

9. Feladat. n darab dobozban, 2n darab cukorka van. Két jatékos felviltva vesz egy
édességet. Ha az utolsé két cukorka kiilonb6z& dobozokban van, akkor az els6 nyer,

ellenkez6 esetben a masodik. Ki nyer a megfelels stratégidaval: a kezd6 vagy a tdrsa?

Megoldds: A masodik jatékos fog mindig nyerni, annak a stratégia alapjan
hogy ugyanabbdl 1ddabol kiveszi a cukorkat. Tegyiik fel van 6. lada, és mindegyik

laddban van 2 cukorkat, vagyis Osszesen 12 cukorka. Az els§ jatékos lépése utdn az
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egyik laddban egy cukorka maradt. A masodik jatékos ennek elvétele utdn nem marad
a laddban cukorka. Ezutan ezt ismételve a masodik jatékos megfossza az els6t a nyerés

esetétdl, azaz hogy a két utolsé cukorka két kiilonboz6 laddban legyen.
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Osszegzés

Egy matematikai versenyfeladat - fokozottan 6sszetett probléma, nem szabvanyos mind
a megfogalmazds, mind a megoldasi médszerek tekintetében. A versenyfeladatok kozott
akadnak szokatlan Otleteket, specidlis médszereket igényld, illetve standardabb, de ezek
egy része eredeti modszerekkel is megoldhato.

Véleményem szerint a jatékelmélet mint 4g a matematikaban fontos szerepet tolt be. A
problémamegoldé képesség a matematikai fejlettség szintjének, a tananyag mélységének
egyik f6 mutatéja. Az iskolai kurzusban a matematika, a fizika és az informatika képzése
sok id6t kap, de az ilyen képzés 6 modszere, hogy bemutatja bizonyos tipusi problémédk
megolddsdnak modjait, és nem ad olyan tuddst, amelyre nagyon sziiksége van, mint
példaul az elemzés és megoldas. Eppen ezért igen fontos ennek a matematikai dgnak a
megismerése vagy akar elsajatitdsa.

Elsajatitottam a stratégiai versenyfeladatok megoldasainak maodszereit, illetve konkrét
példakon keresztiil bemutattam ezek miikddését. A szakdolgozat megirdsakor kitiizott

célokat elértem.
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Pesrome

OmimmiaznHa 3a1a4a 3 MaTeMaTHKU — 1€ 3aja4a ITiIBUIIEHOI CKIIQJHOCTI, HECTaHIapTHA SK 32
(dhopmyTIOBaHHSAM, Tak 1 32 MeToJaMu po3B’s3aHHs. Cepen oiMIIiaHuX 3a71a4d 3yCTPIYaroThCs
TaKi, JUIs pO3B’s3aHHS SAKUX IMOTPIOHI HE3BUUHI 1/1e1 Ta crieniagbHi METOI, TaK 1 3a/1a4l O1IbII

CTaHJApTHI, aje AesKi 13 HUX MOKHA PO3B’s3aTH OPUTIHAJIBHUMHU CIIOCOOAMHU.

Teopist irop Bigirpae BaXJIMBY POJIb B MaTEMaTHIIl. 3AATHICTh BUPIIITYBATH MPOOJIEMHU € OJTHUM
3 OCHOBHHX TIOKa3HHKIB PiBHS MATEMaTUYHOTO PO3BUTKY Ta TIIMOWHU HaBYAIILHOTO TuTany. Ha
HaBYaHHS MAaTEeMAaTUKH, (13UKH Ta iIHPOPMATUKH JA€THCS 6araTo 4acy, ajie OCHOBHUM METOJIOM
TAKOTO HaBYAHHS € O3HAMOMIICHHS 3 CIIOCOOAMHU BHPIIIEHHS MEBHUX BHIIB MPOOJIEM 1 HE JIa€
3HaHb, fIKI JQyXe MOTpiOHI, HampuKiIaid, aHami3 i pimeHHsa. CaMe TOMYy BaXJIMBO 3HATH 1

pOSy'MiTI/I [0 rajly3b MaTCMaTUKH.

51 ocBOiB MeTOIM PO3B’SI3yBaHHS IMIKUTLHUX OJIIMITIaZax 3a/Jad Ha CTPATETii0, TAKOXK, IMOKA3aB
iXxHe QYHKIIOHYBaHHS KOHKPETHUMH NpPUKIaTaMH. Yl MOCTaBIeH] 1Tl OyJIM TOCSITHYTI MijJ

Yyac BUKOHAHHS JUIIIIOMHOIT pO6OTI/I.
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Mowyk 36iriB 3 BibnioTekolo He NnpoBoAUBCA

0% UutaT

BunyyeHHs uuTaT BUMKHEHE

Buny4yeHHsa cnucky 6ibniorpadivyHMx nocunaHb BUMKHeHe
0%
BunyueHb

HemMae BunyuyeHux pgxepen



Nyilatkozat

Alulirott, Zanyik Patrik, 014. Kozépiskolai oktatas (Matematika) képzési program
hallgatoja, kijelentem, hogy a dolgozatomat a II. Rakéczi Ferenc Karpataljai Magyar
Fdiskolan, a Matematika és Informatika Tanszéken készitettem, 014. Kozépiskolai
oktatas (Matematika) BSc diploma megszerzése végett.

Kijelentem, hogy a dolgozatot mas szakon kordbban nem védtem meg, sajat
munkam eredménye, €s csak a hivatkozott forrasokat (szakirodalom, eszkozok stb.)
hasznaltam fel.

Tudomaésul veszem, hogy dolgozatomat a II. Rakoczi Ferenc Karpataljai Magyar

Fdiskola konyvtaraban a kdlesondzhetd konyvek kozott helyezik el.
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