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szerében . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

4 Gyakorlati rész 30
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Вступ

Дана робота присвячена дослiдженню пов’язаним з методикою навчання
основ диференцiального та iнтегрального числення в загальноосвiтнiх шко-
лах.

Актуальнiсть теми полягає в тому, що в сучасному свiтi володiння мате-
матичними знаннями має велике значення, отже вивчати основи потрiбно
ще в школi.
За допомогою похiдної та диференцiального числення можемо дослiджува-
ти функцiї, а користуючись iнтегральним численням обчислювати площi та
об’єми тiл.
Такi числення використовують для розв’язання рiзних завдань.

Мета роботи полягає у вивченнi методики навчання основ диференцiаль-
ного та iнтегрального числення. Опрацьованi матерiали використати для
розв’язання практичних завдань.

Для виконання зазначеної мети служать такi завдання як:

1. вивчення методики навчання

2. ознайомлення з формуванням основних компетентностей

3. дослiдження методiв навчання основ даних числень

4. застосування опрацьованого матерiалу в завданнях

Робота базується на пiдручниках для загальноосвiтнiх шкiл десятого та оди-
надцятого класу.
Дослiдження вибраної теми складається з наступних частин:

1. теоретичнi основи

2. методика навчання основ диференцiального та iнтегрального числен-
ня

3. практична частина
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Bevezető

Szakdolgozatom a differenciál- és integrálszámı́tás alapjai középiskolai oktatási
módszereivel kapcsolatos kutatással foglalkozik.

A téma aktualitása abban rejlik, hogy világunkban nagy jelentőséggel b́ırnak
a matematikai ismerek, tehát az alapok megtanulását már az iskolában el kell
kezdeni.

A derivált és differenciálszámı́tás seǵıtségével függvényeket vizsgálhatunk, az
integrálszámı́tás használatával pedig a testek területét és térfogatát számı́thatjuk
ki. Ilyen számı́tásokat különböző t́ıpusú feladatok megoldásához használhatunk.

A szakdolgozatom célja a differenciál-és integrálszámı́tás alapjainak valamint
oktatási módszereinek tanulmányozása.

A feldolgozott témakörök nagyobb hasznossággal b́ırnak a gyakorlati feladatok
megoldásánál.

A munka céljának teljeśıtéséhez a következő feladatok szolgálnak:

1. tańıtási módszerek tanulmányozása;

2. fő kompetenciák képződéseinek áttekintése;

3. adott számı́tások alapjai, tańıtási módszereinek tanulmányozása;

4. a feldolgozott témakörök felhasználása a különböző feladatok során.

A munkám a 10-11.-es középiskolai tankönyvekre épül.
A témám kutatása a következő részekből áll:

1. elméleti ismeretek (alapok);

2. a differenciál-és integrálszámı́tás alapjainak tańıtási módszerei;

3. gyakorlati rész.
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1 Предмет i теоретичнi основи дослiдження

1.1 Мета освiтньої галузi

Математика- своєрiдна гiмнастика для мозку та спосiб тренування критич-
ного мислення. [21]
Мета навчання-всебiчний розвиток особистостi дитини.[14]

Основною метою освiтньої галузi “Математика” є формування в учнiв
математичної компетентностi на рiвнi, достатньому для забезпечення жит-
тєдiяльностi в сучасному свiтi, успiшного оволодiння знаннями з iнших
освiтнiх галузей у процесi шкiльного навчання, забезпечення iнтелектуаль-
ного розвитку учнiв, розвитку їх уваги, пам’ятi, логiки, культури мислення
та iнтуїцiї.[19]
Завдання освiтньої галузi:

❼ пiзнання та опис процесiв та явищ дiйсностi за допомогою ролi та
важливостi математики

❼ забезпечити усвiдомлення унiверсальної мови математики як природ-
ничих наук та складової людської культури

❼ розвити логiчне, творче та критичне мислення для формулювання та
висловлювання думок

❼ забезпечити оволодiння математичної мови, математичної символiки,
моделей, формул та властивостей

❼ у процесi розв’язування завдань бути здатним логiчно мислити таким
чином доводити математичнi твердження та вмiти застосовувати рiзнi
математичнi методи[10][14]
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Мета навчальної програми (Математика)

Рiвень стандарту Поглиблений рiвень Профiльний рiвень
Мета базової загальної
середньої освiти: роз-
виток особистостi, яка
поєднує в собi творчий
потенцiал до навчан-
ня, iнiцiативнiсть до
саморозвитку та само-
навчання в сучасних
умовах, здатностi iден-
тифiкувати себе як
важливу i вiдповiдальну
складову українського
суспiльства, яка готова
змiнювати i вiдстоювати
нацiональнi цiнностi
українського народу.
Важливим чинником
розвитку такої особисто-
стi є формування в учнiв
умiнь застосовувати на-
бутi знання у реальних
життєвих ситуацiях,
пiд час розв’язання
практичних завдань та
здатностi визначати i
обґрунтовувати власну
життєву позицiю.

Мета навчання матема-
тики на поглибленому
рiвнi полягає у забезпе-
ченнi свiдомого i мiцного
оволодiння системою ма-
тематичних знань, нави-
чок i умiнь, якi потрiб-
нi у повсякденному жит-
тi i майбутнiй трудовiй
дiяльностi, достатнi для
вивчення iнших шкiль-
них дисциплiн та продо-
вження навчання у ви-
щих закладах освiти за
спецiальностями iз знач-
ною математичною скла-
довою.

Мета навчання матема-
тики на профiльному
рiвнi полягає у за-
безпеченнi свiдомого
i мiцного оволодiння
системою математич-
них знань, навичок i
умiнь, якi потрiбнi у
повсякденному життi
i майбутнiй трудовiй
дiяльностi, достатнi
для вивчення iнших
шкiльних дисциплiн та
продовження навчання
у вищих закладах освiти
за спецiальностями iз
значною математичною
складовою.

Таблиця 1: Мета навчальної програми 10-11 класiв [17][15][16]
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1.2 Навчання в загальноосвiтнiх закладах

Нинi школи України працюють за навчальними планами, якi певною мiрою
враховують нацiональнi особливостi нашої держави i новi соцiальнi вимо-
ги до форм i рiвня освiти. Вони вiдповiдають вимогам рiвневої i профiль-
ної диференцiацiї, потребам iндивiдуальної та групової роботи з окремими
категорiями.[13]

Структура навчальної програми (Математика)

Рiвень стандарту Поглиблений рiвень Профiльний рiвень
Програма розрахована
на 210 годин. 108 го-
дин навчального часу
вiдведено на вивчення
алгебри та початкiв
аналiзу, 102 годин на
геометрiю

Програма розрахована
на 630 годин. 420 годин
навчального часу, вiд-
веденого на вивчення
алгебри та початкiв
аналiзу, 210 годин на
геометрiю

Програма розрахована
на 630 годин. 420 годин
навчального часу, вiд-
веденого на вивчення
алгебри та початкiв
аналiзу, 210 годин на
геометрiю

Таблиця 2: Навчальнi години вiдведенi на вивчення алгебри i початкiв
аналiзу [17][15][16]

Засоби навчання -це об’єкти будь-якої природи, якi формують навчальне
середовище та використовуються вчителем i учнем у процесi навчальної
дiяльностi.
До засобiв навчання математики вiдносять:

❼ матерiальнi (макети, iнструменти...)

❼ матерiалiзованi (зображення, схеми...)

❼ iнтелектуальнi (пiдручники, посiбники ...)

❼ технiчнi (мультимедiйна дошка, проектор...)

❼ iнформацiйно-комунiкацiйнi[14][20]

До органiзацiйних форм навчальної дiяльностi вiдносять:

1. урок

2. факультативнi заняття

3. гуртковi роботи

4. практичнi та лабораторнi роботи

5. гуртковi, парнi та iндивiдуальнi роботи[14]
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1.3 Формування ключових компетентностей учнiв в про-

цесi вивчення

Ключовi компетентностi
Рiвень стандарту Поглиблений

рiвень
Профiльний
рiвень

Спiлкування
державною
(i рiдною
у разi вiд-
мiнностi)
мовами

Умiння: ставити запитання i розпiзнавати проблему; мiркувати, ро-
бити висновки на основi iнформацiї, поданої в рiзних формах (у
таблицях, дiаграмах, на графiках); розумiти, пояснювати i пере-
творювати тексти математичних задач (усно i письмово), грамот-
но висловлюватися рiдною мовою; доречно та коректно вживати в
мовленнi математичну термiнологiю, чiтко, лаконiчно та зрозумiло
формулювати думку, аргументувати, доводити правильнiсть твер-
джень; поповнювати свiй словниковий запас. Ставлення: розумiння
важливостi чiтких та лаконiчних формулювань. Навчальнi ресурси:
означення понять, формулювання властивостей, доведення теорем,
розв’язування задач

Спiлкування
iноземними
мовами

Умiння: спiлкуватися iноземною мовою з використанням числiвни-
кiв, математичних понять i найуживанiших термiнiв; ставити запи-
тання, формулювати проблему; зiставляти математичний термiн чи
буквене позначення з його походженням з iноземної мови, правиль-
но використовувати математичнi термiни в повсякденному життi.
Ставлення: усвiдомлення важливостi вивчення iноземних мов для
розумiння математичних термiнiв та позначень, пошуку iнформацiї
в iншомовних джерелах. Навчальнi ресурси: тексти iноземною мо-
вою з використанням статистичних даних, математичних термiнiв.

Математична
компетент-
нiсть

Умiння: оперувати числовою iнформацiєю, геометричними
об’єктами на площинi та в просторi; встановлювати вiдношен-
ня мiж реальними об’єктами навколишньої дiйсностi (природними,
культурними, технiчними тощо); розв’язувати задачi, зокрема
практичного змiсту; будувати i дослiджувати найпростiшi матема-
тичнi моделi реальних об’єктiв, процесiв i явищ, iнтерпретувати
та оцiнювати результати; прогнозувати в контекстi навчальних та
практичних задач; використовувати математичнi методи у життєвих
ситуацiях. Ставлення: усвiдомлення значення математики для пов-
ноцiнного життя в сучасному суспiльствi, розвитку технологiчного,
економiчного i оборонного потенцiалу держави, успiшного вивчення
iнших дисциплiн. Навчальнi ресурси: розв’язування математичних
задач, зокрема таких, що моделюють реальнi життєвi ситуацiї

Основнi
компетент-
ностi у
природни-
чих науках i
технологiях

Умiння: розпiзнавати проблеми, що виникають у довкiллi i якi мож-
на розв’язати засобами математики; будувати та дослiджувати мате-
матичнi моделi природних явищ i процесiв. Ставлення: усвiдомлен-
ня важливостi математики як унiверсальної мови науки, технiки та
технологiй. Навчальнi ресурси: складання графiкiв та дiаграм, якi
iлюструють функцiональнi залежностi результатiв впливу людської
дiяльностi на природу
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Iнформацiйно-
цифрова
компетент-
нiсть

Умiння: структурувати данi; дiяти за алгоритмом та складати алго-
ритми; визначати достатнiсть даних для розв’язання задачi; викори-
стовувати рiзнi знаковi системи; знаходити iнформацiю та оцiнюва-
ти її достовiрнiсть; доводити iстиннiсть тверджень. Ставлення: кри-
тичне осмислення iнформацiї та джерел її отримання; усвiдомлен-
ня важливостi IКТ для ефективного розв’язування математичних
задач. Навчальнi ресурси: вiзуалiзацiя даних; побудова графiкiв та
дiаграм, зображень стереометричних фiгур за допомогою програм-
них засобiв

Умiння
вчитися
впродовж
життя

Умiння: визначати мету навчальної дiяльностi, вiдбирати й засто-
совувати потрiбнi знання та способи дiяльностi для досягнення цiєї
мети; органiзовувати та планувати свою навчальну дiяльнiсть; моде-
лювати власну освiтню траєкторiю, аналiзувати, контролювати, ко-
ригувати та оцiнювати результати своєї навчальної дiяльностi; дово-
дити правильнiсть власного судження або визнавати помилковiсть.
Ставлення: усвiдомлення власних освiтнiх потреб та цiнностi нових
знань i вмiнь; зацiкавленiсть у пiзнаннi свiту; розумiння важливостi
вчитися впродовж життя; прагнення до вдосконалення результатiв
своєї дiяльностi
Навчальнi ресур-
си: моделювання
власної освiтньої
траєкторiї; ста-
тистична iнфор-
мацiя; iсторичнi
задачi; завдання
ймовiрнiсного
змiсту

Навчальнi ресурси: моделювання власної
освiтньої траєкторiї

Iнiцiативнiсть
i пiдприєм-
ливiсть

Умiння: генерувати новi iдеї, вирiшувати життєвi проблеми, аналi-
зувати, прогнозувати, ухвалювати оптимальнi рiшення; використо-
вувати критерiї рацiональностi, практичностi, ефективностi та точ-
ностi, з метою вибору най кращого рiшення; аргументувати та за-
хищати свою позицiю, дискутувати; використовувати рiзнi страте-
гiї, шукаючи оптимальних способiв розв’язання життєвого завдан-
ня. Ставлення: iнiцiативнiсть, вiдповiдальнiсть, упевненiсть у собi;
переконанiсть, що успiх команди – це й особистий успiх; позитивне
оцiнювання та пiдтримка конструктивних iдей iнших. Навчальнi ре-
сурси: задачi пiдприємницького змiсту (оптимiзацiйнi задачi)

Соцiальна
та грома-
дянська
компетент-
ностi

Умiння: аргументувати та вiдстоювати свою позицiю; ухвалювати
аргументованi рiшення в життєвих ситуацiях; спiвпрацювати в ко-
мандi, вносити свою частку в роботу групи для вирiшення проблеми;
аналiзувати власну економiчну ситуацiю, родинний бюджет, кори-
стуючись математичними методами; орiєнтуватися в широкому колi
послуг i товарiв на основi чiтких критерiїв, робити споживчий вибiр,
спираючись, зокрема, i на математичнi данi.

12



Ставлення: ощад-
ливiсть i помiр-
кованiсть; рiвне
ставлення до iн-
ших незалежно вiд
статкiв, соцiаль-
ного походження;
вiдповiдальнiсть
за спiльну справу;
налаштованiсть
на логiчне обґрун-
тування позицiї
без передчасно-
го переходу до
висновкiв; повага
до прав людини,
активна позицiя
щодо боротьби
iз дискримiна-
цiєю. Навчальнi
ресурси: зада-
чi соцiального
змiсту.

Ставлення: ощадливiсть i помiркованiсть;
рiвне ставлення до iнших незалежно вiд стат-
кiв, соцiального походження; вiдповiдальнiсть
за спiльну справу. Навчальнi ресурси: задачi
соцiального змiсту

Обiзнанiсть
та самови-
раження
у сферi
культури

Умiння: здiйснювати необхiднi розрахунки для встановлення про-
порцiй, вiдтворення перспективи, створення об’ємно-просторових
композицiй; унаочнювати математичнi моделi, зображати фiгури,
графiки, рисунки, схеми, дiаграми. Ставлення: усвiдомлення взає-
мозв’язку математики та культури на прикладах з архiтектури, жи-
вопису, музики та iн.; розумiння важливостi внеску математикiв у
загальносвiтову культуру.
Навчальнi ресур-
си: математичнi
моделi в рiзних
видах мистецтва

Навчальнi ресурси: задачi про золотий перерiз
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Екологiчна
грамотнiсть
i здорове
життя

Умiння: аналi-
зувати i кри-
тично оцiнюва-
ти соцiально-
економiчнi подiї
в державi на ос-
новi статистичних
даних; Ставлен-
ня: усвiдомлення
взаємозв’язку
математики та
екологiї на осно-
вi статистичних
даних; ощадне
та бережливе
вiдношення до
природних ре-
сурсiв. Навчальнi
ресурси: навчальнi
проекти

Умiння: висловлювати власну думку, слухати i
чути iнших, оцiнювати аргументи та змiнюва-
ти думку на основi доказiв; аналiзувати i кри-
тично оцiнювати соцiально-економiчнi подiї в
державi на основi статистичних даних; Став-
лення: логiчне обґрунтування позицiї без пе-
редчасного переходу до висновкiв; Навчальнi
ресурси: задачi соцiально-економiчного, еколо-
гiчного змiсту;

Таблиця 3: Ключовi компетентностi учнiв [17][15][16]
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2 Методика навчання основ диференцiального

та iнтегрального числення в загальноосвiт-

нiх школах

2.1 Методика навчання

Методика навчання математики-це наука про математику як навчальний
предмет i закономiрностi процесу навчання математики учнiв рiзних вiко-
вих груп.
Об’єктом методики навчання математики є процес навчання математики.[14]
Завдання методики навчання математики-вiдповiсти на чотири основнi за-
питання:

1. Навiщо вчити математику?

2. Що треба вивчати?

3. Як треба начати?

4. Як розвивати i виховувати учнiв у процесi навчання математики? [14]

За структурою методика математики як навчальна дисциплiна складається
з двох частин:
Загальна методика математики(теоретичнi й органiзацiйнi основи про-
цесу навчання);
Спецiальна методика математики(методика вивчання окремих роздiлiв
i тем шкiльного курсу).[14]
Навчальний процес у старшiй школi потребує i робить можливим викори-
стання специфiчних форм та методiв навчання. Можливiсть їх використан-
ня зумовлена вiковими особливостями старшокласникiв, набутими в основ-
нiй школi навичками самостiйної роботи, рiвнем розвинення загальнонав-
чальних i пiзнавальних видiв дiяльностi. [17]
Пiд методом навчання розумiють способи навчальної роботи вчителя i ор-
ганiзацiйно навчально-пiзнавальної дiяльностi учнiв з розв’язування рiзних
дидактичних задач, спрямованих на оволодiння матерiалом, що вивчається.[14]

Класифiкацiя матодiв навчання:

❼ джерело здобування знань (наочнi, словеснi, практичнi);

❼ спосiб органiзацiї навчальної дiяльностi(методи здобування нових знань,
методи формування умiнь i навичок для застосування знань на прак-
тицi, методи перевiрки й оцiнювання);

❼ характер навчально-пiзнавальної дiяльностi учнiв:

– пояснювально-iлюстративний

– репродуктивний

– проблемний виклад

– частково-пошуковий або евристична бесiда

– дослiдницький метод[14]

15



Основною формою проведення занять залишається система урокiв:

❼ вивчення нового матерiалу,

❼ формування вмiнь розв’язувати задачi,

❼ узагальнення та систематизацiї знань, контролю i корекцiї знань.

Поряд iз цим використовується шкiльна лекцiя, семiнарськi та практичнi
заняття, iнтегрованi уроки математики з профiльним предметом тощо. [17]

Сучасне навчання Розвиток математики як науки в сучасностi харак-
теризується взаємопроникненням наук один в одного. Особливо спостерi-
гається проникнення математики та фiзики в iншi галузi знання.[12]

3 Основи диференцiального та iнтегрального

числення в системi вивчення математики в

учнiв загальноосвiтнх шкiл

3.1 Диференцiальне та iнтегральне числення в систе-

мi вивчання математики в учнiв загальноосвiтнiх

шкiл

Основи диференцiального та iнтегрального числення в загальноосвiтнiх шко-
лах складаються з уявлення про похiдну, первiсну та iнтеграл; необхiдно
вмiти знаходити їх за допомогою таблиць та вивчених правил; застосову-
вати до дослiдження функцiй i побудови графiкiв; обчислення площ кри-
волiнiйних трапецiй та об’ємiв найпростiших тiл обертання.[10]

Структура навчальної програми (Кiлькiсть годин на тему
Дифференцiальне та iнтегральне числення )

Рiвень стандарту Поглиблений рiвень Профiльний рiвень
10 клас 11 клас 10 клас 11 клас 10 клас 11 клас
Похiдна
та її
застосу-
вання

Iнтеграл
та його
застосу-
вання

Похiдна
та її
застосу-
вання

Iнтеграл
та його
застосу-
вання

Границя
та непе-
рервнiсть
функцiї.
Похiдна
та її засто-
сування

Iнтеграл
та його
застосу-
вання

14 годин 10 годин 50 годин 30 годин 54 годин 30 годин

Таблиця 4: Структура навчальної програми 10-11 класiв [17][15][16]
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3.1.1 Диференцiальне числення в системi вивчення математики

в учнiв загальноосвiтнх шкiл

Похiдна та її застосування складається з таких тем, як:

❼ прирiст функцiї,

❼ поняття похiдної,

❼ правила обчислення похiдних,

❼ рiвняння дотичної,

❼ теореми Ферма, Ролля, Лагранжа,

❼ ознаки зростання i спадання функцiї,

❼ точки екстремуму функцiї

❼ найбiльше i найменше значення функцiї на вiдрiзку

❼ друга похiдна, поняття окуплостi функцiї

❼ побудова графiкiв функцiй

Основною задачею диференцiального числення є задача диференцiювання,
тобто задача вiдшукання швидкостi змiнювання деякої функцiї. [5]

Означення 3.1. Диференцiальне числення- роздiл математики, в якому
вивчаються поняття похiдної i дифференцiала, та способи їх застосування
до дослiдження функцiй.[11]

Означення 3.2. Дифференцiал- головна (лiнiйна) частина приросту функцiї.[11]

Означення 3.3. Диференцiювання-операцiя знаходження похiдної.[11]

Означення 3.4 (Границя функцiї). Число a називають границею функцiї
f у точцi x0, якщо для будь-якого додатного числа ε iснує такий iнтервал I,
який мiс- тить точку x0, що для будь-якого x ∈ I∩D(f) i x ̸= x0 виконується
нерiвнiсть | f(x)− a |< ε.[1]

Означення 3.5 (Арифметичнi дiї з границями функцiй). Якщо функцiї
y = f(x) i y = g(x) мають границю в точцi x0, то функцiї

y = f(x) + g(x), y = f(x)− g(x), y = f(x)g(x)

також мають границю в точцi x0, причому

lim
x→x0

(f(x) + g(x)) = lim
x→x0

f(x) + lim
x→x0

g(x),

lim
x→x0

(f(x)− g(x)) = lim
x→x0

f(x)− lim
x→x0

g(x),

lim
x→x0

(f(x)g(x)) = lim
x→x0

f(x) · lim
x→x0

g(x).

Якщо, крiм цього, границя функцiї y = g(x) у точцi x0 вiдмiнна вiд нуля,

то функцiя y =
f(x)

g(x)
також має границю в точцi x0 i

lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

limx→x0
f(x)

limx→x0
g(x)

.

[1]
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Означення 3.6 (Неперервнiсть функцiї). Якщо виконується рiвнiсть

lim
x→x0

f(x) = f(x0),

то функцiю f називають неперервною в точцi x0.
Якщо функцiя f є неперервною в кожнiй точцi деякої множини M ⊂ R, то
говорять, що вона неперервна на множину . Якщо функцiя f є неперервною
на D(f), то таку функцiю називають неперервною.
Якщо функцiя f є диференцiйовною в точцi x0 то вона є неперервною в цiй
точцi.[1]
Справедливою є теорема:
Якщо функцiї y = f(x) i y = g(x) неперервнi в точцi x0, то в цiй точцi
неперервними є й функцiї

y = f(x) + g(x),

y = f(x)− g(x),

y = f(x) · g(x),

y =
f(x)

g(x)
, (якщо g(x) ̸= 0).[5]

Означення 3.7. Розглянемо функцiю y = f(x). Нехай x0 фiксована точка
з областi визначення функцiї f .
Якщо x-довiльна точка областi визначення функцiї y = f(x) така, що x ̸=
x0, то рiзницю x− x0 називають приростом аргументу функцiї y = f(x) у
точцi x0 i посзначають △ x

Отже, △ x = x − x0, звiдки x = x0+ △ x. Кажуть, що аргумент одержав

прирiст △ x у точцi x0.
Якщо аргумент одержав прирiст △ x у точцi x0, то значення функцiї змiни-
лося на величину f(x0+ △ x) − f(x0). Цю величину називають приростом

функцiї y = f(x) у точцi x0 i позначають △ f [7][5]

Означення 3.8 (Похiдна). Одне з оновних понять математичного аналiзу.
Похiдною функцiї в точцi називається границя вiдношення приросту функ-
цiї до приросту аргументу, якщо прирiст аргументу прямує до нуля.[7]

f ′(x0) = lim
△x→0

f(x0+ △ x)− f(x0)

△ x
.[6]

Означення 3.9. Похiдну функцiї позначають y′ або f ′(x). Якщо функцiя
y = f(x) має похiдну, то функцiю називають диференцiйованою. Вiдшукан-
ня похiдної f називають диференцiюванням[5]
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Таблиця похiдних елементарних функцiй

1. (C)′ = 0, C- константа

2. (x)′ = 1

3. (xn)′ = nxn−1

4. (
1

x
)′ = − 1

x2

5. (
√
x)′ =

1

2
√
x

6. ( n

√
x)′ =

1

n
n

√
xn−1

7. (ex)′ = ex

8. (ax)′ = ax ln a

9. (lnx)′ =
1

x

10. (loga x)
′ =

1

x ln a

11. (sinx)′ = cosx

12. (cosx)′ = − sinx

13. (tg x)′ =
1

cos2 x

14. (ctg x)′ = − 1

sin2 x
[9]

Правила диференцiювання Якщо функцiї y = f(x) i y = g(x) диферен-
цiйованi, C-деяка константа, то диференцiйованими будуть також функцiї

y = Cf(x),

y = f(x)± g(x),

y = f(x) · g(x),

y =
f(x)

g(x)
,

до тогож справедливими є рiвностi:

(C · f(x))′ = C · f ′(x);

(f(x)± g(x))′ = f ′(x)± g′(x);

(f(x) · g(x))′ = f ′(x)g(x) + g′(x)f(x);
(︂

f(x)

g(x)

)︂′

=
f ′(x)g(x)− g′(x)f(x)

g2(x)
, g(x) ̸= 0.[5]
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Похiдна складеної функцiї Якщо значенням аргументу функцiї f є
значення функцiї g , то кажуть, що задано складену функцiю y = f(g(x)).
Похiдну складеної функцiї обчислюють за формулою:

(f(g(x)))′ = f ′(g) · g′(x).[5]

Фiзичний змiст похiдної Похiдна функцiї y = f(x) у точцi x0 вира-
жає швидкiсть змiни функцiї або процесу, який ця функцiя описує, у цiй
точцi. Так, якщо функцiя S = S(t) описує рух матерiальної точки, тобто
залежнiсть пройденої вiдстанi s вiд часу t, то її похiдна задає залежнiсть
шкидкостi v матерiальної точки вiд часу t: S′(t) = v(t); похiдна швидкостi
v = v(t) за часом є прискоренням: v′(t) = a(t).[7]
Середня швидкiсть руху на промiжку:

vc =
△s

△t
=

f(t0 +△t)− f(t0)

△t
[3]

Миттєвою швидкiстю точки, яка рухається прямолiнiйно, у момент часу t0
називають границю середньої швидкостi за умови, що △t наближається до
нуля:

vc(t0) = lim
△t→0

vc = lim
△t→0

△s

△t
= lim

△t→0

f(t0 +△t)− f(t0)

△t
[3]

Геометричний змiст похiдної Значення похiдної функцiї y = f(x) у
точцi x0 дорiвнює кутовому коефiцiенту дотичної до графiка функцiї в цiй
точцi: [5]

f ′(x0) = tgα

20



y

x

y = f(x)

M

α
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Графiк 1: Геометричний змiст похiдної

Рiвняння дотичної до графiка функцiї Нехай функцiя y = f(x) ди-
ференцiйована в точцi x0. Тодi до графiка функцiї у точцi з абсцисою x0

можна провести невертикальну дотичну.
Рiвняння невертикальної прямої має вигляд

y = kx+ b

Виходячи з геометричного змiсту похiдної, одержимо:

k = f ′(x0).

Тодi y = f ′(x0) · x + b. Ця пряма проходить через точку M(x0; f(x0)) тому
f(x0) = f ′(x0) · x0 + b, звiдки b = f(x0)− f ′(x0) · x0.
Тодi рiвняння дотичної має вигляд:

y = f ′(x0) · (x− x0) + f(x0).[5]

Теорема Ферма Нехай функцiя f , визначена на промiжку [a; b] у точцi
x0 ∈ (a; b) набуває свого найменшого(найбiльшого) значення. Якщо функцiяf
є диференцiйовною в точцi x0, то f ′(x0) = 0.[7]

Теорема Ролля Якщо фукнкцiя f неперервна на вiдрiзку [a; b] i дифе-
ренцiйовна на iнтервалi (a; b) причому f(a) = f(b), то iснує така точка
x0 ∈ (a; b), що f ′(x0) = 0.[7]
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Теорема Лагранжа Якщо функцiя f неперервна на вiдрiзку [a; b] i ди-
ференцiйовна на iнтервалi (a; b), то iснує така точка x0 ∈ (a; b), що

f ′(x0) =
f(b)− f(a)

b− a
.[7]

Ознака сталостi функцiї Якщо для всiх x iз промiжку I виконується
рiвнiсть f ′(x) = 0, то функцiя f є константою на цьому промiжку.[7]

Ознака зростання функцiї Якщо для всiх x iз промiжку I виконується
нерiвнiсть f ′(x) > 0, то функцiя f зростає на цьому промiжку.[7]

Ознака спадання функцiї Якщо для всiх x iз промiжку Iвиконується
нерiвнiсть f ′(x) < 0, то функцiя f спадає на цьому промiжку.[7]

Властивiсть зростаючої i спадної функцiї Якщо диференцiйовна на
промiжку I функцiя f є зростаючою(спадною), то для всiх x ∈ I виконуєть-
ся нерiвнiсть f ′(x) ≥ 0(f ′(x ≤ 0)).[7]

Окiл Iнтервал (a; b), який мiстить точку x0 називають околом точки x0.[7]

Точка максимуму Точку x0 називають точкою максимуму функцiї, як-
що iснує окiл точки x0, такий, що для всiх x iз цього околу виконується
нерiвнiсть f(x0) ≥ f(x).[7]

Точка мiнiмуму Точку x0 називають точкою мiнiмуму функцiї, якщо iс-
нує окiл точки x0, такий, що для всiх x iз цього околу виконується нерiвнiсть
f(x0) ≤ f(x).[7]

Теорема Якщо x0 є точкою екстремуму функцiї f , то або f ′(x0) = 0, або
функцiя f не є диференцiйовною в точцi x0.[7]

Критичнi точки Внутрiшнi точки областi визначення функцiї, у яких
похiдна дорiвнює нулю або не iснує, називають критичними точками функцiї.[7]

Ознака точки максимуму функцiї Нехай функцiя f є диференцiйов-
ною на кожному з промiжкiв (a;x0) i (x0; b) та неперервною в точцi x0. Якщо
для всiх x ∈ (a;x0) виконується нерiвнiсть f ′(x) ≥ 0, а для всiх x ∈ (x0; b)
виконується нерiвнiсть f ′(x) ≤ 0, то точка x0 є точкою максимуму функцiї
f .[7]

Ознака точки мiнiмуму функцiї Нехай функцiя f є диференцiйовною
на кожному з промiжкiв (a;x0) i (x0; b) та неперервною в точцi x0. Якщо
для всiх x ∈ (a;x0) виконується нерiвнiсть f ′(x) ≤ 0, а для всiх x ∈ (x0; b)
виконується нерiвнiсть f ′(x) ≥ 0, то точка x0 є точкою мiнiмуму функцiї
f .[7]
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Застосування похiдної для дослiдження функцiй Якщо для всiх x

з промiжку (a; b) виконується нерiвнiсть f ′(x) > 0, то на цьому промiжку
функцiя зростає.
Якщо ж для всiх x з промiжку (a; b) виконується нерiвнiсть f ′(x) < 0, то
на цьому промiжку функцiя спадає.
Промiжки спадання та зростання функцiї називають промiжками монотонностi.[7]
Дослiдження функцiї f(x) на монотоннiсть:

1. знайти її похiдну f ′(x);

2. знайти критичнi точки функцiї (f ′(x) = 0 абоf ′(x) не iснує);

3. визначити знак похiдної функцiї на кожному з промiжкiв, на якi кри-
тичнi точки розбивають область визначення функцiї;

4. визначити промiжки спадання та зростання функцiї.[7]

Друга похiдна Якщо функцiя f ′ є диференцiйовною в деякiй точцi x∈M ,
то похiдну функцiї f ′ у точцi x0 називають другою похiдною функцiї y =
f(x). Позначають f”(x0). Саму функцiю f називають двiчв диференцiйов-
ною у точцi x0.[7]

Ознака опуклостi функцiї вниз Якщо для всiх x ∈ I виконується
нерiвнiсть f”(x) ≥ 0, то функцiя f є опуклою вних на промiжку I.[7]

Ознака опуклостi функцiї вгору [7] Якщо для всiх x ∈ I виконується
нерiвнiсть f”(x) ≤ 0, то функцiя f є опуклою вгору на промiжку I.[7]

Теорема Якщо x0 є точкою перегину функцiї f i в цiй точцi функцiя двiчi
диференцiйовна, то f”(x0) = 0.[7]

Нерiвнiсть Єнсена. Теорема Якщо функцiя f є опуклою вгору на про-
мiжку I, то для будь-яких a i b з промiжку I виконується нерiвнiсть

f

(︂

a+ b

2

)︂

≥ f(a) + f(b)

2
.[7]

Нерiвнiсть Єнсена. Теорема Якщо функцiя f є опуклою вгору на про-
мiжку I, то для будь-яких x1, x2, ..., xn з промiжку I виконується нерiвнiсть

f

(︂

x1 + x2 + ...+ xn

n

)︂

≥ f(x1) + f(x2) + ....+ f(xn)

n
.[7]

Дослiдження властивостей функцiї

1. знайти область визначення функцiї,

2. дослiдити функцiю на парнiсть,

3. знайти нулi функцiї,

4. знайти промiжки знакосталостi функцiї,
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5. дослiдити функцiю на неперервнiсть, знайти вертикальнi асимптоти,

6. знайти похилi асимптоти графiка функцiї,

7. знайти промiжки зроcтання i спадання,

8. знайти точки екстремуму та значення функцiї,

9. знайти промiжки опуклостi i точки перегину,

10. виявити iншi особливостi функцiї (перiодичнiсть, поведiнка функцiї в
околах) [2][7]
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3.1.2 Iнтегральне числення в системi вивчення математики в уч-

нiв загальноосвiтнх шкiл

Iнтеграл тайого застосування включає до себе такi теми як:

❼ первiсна

❼ правила знаходження первiсної

❼ площа криволiнiйної трапецiї, визначений iнтеграл

❼ обчислення об’ємiв тiл

Означення 3.10 (Первiсна). Функцiю F (x) називають первiсною для функ-
цiї f(x) на промiжку X, якщо для довiльного x ∈ X справедлива рiвнiсть
F ′(x) = f(x).[5]

Основна властивiсть превiсної Якщо F (x)-первiсна для функцiї f(x)
на промiжкуX, то функцiя f(x) має безлiч первiсних, i всiх їх можна задати
формулою

F (x) + C,

де C-довiльне число. Сукупнiсть усiх первiсних для функцiї f(x) на про-
мiжку X називають невизначеним iнтегралом функцiї на йьому промiжку
i позначають

∫︁

f(x)dx = F (x) + C.[8]

З основної властивостi первiсної випливає, що графiки будь-яких двої первiс-
них даної функцiї можна отримати один з одного паралельним перенесен-
ням уздовж осi ординат. [8]
Якщо функцiя F є первiсною функцiї на промiжку Х, то запис F (x) + C,
де C- довiльне число, називають загальним виглядом первiсних функцiй f

на промiжку Х.[8]
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y = F (x) + C3

y = F (x) + C2

y = F (x) + C1

Графiк 2: Загальний вигляд первiсної функцiї

Правила знаходження первiсної

Означення 3.11 (Теорема). Якщо функцiї F i G є вiдповiдно первiними
функцiй f i g на промiжку I, то на цьому промiжку функцiя y = F (x)+G(x)
є первiсною функцiї y = f(x) + g(x).[8]

Означення 3.12 (Теорема). Якщо функцiя F є первiсною функцiї f на
промiжку I, a k- деяке число, то на цьому промiжку функцiя y = kF (x) є
первiсною функцiї y = kf(x). [8]

Означення 3.13 (Теорема). Якщо функцiя F є первiсною функцiї f на
прормiжку I, a k-деяке число, вiдмiнне вiд нуля, то на вiдповiдному про-

мiжку функцiя y =
1

k
F (kx+ b) є первiсною функцiї y = f(kx+ b).[8]

Властивостi невизначеного iнтеграла

1.
∫︀

F ′(x)dx = F (x) + C

2. (
∫︀

f(x))′dx = f(x)

3.
∫︀

(f1(x)± f2(x))dx =
∫︀

f1(x)dx±
∫︀

f2(x)dx

4.
∫︀

af(x)dx = a
∫︀

f(x)dx[4]

Таблиця iнтегралiв

1.
∫︀

dx = x+ C

2.
∫︀

xndx =
xn+1

n+ 1
+ C
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3.
∫︀ √

xdx =
2

3
x
√
x+ C

4.
∫︀ 1

x
dx = ln |x|+ C

5.
∫︀

axdx =
ax

ln a
+ C

6.
∫︀

exdx = ex + C

7.
∫︀

sinxdx = − cosx+ C

8.
∫︀

cosxdx = sinx+ C

9.
∫︀ 1

cos2 x
dx = tanx+ C

10.
∫︀ 1

sin2 x
dx = − cotx+ C[1]

При обчисленнi iнтегралiв пiдiнтегральну функцiю зводять до однiєї з таб-
личних.
Якщо пiдiнтегральна функцiя f(x) не може бути безпосередньо перетворе-
на до однiєї з табличних, то можна використати метод замiни змiнної чи
iнтегрування за частинами.
Згiдно методу iнтегрування частинами,

∫︀

uv′dx = uv −
∫︀

vu′dx, де u = u(x)
i v = v(x)-диференцiйованi функцiї.[5]

Означення 3.14. Площу криволiнiйної трапецiї обчислюють за формулою
S = F (b)−F (a), де F -будь-яка первiсна функцiї y = f(x) на промiжку [a; b].
Рiзницю F (b) − F (a) називають визначеним iнтегралом функцiї y = f(x)

на промiжку [a; b] i позначають
∫︀

b

a
f(x)dx = F (b)− F (a).[5]

При обчисленнi визначеного iнтеграла F (b)− F (a) позначають F (x)|b
a
.

Рiвнiсть
∫︀

b

a
f(x)dx = F (x) |b

a
називають формулою Ньютона-Лейбнiца.

Якщо функцiї f = f(x) i y = g(x) мають первiснi на промiжку [a; b], то
справедливi рiвностi:[5]

1.
∫︀

b

a
f(x)dx =

∫︀

c

a
f(x)dx+

∫︀

b

c
f(x)dx

2.
∫︀

b

a
(f(x) + g(x))dx =

∫︀

b

a
f(x)dx+

∫︀

b

a
g(x)dx

3.
∫︀

b

a
kf(x)dx = k

∫︀

b

a
f(x)dx

4.
∫︀

b

a
f(x)dx = −

∫︀

a

b
f(x)dx

Для обчислення визначного iнтеграла
∫︀

b

a
f(x)dx за формулою Ньютона-

Лейбнiца потрiбно:

1. знайти будь-яку первiсну F функцiї f на вiдрiзку [a; b];

2. обчислити значення первiсної F у точках x = b i x = a;

3. знайти рiзницю F (b)− F (a).[7]
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Формула площi криволiнiйної трапецiї: S =
∫︀

b

a
f(x)dx, якщо f(x) ≥ 0

y

x
a b

y = f(x)

Графiк 3: Криволiнiйна трапецiя 1

y

x
a b

y = f(x)

Графiк 4: Криволiнiйна трапецiя 2
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Як i у випадку невизначеного iнтеграла, при обчисленнi визначеного iнте-
грала використовується безпочереднє iнтегрування, а також методи замiни
змiнної та iнтегрування частинами.[5]
Нехай y = f(x) i y = g(x)- неперервнi на промiжку [a; b] функцiї i для всiх
x ∈ [a; b] виконується нерiвнiсть f(x) ≥ g(x). Тодi площу фiгури обислюємо
за формулою:

S =

∫︁

b

a

(f(x)− g(x))dx.[5]

y

x

y = f(x)

y = g(x)

a b

Графiк 5: Отримана фiгура двома функцiями на промiжку

Обчислення об’ємiв тiл обертання Якщо y = S(x)-перерервна на вiдрiз-
ку [a; b] функцiя, то об’єм тiла Φ можна обчислити за формулою

V =

∫︁

b

a

S(x)dx.[8]

Якщо в результатi обертання навколо осi абсцис фiгури, обмеженої гра-
фiком наперервної та невiд’ємної на вiдрiзку [a; b] функцiї f i прямими
x = a, x = b та y = 0, утворюється тiло об’єму V , тодi

V = π

∫︁

b

a

f2(x)dx.[8]
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4 Практична частина

В практичнiй частинi завдання взятi з пiдручникiв алгебри i початкiв аналi-
зу десятого та одинадцятого класу [7] [8], а також з пiдручника математи-
ки для комплексної пiдготовки до ЗНО та ДПА[5] та веб-сторiнки завдань
ЗНО[18].

1. Знайти прирiст функцiї: y = x3 у точцi x0, який вiдповiдає приросту-
аргументу ∆x.

∆y = (x0 +∆x)3 − x3
0 = x3

0 + 3x2
0∆x+ 3x0(∆x)2 + (∆x)3 − x3

0 =

3x2
0∆x+ 3x0(∆x)2 + (∆x)3

2. Знайти похiдну функцiї y =
√
x за означенням:

y′ = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

√
x+∆x−√

x

∆x
=

= lim
∆x→0

(
√
x+∆x−√

x)(
√
x+∆x+

√
x)

∆x(
√
x+∆x+

√
x)

=

= lim
∆x→0

x+∆x− x

∆x(
√
x+∆x+

√
x)

=

= lim
∆x→0

∆x

∆x(
√
x+∆x+

√
x)

=

= lim
∆x→0

1√
x+∆x+

√
x
=

=
1√

x+
√
x
=

1

2
√
x
.

3. Знайти похiдну функцiї 3x4:

(3x4)′ = 3 · (x4)′ = 3 · 4x4−1 = 12x3.

4. Знайти похiдну функцiї x2 · sinx:

(x2 · sinx)′ = (x2)′ · sinx+ (sinx)2 · x2 = 2x · sinx+ x2 · cosx.

5. Знайти похiднi:

(a) (5x3 + 8x− 11)′;
(5x3+8x−11)′ = (5x3)′+(8x)′−11′ = 5(x3)′+8(x)′−0 = 15x2+8;

(b) (x6 + 3x2 − x+ 3)′;
(x6 + 3x2 − x+ 3)′ = 6x5 + 6x− 1;

(c) (x sin 3)′;
(x sin 3)′ = x′ · sin3 = sin3;

(d) (sin(3x2))′;
(sin(3x2))′ = cos(3x2) · (3x2)′ = cos(3x2) · 6x = 6x cos(3x2);
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(e) (5 sin 7x− 7x2 + 7)′;
(5 sin 7x− 7x2 + 7)′ = 5 cos 7x · 7− 14x+ 0 = 35cos7x− 14x;

(f) (
√
6x4 + 1)′;

(
√
6x4 + 1)′ =

1

2
√
6x4 + 1

·(6x4+1)′ =
1

2
√
6x4 + 1

·24x3 =
12x3

√
6x4 + 1

;

(g) (x5 · 7x)′;
(x5 · 7x)′ = (x5)′ · 7x + x5 · (7x)′ = 5x4 · 7x + x5 · 7x ln 7;

(h) (5e4x−3 − 8)′;
(5e4x−3−8)′ = 5(e4x−3)′ = 5·e4x−3 ·(4x−3)′ = 5·e4x−3 ·4 = 20e4x−3;

(i)

(︂

x− 1

3x2

)︂′

;
(︂

x− 1

3x2

)︂′

=

(︂

x− 1

3
x−2

)︂′

= 1 +
2

3
x−3 = 1 +

2

3x3
;

(j)

(︂

x4

4
− 1

2x2

)︂′

;

(︂

x4

4
− 1

2x2

)︂′

= (x4)′ · 1
4
− 1

2
· (x−2)′ = 4x3 · 1

4
+ 2 · 1

2
· x−3 =

=
4x3

4
+ x−3 = x3 +

1

x3
;

6. Скласти рiвняння дотичної до графiка функцiї y = x2+3x− 4 у точцi
з абсцисою x0 = 2
f(x0) = f(2) = 22 + 3 · 2− 4 = 6;
f ′(x) = 2x+ 3; f ′(x0) = f ′(2) = 2 cot 2 + 3 = 7;
Рiвняння дотичної: y = f ′(x0) · (x− x0) + f(x);
Пiдставляємо знайденi числовi значення:
y = 7(x− 2) + 6
y = 7x− 8

7. Знайти кутовий коефiцiент дотичної, яку проведено до графiка функ-
цiї
y = 5x2 − 3x2 + 2 в точцi з абсцисою x0 = 2;
k = y′(x0)
y′ = (5x2 − 3x+ 2)′ = 10x− 3
k = y′(2) = 10 · 2− 3 = 17

8. Обчислити тангенс кута нахилу дотичної до графiка функцiї f(x) =

x− 1

3x2
у точцi з абсцисою x0 =

1

3
;

f ′(x) =

(︂

x− 1

3x2

)︂′

=

(︂

x− 1

3
x−2

)︂′

= 1 +
2

3
x−3 = 1 +

2

3x3
;

tgα = f ′

(︂

1

3

)︂

= 1 +
2

3 ·
(︂

1

3

)︂3
= 1 +

2 · 27
3

= 1 + 18 = 19;

9. Знайти рiвняння дотичної до графiкаf(x) = x2+4x+7, яка проходить
через точку A(−1; 0).

31



f(−1) = 4 ̸= 0 , значить точка А не належуть графiку функцiї.
Нехай (x0; f(x0)) точка дотику, тодi

f(x0) = x2
0 + 4x0 + 7

f ′(x) = 2x+ 4

f ′(x0) = 2x0 + 4

Рiвняння дотичної: y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0)
Пiдставляємо:

y = x2
0 + 4x0 + 7 + (2x0 + 4)(x− x0)

Оскiльки точка A(−1; 0) належить дотичнiй то її координати задо-
вiльняють рiвняння дотичної:

0 = x2
0 + 4x0 + 7 + (2x0 + 4)(−1− x0)

x2
0 + 2x0 − 3 = 0

x0 = 1

x0 = −3

Якщо x0 = 1 тодi рiвняння тодичної

y = 12 + 4 · 1 + (2 · 1 + 4)(x− 1)

y = 6x+ 6

Якщо x0 = −3 тодi рiвняння дотичної

y = 9− 12 + 7(2 · (−3) + 4)(x+ 3)

y = −2x− 2

10. Обчислити ординату точки графiка функцiї y = 2x2 − 3x + 1, у якiй
дотична до цього графiка паралельна до прямої y = 3x+ 7;
Дотична до графiка функцiї паралельна до прямої, значить кутовi
коефiцiенти дотичної y = k1x+ b1 i функцiї y = 3x+ 7 рiвнi;
k1 = 3, отже f ′(x0) = k1 = 3;
f ′(x) = (2x2 − 3x+ 1)′ = 4x− 3;
f ′(x0) = 4x0 − 3;
4x0 − 3 = 3
x0 = 1.5
Знайдемо y0-ординату точки графiка функцiї y = 2x2 − 3x+ 1;
y0 = 2 · (1.5)2 − 3 · 1.5 + 1 = 4.5− 4.5 + 1 = 1;

11. Знайти:

(a) f ′(3), якщо f(x) = (2x+ 1)3;
f ′(x) = ((2x+1)3)′ = 3(2x+1)2 ·(2x+1)′ = 3(2x+1)2 ·2 = 6(2x+1)2

x = 3, f ′(3) = 6(2 · 3 + 1)2 = 6 · 72 = 6 · 49 = 294;
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(b) f ′(0.75) якщо f(x) = 5e4x−3 − 8;
f ′(x) = (5e4x−3−8)′ = 5(e4x−3)′ = 5·e4x−3·(4x−3)′ == 5·e4x−3·4 =
= 20e4x−3;
x = 0.75, f ′(0.75) = 20e4·0.75−3 = 20e0 = 20;

(c) f ′(−π

3
), якщо f(x) = 4 cos

5x

2
− 7x+ 3;

f ′(x) =

(︂

4 cos
5x

2
− 7x+ 3

)︂′

= −4 sin
5x

2
·
(︂

5x

2

)︂′

− 7 =

= −4 sin
5x

2
· 5
2
− 7 = −10 sin

5x

2
− 7;

f ′

(︁

−π

3

)︁

= −10 sin

(︂

5

2
·
(︁

−π

3

)︁

)︂

−7 = 10 sin
5π

6
−7 = 10·1

2
−7 = −2;

12. Дослiдити на монотоннiсть та екстремум функцiю y =
x3

3
− 3x2 + 5;

y′ = (
x3

3
− 3x2 + 5)′ = x2 − 6x;

❼ y′ = 0;x2 − 6x = 0
x1 = 0;x2 = 6

❼ Критичнi точки 0 та 6 розбивають область визначення на три
промiжки: (−∞; 0), (0; 6), (6;+∞);

❼ Визначимо, який знак має похiдна функцiї на кожному з промiж-
кiв. Виберемо довiльне число з промiжку (−∞; 0) i обчислюємо
значення похiдної функцiї.
y′(−10) = (−10)2 − 6 · (−10) = 160 > 0

❼

x (−∞; 0) (0; 6) (6;+∞)
y′ + − +

↗ ↘ ↗
❼ x = 0 - точка максимуму;
ymax = y(0) = 5;

❼ x = 6 -точка мiнiмуму;
ymin = y(6) = −31.

13. Побудувати графiк функцiї y =
2x3

x2 + 1
;

❼ Область визначення D(f) = R;

❼ Функцiя неперiодична i непарна

(y(−x) =
2(−x)3

(−x)2 + 1
= − 2x3

x2 + 1
= −y(x));

Дослiдження функцiї достатньо провести на x ≥ 0;

❼ y′ =
6x2(x2 + 1)− 2x3 · 2x

(x2 + 1)2
=

2x4 + 6x2

(x2 + 1)2
;

Якщо x > 0, то y′ > 0 на промiжку (0;+∞) функцiя зростає.
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❼ y(0) = 0, знайдемо ще декiлька точок:
x -2 -1 0 1 2
y -3.2 -1 0 1 3.2

❼ Будуємо графiк на промiжку [0; +∞);
Використавши симетрiю вiдносно початку координат, будуємо гра-
фiк на промiжку (−∞; 0);

y

x
−1−2

−1

−3.2

0 1 2

1

3.2

Графiк 6: Графiк на промiжку (−∞; 0);

14. Знайти найбiльше значення функцiї f(x) =
x2 + 8

x− 1
на вiдрiзку [−3; 0];

f ′(x) =

(︂

x2 + 8

x− 1

)︂′

=
(x2 + 8)′ · (x− 1)− (x− 1)′ · (x2 + 8)

(x− 1)2
=

=
2x · (x− 1)− 1 · (x2 + 8)

(x− 1)2
=

2x2 − 2x− x2 − 8

(x− 1)2
=

x2 − 2x− 8

(x− 1)2
;

f ′(x) = 0;
x2 − 2x− 8

(x− 1)2
= 0

x2 − 2x− 8 = 0
x1 = −2;x2 = 4;
Порiвняємо значення f(−3), f(−2), f(0);

f ′(−3) =
(−3)2 + 8

−3− 1
=

17

−4
= −4

1

4
;

f ′(−2) =
(−2)2 + 8

−2− 1
=

12

−3
= −4;

f ′(0) =
8

−1
= −8;
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Найбiльше значення f ′(−2) = −4.

15. Знайти промiжки зростання (спадання) функцiї f(x) =
√
x2 − x− 2;

❼ Область визначення:
x2 − x− 2 ≥ 0;x ∈ (∞;−1] ∪ [2; +∞);

❼ Похiдна функцiї f ′(x) =
(︀√

x2 − x− 2
)︀′

=
2x− 1

2
√
x2 − x− 2

;

❼ Якщо f ′(x) > 0, тодi функцiя f(x) - зростає;
Якщо f ′(x) < 0, тодi функцiя f(x) -спадає;

2x− 1

2
√
x2 − x− 2

> 0,

{︃

2x− 1 > 0;

x2 − x− 2 > 0;

{︃

x > 0.5;

x ∈ (−∞;−1) ∪ (2;+∞).

Отже, функцiя зростає на промiжку (2;+∞), значить i на [2; +∞];

2x− 1

2
√
x2 − x− 2

< 0,

{︃

2x− 1 < 0;

x2 − x− 2 > 0;

{︃

x < 0.5;

x ∈ (−∞;−1) ∪ (2;+∞)
.

Отже функцiя спадає на промiжку (−∞;−1), значить i на [−∞;−1].

16. Знайти первiсну функцiї:

(a) f(x) = x4

∫︀

x4dx =
x5

5
+ C

(b) f(x) = sinx
∫︀

sinxdx = − cosx+ C

(c) f(x) = 7x
∫︀

7xdx =
7x

ln7

(d) f(x) =
1

x
∫︀ 1

x
dx = ln|x|+ C

17. Знайти невизначений iнтеграл:

(a)
∫︀

cosxdx = sinx+ C;

(b)
∫︀ 1

3
√
x
dx =

∫︀

x

1

3 dx =
x

−1

3
+1

−1

3
+ 1

+ C =
3

2
x

2

3 + C = 1.5
3
√
x2 + C;

(c)
∫︀

(3 cosx+
10

x
)dx = 3

∫︀

cosxdx+ 10
∫︀ dx

x
= 3 sinx+ 10 ln |x|+ C;
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(d)
∫︀

cos2
x

2
dx =

∫︀ 1 + cosx

2
dx =

1

2

∫︀

(1 + cosx)dx =
1

2
(x+ sinx) + C;

(e)
∫︀

x3 =
x4

4
+ C;

(f)
∫︀

(4x3 − 6)dx = 4
∫︀

x3dx− 6
∫︀

dx = 4 · x
4

4
− 6 · x+C = x4 − 6x+C;

(g)
∫︀

x sinxdx;
u = x, v′ = sinx;
u′ = 1, v′ = cosx;
∫︀

x sinxdx = x · (− cosx) −
∫︀

(− cosx)dx = −x cosx +
∫︀

cosxdx =
−x cosx+ sinx+ C;

18. Знайти площу фiгури обмеженими функцiями f(x) = x2 − 2x + 4 та
g(x) = x+ 4;

❼ Знаходимо точки перетину графiкiв функцiй:
x2 − 2x+ 4 = x+ 4
x2 − 3x = 0
x1 = 0, x2 = 3
Точки перетину x = 0, x = 3;

❼ g(x) > f(x), значить площа фiгури:

S =
∫︀ 3

0
(g(x)−f(x))dx =

∫︀ 3

0
(x+4−x2+2x−4)dx =

∫︀ 3

0
(−x2+3x)dx =

=

(︂

3x2

2
− x3

3

)︂⃒

⃒

⃒

⃒

3

0

=

(︂

3

2
· 9− 27

3

)︂

−
(︂

3

2
· 0− 0

3

)︂

= 4.5

y

x

4

1

3

3

7

y = g(x)

y = f(x)
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Графiк 7: Фiгура обмежена функцiями

19. Фiгура обмежена графiком функцiї f(x) = x2 + 1 i прямими x = 0,
x = 1, y = 0 обертається навколо осi абсцис, утворюючи тiло об’єму
V . Знайти V .

y

x

1

1

Графiк 8: Фiгура обертання

y

x

1

1

z

x0

y

x

z

Графiк 9: Тiло об’єму V

x = x0, де x0 ∈ [0, 1], утворюється круг радiус якого дорiвнює f(x0).
Площа цього круга:

S(x0) = πf2(x0) = π(x2
0 + 1)2 = π(x4

0 + 2x2
0 + 1).

Тому:

V =

∫︁ 1

0

S(x)dx =

∫︁ 1

0

π(x4 + 2x2 + 1)dx = π

(︂

x5

5
+

2x3

3
+ x

)︂

|10= π

(︂

1

5
+

2

3
+ 1

)︂

=
28π

15

20. Обчислити значення визначеного iнтеграла
∫︀ 3

−3

√
9− x2dx;

Значення визначеного iнтеграла можна розглядати як площу фiгури,
обмеженої лiнiями y =

√
9− x2, x = −3, x = 3;

y ≥ 0
−3 ≤ x ≤ 3
Пiднесемо обидвi частини до квадрату
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y2 = 9− x2

x2 − y2 = 9
Отримали рiвняння пiвкола з центром (0, 0) та радiусом R = 3
Отже знаходимо площу вiдповiдного пiвкруга:
∫︀ 3

−3

√
9− x2dx; S =

1

2
πr2 =

1

2
π · 32 = 4.5π;

y

x

3

3−3

Графiк 10: Графiк пiвкола
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Висновки

Опрацьовуючи зiбранi матерiали пов’язанi з методикою навчання основ ди-
ференцiального та iнтегрального числення в загальноосвiтнiх школах , вис-
новки наступнi.

В теоретичнiй частинi опрацьовано матерiали повязанi диференцiаль-
ним та iнтегральним численням в загальноовiтнiй школi.
По-перше, розглянуто мету освiтньої галузi, навчання в загальноосвiтнiх за-
кладах, засоби навчання, а також формування ключевих компетентностей
учнiв.

По-друге, одним з важливiших пунктiв роботи є основи диференцiаль-
ного та iнтегрального числення в системi вивчення математики в учнiв за-
гальноосвiтнiх шкiл.
У шкiльному курсi алебри i початкiв аналiзу "Диференцiальне та iнте-
гральне числення"спрямованi на вивчення певних тем.
Диференцiальне числення поглиблює матерiали в десятому класi, iнтегральне
числення в одинадцятому класi.
Основний роздiл полягає в переглядi основ диференцiального та iнтеграль-
ного числення в загальноосвiтнiх школах. Основи складаються з уявлень
матерiалу про похiдну, первiсну та iнтеграл.

По-третє, практична частина фокусується на застосуваннi дослiдженого
матерiалу:

❼ за даними таблицями та правилами знаходження похiдної, первiсної,
iнтеграла;

❼ застосування умiнь до дослiдження функцiй;

❼ побудова графiку;

❼ обчислювання площi криволiнiйної трапецiї ;

❼ обчислювання об’ємiв тiл обертання.

Завдання з моєї роботи можуть бути використанi вчителями математики
при викладаннi даних тем.
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Összefoglaló

A differenciál- és integrálszámı́tás alapjainak középiskolai oktatásának módszer-
tanához kapcsolódó összegyűjtött anyagokat feldolgozva a következtetések az
alábbiak.

Az elméleti részben a középiskolai differenciál- és integrálszámı́tással kapcso-
latos fontosabb részeket dolgoztam fel.

Elsősorban az oktatási terület célját, a középiskolai oktatást, a taneszközöket
és a tanulók kulcskompetenciáinak kialaḱıtását tanulmányoztam át.

Másodsorban, a munkám egyik legfontosabb része a differenciál- és integrál-
számı́tás alapjai a középiskolások matematika tańıtásának rendszerében.
Az algebra és anaĺızis kezdete iskolai kurzusban a „Differenciál- és integrál-
számı́tás” bizonyos témák tanulmányozására irányul. A differenciálszámı́tás a
t́ızedikben az integrálszámı́tás a tizenegyedik osztályban jelenik meg mélyreha-
tóbban.

A fő részben a középiskolai differenciál- és integrálszámı́tás alapjait tanul-
mányoztam át. Az alapismeretek a derivált, primit́ıv és integrál képzelet kiala-
kulásáról tevődnek össze.

Harmadszor, a gyakorlati rész a tanulmányozott anyagok felhasználásán alap-
szik feladatok megoldásához:

1. derivált, primit́ıv és integrálszámı́tás adott táblázatok és szabályok által

2. készségek alkalmazása függvény vizsgálathoz;

3. grafikonok szerkesztése;

4. görbe vonal trapéz területének kiszámı́tása;

5. forgótestek térfogatának kiszámı́tása.

Szakdolgozatomban megoldott feladatok felhasználhatóak matematika taná-
rok által az adott témák oktatása során.
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