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HEevest TiBorR*

Dinamikus geometriai szerkesztések
meértanoran

Reziimé A szamitogépes rajzoléprogramok
1j lehetéségeket tarnak elénk a mértan ta-
nitasaban: gyorsan, pontosan, a bemeneti
adatokat rugalmasan valtoztatva lehet raj-
zok sokasagat eléallitani, megkonnyitve
ezzel a geometria felfedezésének utjat. Ezen
tanulmany célja bemutatni a dinamikus
geometriai szerkesztéprogramok hasznala-
tanak lehetéségét az altalanos és kozépis-
kolai matematikaoktatasban. A legfébb jel-
lemzdje ezen alkalmazasoknak, hogy a szer-
kesztés Osszefliggéseit (1épéseit) jegyzi meg,
és a bazisadatok megvaltoztatasaval ezeket
Ujraalkalmazza. A alkalmazasok hasznala-
tanak demonstralasara a GeoGebra progra-
mot valasztottam. A tanulmanyban leirtak
alkalmazasara lehetéség nyilik az altalanos
iskola Geometriai szerkesztések témako-
rének tanitasaban.

Pesrome Kowmir'oorepHi IIporpamu, 3a HAOIOMOIOK SIKHUX
MOKHA BHUKOHYBaTH MAaAIOHKH, CTBOPIOIOTH HOBI MOKAH-
BOCTi y HABYaHHI Kypcy reomeTpil B paMKax IIKiABHOI IIPO-
rpamMu. 3a IX AOIIOMOTOI0 MOXKEMO 3 BHCOKOIO TOYHICTIO,
IIBUAKO Ta HATASMHO peaailyBaTH HalipisHOMaHiTHiIIi
MAaAOHKH, 300pazkeHHd. IIpH IIbOMy Ma€eMO 3MOLY AE€TKO
3MiHIOBaTH BXiAHI AaHi, 10 POGHTE MPOIEC BIAKPUTTSA Ta
3aCBOEHHSI TeOMeTpii AeTKHM Ta HaBiThb 3aXOIAIOIOYHM.
MeToi0 maHoi poGOTH € IPEe3eHTYBaTH LINPOKHH CIIEKTP
MOZKAHUBOCTEH AMHAMIYHHUX F€OMETPHYHHX IrpadidHuxX pe-
JAKTOPIB B Kypci MaTeMaTUYHOI OCBITH 6a30B0i Ta cepes-
HBOI ITKOAHU. BaxkAMBOIO XapaKTEPUCTHUKOIO LIUX IIPOrpam
€ Te, 1110 BOHH 30€piraloTh BCi KPOKH BUKOHAHHS KPECAEHb,
KOTpi ITicAd 3MiHM BXiJHHUX HAHUX MOXKHa 3HOBY IIOBTO-
pIOBaTH, BUKOHyBaTH. [IAf AeMOHCTpAIlil BHKOPHCTAHHS
JAaHUX 3aCTOCYyBaHb MHOIO o0paHo mporpamy GeoGebra.
Onucani B po6oti mpuiioMmu MaB Harogy 6araTopa3oBo BH-
KOPHUCTOBYBATH IIPH BHUBYEHHI B 6a30BiM IIIKOAI TeMH Ha
TeOMEeTPHYHI I0GYI0BH.

A szerkesztés a geometria fontos része. Ezek pontossaga, valamint lathatésaga
igen fontos a szerkesztett abra leolvasasaban. A hagyomanyos moédon elkészitett
szerkesztésnél nem tudjuk megvizsgalni, miként valtozik az abrank egy-két pont
helyzetének megvaltoztatasakor. Tovabba problémat jelenthet az is tanitasi 6ran,
amikor egy szerkesztést végzlink a tablanal, és a szerkesztés végéhez kozeledve
szembesulink azzal a ténnyel, hogy nem fér el az abrank. A szerkesztés Ujrakez-
désével sok id6 vész el.

Itt léphet be a szamitogép és az interaktiv tabla a geometria tanitasaba.
Léteznek olyan szoftverek, melyekkel geometriai szerkesztéseket végezhetlink el
szinte ugyanolyan médon, mint papiron. E programok segitségével mindig van
elegendd hely a szerkesztéshez, és lehetéségtink van mas megoldasok kénnyed
keresésére az uigynevezett bazispontok mozgatasaval. A bazispontokat interaktiv
modon kezelhetjuk, és ezaltal lathatjuk a valtozasokat a szerkesztett abran. Ez
nagy segitség a szemléltetés szempontjabol. A programok hasznalatat mind tana-
rok, mind didkok kénnyen el tudjak sajatitani (Liptak A. 2007).

Ezen tanulmany a 7. osztaly tananyagaban szereplé ,Mértani szerkeszté-
sek” c. fejezetére tamaszkodik. Célkittizés: bemutatni a digitalis eszkozok (sza-
mitégép, kivetitd, aktivtabla, dinamikus rendszerek) hasznossagat és elényeit a
tanitasi folyamatban, valamint Gtmutatast adni ezek hasznalatahoz a tanérakon.
A szerkesztések megvalositasahoz a GeoGebra (GeoGebra - Dynamic Mathematics
for Schools) (Sulik 2006) nevli programot hasznalom. E program kezeléfeltiletét és
annak eszkoztarat lathatjuk az 1. és 2. abrakon.

* A Gyulai Altalanos Iskola matematika- és szadmitastechnika-tanara.
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1. abra. A GeoGebra kezelofeliilete

Eurzor formak vilasztasa, alakzat kijeldlése, mozgatisa
Pont rajzolisa

—Vonal rajzolasa

Szerkeszités (ponthalmazok)

’7 I-- Sokszog (poligon)

A8

=B

Misodrendd gﬁrhék rajzol:iﬂa _.|
Szog, tavolsag, terl'jlet
Geometrial transzformacmk
Csnszka szoveg, kép. ..

Vizualitas

2. abra. A GeoGebra kezelofeliiletének eszkoztara

Minden eszkdz jobb alsé sarkaban talalhaté egy nyil, melyre kattintva to-
vabbi funkcidk jelennek meg. Mivel geometriaszerkesztésekkel foglalkozunk, ezért
az Algebra ablakra és a tengelyekre nincs sztukséglink. Ezeket a Nézet menu Al-

gebra ablak és Tengelyek mentipontjainak valasztasaval kapcsolhatjuk ki vagy be
(Liptak A. 2007).
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A dinamikus szerkesztés bemutatasa

Amennyiben megismerkedtlink a kezel6feltilettel, hozza is foghatunk a
szerkesztési feladatokhoz.

1. feladat. Szerkessz haromszoget adott oldalai alapjan! (Bevz 2007)

Mar a megvalositas kezdeti stadiumaban vegytk azt figyelembe, hogy ké-
s6bb megvaltoztathatjuk a kezdeti adatokat, és megfigyelhetjik azok valtozasanak
hatasat a végeredményre. Ez a lehetdség hagyomanyos szerkesztés esetén nem all
rendelkezéstinkre. Az a tapasztalat, hogy sok esetben pontosan emiatt nem értik
meg a tanulok a szerkesztési feladatok lényegét és fontossagat.

Els6 1épésként adjuk meg a szakaszokat. Ehhez célszeri csiiszkakat hasz-
nalni, melyek segitségével késébb konnyedén tudjuk valtoztatni a kiindulé ada-
b=
tokat. A csuszka definidlasahoz valasszuk a Csuszka —— 3 eszkozt, klikkeljiink

a munkatertileten, és a megjelené parbeszédpanelen allitsuk be az intervallumot
0-tol 10-ig.

3. abra. Csuszkak definialasa

A kovetkezé 1épésben definialjunk egy az ,a” csuiszka értékének megfelel

hosszusagu szakaszt. Valasszuk a = Szakasz pontbdl adott tavolsaggal eszkozt,
kattintassal hatarozzuk meg a kezdépontjat és adjuk meg hossztisagnak a megje-
len6 parbeszédpanelben az ,a” paramétert. A kovetkezé eszkodz, amit hasznalnunk

kell a Kor kézépponttal és sugarral L], melynél egyik esetben a kézéppont a mar

definialt szakasz egyik végpontja, sugara ,b”, masik esetben a kézéppont a masik
végpont és a sugar ,.c”. A 4. abran lathato képet kapjuk.

T _-"""--." — .
- P .

/ /N \

| K
i /
N \\.x.'_/ /'/

4. abra. A lgrom szaka;z felmérése
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Mivel a kdérvonalak csak segédszerkesztések, célszerti atallitani a vonalstilust

|
szaggatottra. Ehhez a Mozgatas r— eszkozzel kattintsunk kétszer a kérvonalon
és a megjelen6 parbeszédablakban valasszuk ki a Style filon a megfelel6 stilust.
| Hatarozzuk meg a két kérvonal metszéspontjait a Két alakzat metszéspontja
eszkoz segitségével, ramutatva elébb az egyik, aztan a masik kérvonalra. A
kapott metszéspontok egyike lesz a haromszég harmadik cstcsa. Valasszuk a

™
Sokszog '—, eszkozt, és megmutatva a csticspontokat (az elsé és az utols6 ugyan-
az) definialjuk a kivant haromszoget (5. abra).

"B

5. abra. Hairomszog adott oldalak alapjan

Miutan ezzel megvagyunk, kezddédhet az interakci6é. A csuszkak elmozga-
tasaval allitsunk be killonb6z6 értékeket. A szemléltetés kedvéért tlintessuk fel a
haromszog oldalainak hosszat, szogeinek nagysagat és tertiletét. Ehhez valasszuk

o

a Tavolsag L= deszkdzt és adjuk meg a szakaszok végpontjait, a Szdg | o '_-] esz-
kozt és 6ramutaté jarasaval megegyezé iranyba mutassuk meg a pontharmasokat
(csticsokat), valamint a Tertlet (Area) eszkozt, mellyel a soklapra (a haromszog
belsé tartomanyara) kell ramutatni.

A csuiszkak beallitasaval igazoljuk a haromszog szogei és oldalai k6zotti 6sz-

szefliggésekrdl sz616 tételeket, valamint a haromszoégszabalyt (6. és 7. abra).

Taie ACE= 20

B

6. abra. Oldalak és szogek kozotti 6sszefiiggések demonstralasa
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L ey
fEB=1
Taniki ACH =nam defiidi

7. abra. A héromséégszabily demonstralasa

Es végezetiil érdemes megmutatni, kihasznalva az eszkdzeink adta lehetésé-
get, a hires egyiptomi haromszoget a 3 cm, 4 cm és 5 cm-es oldalakkal (8. abra).

| Ter ] LE =5

Tarla &CE=d

7 SAN
L E-1 ]

8. abra. Egyiptomi haromszog

2. feladat. Szerkessziink adott szdggel egyenld szoget! (Bevz 2007)
Ezen feladat megoldasanal is a kiindulé adatunkat (széglinket) csuszka segit-
ségével fogjuk meghatarozni, hogy késébb ennek segitségével tudjuk szemléltetni

el
a dinamitast. A cstiszkat ismételten a Csuiszka =l eszko0zzel hozzuk létre, csak a
megjelend parbeszédpanelen valasszuk a Szog valasztokapcsolot, valamint az inter-

vallum maximalis értékét allitsuk be 180°-ra. A Sz6g adott mérettel L= eszkoz

segitségével definialjuk a cstszkanak megfeleld szogtartomanyunkat megmutatva

a sik két pontjat (egyik szarpontjat és csticspontjat), valamint az ,a” paramétert,
o~

ami a csuszka értéke. A kapott pontokon keresztiil a Félegyenes eszkozt

hasznalva definialjuk a szog szarait (9. abra).
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| #
Szerkesszlnk egy kort a Kor kézépponttal és sugarral ‘— eszkozzel, mely-
nek kozéppontja a szdg csucsa, sugara pedig 2cm. Hatarozzuk meg a kérvonal és
a szbg szarainak metszéspontjat a Két alakzat metszéspontja —=| eszkdzzel, és a
o]
|«
kapott pontokat kosstik 6ssze szakasszal, hasznalva a Szakasz —=| eszk6zt. Mi-
vel a kdvetkezékben hivatkoznunk kell majd erre a szakaszra, a tulajdonsagainal
jeloljuk be a ,felirat megjelenitése” jelolénégyzetet.

9. abra. A kiindul6 sz6g

-
Az azonos szdg megszerkesztését kezdjlik egy félegyenes elhelyezésével ﬂ
Aztan ,korzézzink” az imént hasznalt 2cm-es sugarral a félegyenes kezdépontjabol

Kiindulva ‘_

[ ]
koézépponttal és sugarral ‘— segitségével szerkesszlink kort ebbdl a pontbdl,
sugarnak megadva az eredeti sz6gén megszerkesztett szakaszunk nevét (,b”). Ha-

. Hatarozzuk meg a félegyenes és a kérvonal metszéspontjat —=|. Kor

tarozzuk meg a két kérvonal metszéspontjat —=
-
szésponton keresztiil bocsassunk félegyenest (10. abra).

, €és a csucson €s ezen a met-

10. abra. Adott szoggel egyenld szog
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Természetesen itt is érdemes a csUszka segitségével megvizsgalni a szer-
kesztés helytallésagat.

3. feladat. Szerkesszétek meg egy adott szog szogfelezgjét! (Bevz 2007)

Ennél a feladatnal nem irjuk le a hagyomanyos szerkesztési modot, mivel a
szogfelez6t a program meg tudja e nélktl szerkeszteni. Ezt bemutatjuk az el6zé

feladatban megszerkesztett szog segitségével. Valasszuk a Szogfelezé | = ! eszkozt,
és mutassuk meg a szégiink harom pontjat (k6zépsének a csticsat). A kapott szog-

4
felezén vegytink fel egy pontot ['_] és a Szog eszkozzel irjuk ki a kapott két szog
mértékét (11. abra).

rd
: P .
// S/
s A //
rd : o
/// I\‘\\- p //
e
-
e -—
i }
Iy -
ya e
7 -
F: -

11. abra. Adott szog szogfelezéje

Hasonloképpen a Szogfelez6 eszkozhoéz a GeoGebra és egyéb hasonlé alkal-

[ ]
mazasok eszkoztaranak része a Felezd vagy kozéppont eszkoz g, a Szakaszfe-

™ L] -
lez6 J, a Meréleges I l és Parhuzamos T eszkozok. Ezért ezekre itt most
nem térunk ki, de a tanuloknak mindenképpen javasolt megmutatni azok szer-
kesztési modjat hagyomanyos uton. A beépitett eszkozokkel szemléltesstik ezen
szerkesztések dinamizmusat.

Az ismereteink elmélyitése és altalanositasa céljabél oldjunk meg még egy
feladatot a haromszdg nevezetes pontjai és vonalai vonatkoztatasaban.

4. feladat. Szerkesszétek meg egy tetszéleges haromszog magassagpontjat,
sulypontjat és a koré irt kor kozéppontjat!

™
A Sokszog J eszkdz hasznalataval szerkesszlink egy tetszéleges ha-
romszoget. Ahhoz, hogy megszerkessziik a haromsz6g magassag-egyeneseit, a
csucsokbodl meréblegest kell bocsatani a szemkozti oldalakra, amit a Merdleges
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I" l eszko6z hasznalataval tehetiink meg. Kivalasztva az eszkozt, mutassunk az
egyik csucsra majd a szemben fekvo oldalra. Ismételjuk meg a folyamatot mindha-

rom csuicsra. A Metszéspont 2| eszkoz segitségével (ramutatva két egyenesre)
hatarozzuk meg a magassagpontot. A sulyvonalak megszerkesztéséhez el6bb a

[ ]
']
-

Felez6 vagy kozéppont -

eszkoz segitségével meghatarozzuk az oldalak felez6-

| =
pontjait, majd egy-egy szakasszal "4l 5sszekotom ket a szemkdzti cstcsokkal.
Hasonloképpen a magassagponthoz megjelolom a sulypontot. Végil pedig meg-
szerkesztem a korul irt kér kézéppontjat, azaz a haromszog oldalfelezé merdlegese-

inek metszéspontjat, hasznalva a Szakaszfelez6 eszkozt. J61 latni, eszkozolve
a bazispontok elmozditasat, hogy a kapott harom pont egy egyenesen fekszik. Ezt
az egyenest EULER-egyenesnek nevezzik (12. abra).

i

12. abra. A héroms:zlég néhany nevezetes pontja, az EULEﬁ-egyenes

A bazispontok elmozgatasaval az is jol megfigyelhet6 és demonstralhato,
hogy hegyesszogli haromszog esetén mindharom pont a haromszog belsé tartoma-
nyaba esik, tompaszégli haromszog esetén a magassagpont és a haromszog koré
irt kérvonal kozéppontja a haromszogoén kiviil helyezkedik el, derékszogli harom-
szo6g esetén pedig a magassagpont a derékszdg csicsaban, a haromszodg koré irt
korvonal kézéppontja pedig az atfogo felén helyezkedik el.

Még nagyon sok feladatot lehetne targyalni az adott témakdérén beltil, és
ugy gondolom, hasznos is lehet, figyelembe véve az adott tanuldi kontingenst.
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A didkok nagyon szivesen dolgoznak szamitégépen vagy interaktiv tablan, s miu-
tan megszerezték az alapvetd ismereteket, sokkal gyorsabban és pontosabban
el tudjak végezni a szerkesztési feladatokat ezeken az eszk6z6kén. De mindent
Osszevetve mégis ugy gondolom, hogy legnagyobb elénye az interaktiv tabla
vagy kivetité szamitogépes hasznalatanak abban rejlik az adott témakoért te-
kintve, hogy a dinamitas megléte miatt a tanulék jobban megértik és magukéva
teszik a szerkesztési feladatok lényegét, valamint olyan vizualis készségre tesz-
nek szert, amely egyéb geometriai problémak megértésében és megoldasaban
is segiti 6ket. Bizonyos témakoérdkben hihetetlen elényt jelent ezeknek az esz-
kozoknek a hasznalata a tanéran, legyen az szemléltetés, feladatmegoldas vagy
egyéb interakci6é. Mindenkit csak biztatni tudok, hogy keresse ezen eszk6zdok
hasznalatanak lehetéségét.
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