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Bevezetés

A tanulok matematikai kompetencidinak fejlesztését szolgédlod tanitasi modszerek kutatasa
az oktatas egyik legfontosabb része. A matematikai kompetencia sikeres fejlesztéséhez
azonban sziikséges a matematikai nevelési folyamat céljanak és tartalmanak, a tanitasi
modszereknek az 0sszehangolésa.

A matematikai kompetencia alapjainak elsajatitasa segit minden tanulénak az oktatasi
és kognitiv motivicio, a gondolkodéas és a kreativ képességek fejlesztésében; sikeresen
elsajatitja a gyakorlati matematikai ismereteket és készségeket. Ez hozzajarul a tudas
alkalmazasahoz més tantargyak tanulményozasa soran, az életben, a tovabbtanulasban,
figyelembe veszi az életkori és egyéni sajatossdgokat, a tarsadalom fejlédési iranyait.

Az algebra és mértan iskolaban valé tanulasa széles lehetGségeket kinal a tanulok
matematikai kompetencidjanak olyan fontos Osszetevsinek fejlesztésére, mint az algorit-
mikus, logikai, grafikai, transzforméciés kompetencia, rajzkompetencia, szamitéstechnikai
kompetencia, matematikai nyelv.

A koronavirus miatti karantén és a haboru Ukrajnédban 1j oktatési forméra kénysze-
ritette az iskoldkat, az online oktatasra. A digitalis iskola létrehozasa az oktataspolitika
egyik kiemelt teriilete, a korméany 2010 6ta fokozatosan vezeti be a tavtechnologiat az
oktatéasba.

Munkamban harom f6 fejezet van, ahol az els fejezetben a kozépiskolasok matema-
tikai kulturdjanak fejlédésének elméleti alapjait tarjuk fel a trigonometrikus fiiggvények
tanulmanyozasa soran. A masodik fejezet a matematikai kultara fejlesztésének modszerét
irja le kiilonféle tipusu trigonometrikus egyenletek és egyenlGtlenségek tanulmanyozasa
sordn. A harmadik fejezetben hat 10. osztalyos tankonyvet elemeztem és hasonlitottam
0ssze 3 szempont szerint.

Szakdolgozatom célja feltarni olyan modszereket, amelyek a kdzépiskolasok matemati-
kai kompetencidjanak fejlesztésére szolgal a trigonometrikus fliggvények, illetve egyenletek

és egyenl6tlenségek tanulméanyozéasa soran.



1. Kozépiskolasok matematikai kompetenciainak
fejlesztésének elméleti alapjai a trigonometrikus

fliggvények vizsgalataval

1.1. A tanul6k matematikai kompetencidjanak fejlesztése algebra-
o6rakon

Az elmult években sok valtozas tortént az ukran tarsadalmi életben: az oktatasi rendszer

reformja, gazdasag és vilagszinvonalu termelés, integracié a vildg oktatasi rendszerébe,

atmenet a piaci kapcsolatokra és barmilyen termék versenyére, és beleértve intellektuali-

san. A tarsadalmi kapcsolatrendszer minden véltozasa megkoveteli a megfelels valaszokat

az oktatas el6tt allo feladatokra.

A matematikai oktatas az iskolasok alapképzésének legfontosabb eleme. A matemati-
katanitas f6 feladata, hogy a tanarok biztositsak a matematikai kompetencia fejlesztésének
szinvonalat, ami sziikséges a mindennapi életben valo teljes részvételhez, a tovabbtanu-
lashoz és majd késébb a munkavégzéshez. Eppen ezért jelentGsen megnétt az érdeklédés
a matematikai kompetencia fejlesztésének problémaja irant [2|.

Hazankban az alapelvekre vonatkozo nézetrendszer, célok, feladatok {6 iranyait "A ma-
tematikai oktatés fejlédésének koncepcioja Ukrajnaban" mutatja be. A koncepcié harom
problémacsoportot jelol meg a matematikaoktatas és a természettudomanyok fejleszté-
sében, amelyek a modern iskoldkban erdsen jelentkeznek. Az elsé csoportba tartozik az
az iskolasok alacsony motivacidja, amely a matematikaoktatas jelentGségének tarsadalmi
alabecstilésével, az oktatasi programok, valamint az elavult tartalma értékelési és mod-
szertani anyagok tulterhelésével jar. A mésodik csoportba tartoznak a tartalmi jellegt
problémak, ahol valojaban nincs kiilonbség a tantervek, az értékelési és modszertani anya-
gok kozott a kiilonbozd tanuléi csoportok szaméra, ami az oktatasi folyamatban alacsony
hatékonysaghoz vezet. A harmadik csoportba a munkaeréhiany tartozik, akik mindsé-
gi matematika tanitdst nytujtandnak, figyelembe véve a fejleszté és formald oktatasi és
kiilonb6z6 tanulo csoportok létfontossagn érdekeit [6].

Val6jaban a matematika tanuldsa és az oktatasi folyamat megszervezése soran az 5-8.



osztalyos tanuloknak mas jellegii problémaik vannak. A szamolasi kompetencia a mate-
matika tanfolyam minden szakaszaban kialakul a tanulokban, és az oktatés els6 6t évében
rakodik le. Ebben az id6szakban tanuljak meg a matematikai mtveletek torvényszeri-
ségeinek tudatos hasznalatdnak képességét, a jovében pedig a megszerzett készségek és
képességek megszilarditasat, fejlesztését. Igy az 5-8. osztalyos tanorakon a szobeli munka
minden eddiginél fontosabb, de kiilondsen az 5-6. osztalyokban, mert a legegyszeriibb
szamtani miiveletek okoznak nehézséget az iskolasoknak és ilyenkor késztetést éreznek
szamologép hasznalatara [2].

Az utobbi években kiilonosen foglalkoztatott volt az a kérdés, hogy sziikség van-e spe-
cialis tanari munkara a tanuldk logikai gondolkodasanak fejlesztésére. Az iskolai tanoérak
a korabbiakhoz hasonldéan a program teljesitését célozzék, nem pedig a gyerekek gon-
dolkodésanak fejlesztését, igy felmeriil a logikus gondolkodas fejlesztésének problémaja
[7].

A geometria tanulmanyozasa soran megfigyelhets a tendencia, hogy csokken a tanulok
geometriai anyagok elsajatitdsanak szintje. A matematikai diagnosztikai munkak elemzése
azt mutatja, hogy a geometriai tartalmu feladatok megoldasa soran nehézségek adodnak
a térbeli gondolkodas nem megfeleld fejlettsége miatt [4].

A geometridval ellentétben az algebra érakon kevesebb figyelmet forditanak a mate-
matikai fogalmakra. A geometridban minden a fogalmakon alapul, mig az algebraban a
tanarok igyekeznek keriilni a fogalmak tanulményozasat, hisz elég a gyakorlati anyagot
ismerni [4].

Az elmondottak alapjan arra a kidbrandité kovetkeztetésre juthatunk, hogy a mate-
matikai kompetencidk elsajatitasanak problémait a kovetkez6k okozzék: szamitasi kom-
petencia, logikus gondolkodéas, geometriai anyag elsajatitasa, matematikai fogalmak kiala-
kitédsa, modellezési készség, matematikai ismeretek hidnyossagai, matematikai szabéalyok
lényegének félreértése stb.

A matematikai kompetencia fejlesztésének koncepcidja szamos olyan feladatot mutat
be, amelyek célja a matematika tanitasa kdzben felmeriil problémék lekiizdése: az okta-
tasi programok tartalmi korszertsitése, annak érdekében, hogy ne legyenek hianyossagok

az alapismerekben, nyilvanosan elérhetd informacios forrasok biztositasa, a tehetséges



tanuloknak biztositani kiilon tudésszintjiiknek megfelel anyagot képességeik tovabb fej-
lesztésére, a matematikai ismeretek és a matematikaoktatas népszertsitése [2].

Ezeket a feladatokat az allami oktatasi szabvany keretein beliil kell végrehajtani, amely
kovetelményeket allapit meg a kozépfoku oktatasi intézmények alapképzési programjanak,
az eredményesebb oktatas végett: személyes és targyilagos a matematika és az informatika
teriiletén [1].

A tanorai és tanéran kiviili 6nall6 munka megszervezése és a tanulok motivacidéjanak
novelése kapcsan a kovetkezdk lesznek a legfontosabbak.

Személyes [2]:

e a tanulashoz, a felkésziiltséghez valo felelGsségteljes hozzaallas kialakitasa, azon ta-

nulok szamara, akik onfejlesztés és 6nképzés céljabol tanulnak;

e kommunikacios kompetencia kialakitasa a kommunikaciéban és az egyilittmiikodés-

ben a kiilonféle tevékenységek soran.
Targyilagos [2]:

e képes Onallban meghatarozni tanulmanyai céljait, 0j feladatokat kittizni és megfo-

galmazni, kognitiv tevékenysége inditékait és kialakitani érdeklédési korét;

e képes onalloan megtervezni a célok elérésének modjait, tudatosan megvélasztani a

leghatékonyabb modszereket az oktatési és kognitiv feladatok megoldasara;
e képes legyen cselekvéseit a tervezett eredményekkel 0sszefiiggésbe hozni;

e az Onértékelés, a dontéshozatal elsajatitasa az oktatasi és kognitiv tevékenységekben.

A téargyi eredmények elérése érdekében a kozépiskola 10-11. osztalyaiban a matema-
tika tantargy tanitasanak tapasztalatait figyelembe véve megjegyezhetjiik, hogy a nagy
mennyiségli matematikai anyag feldolgozésakor sziikséges a tanulok tevékenységének meg-
szervezeése, képességek és készségek kialakitasa, megszilarditasa. Novelni kell az onallban
végzett feladatok aranyat a tanérai és a tanoran kiviili munka soran. Ebben a vonatko-
zasban a tanarnak a feladata, hogy kivéilassza a tanéran végzett feladatokat és onallban
végzett feladatokat, amelyeket egyre Osszetettebb mértékben kell differenciélni, és kiilon-

féle lehetGségeket kell tartalmaznia. Az 6nall6 munkavégzés soran sziikség van a feladatok



azonnali attekintésére, hogy a tanul6 elemezze a hibait, visszatérjen a feladathoz és kija-
vitsa azokat [7].

Az alapfoku altaldnos mtveltség allami oktatési szinvonala tartalmazza az informa-
ci6s és kommunikacios technologidk hasznalatat [3]. Az informécios és kommunikacios
technologiak az informaciogytjtés, tarolas, feldolgozas, bemutatas és tovabbitids modsze-
reinek Osszességét jelentik szamitogépes eszkozok segitségével. Ide tartoznak az aszta-
li szamitogépek, laptopok, periférids eszkozok, tablagépek sth., telepitett szoftverrel és
internet-hozzaféréssel. Ma a szamitogépes eszkozok a didkok rendelkezésére allnak, és az
élet szerves részét képezik, de ennek ellenére nem minden csalddban van vagy nagy csa-
ladban nem minden gyermek szdmaéara adott egy szamitogép vagy laptop, a meglehetésen
magas koltségek miatt. Az utobbi években mar szamitdgép helyett mobiltelefonokat, lap-
topokat és tablagépeket hasznalnak, amelyek mar miszaki jellemzsikkel is feliilmuljak a
szamitogépeket.

Ebben az esetben a matematikai kompetencia tanuléi fejlesztésének tébb problémajat
is figyelembe veszik, amelyek koziil az egyik a matematikai képességek és készségek ki-
alakitasat és megszilarditasat szolgalo képzési feladatok hianya, amelyek az 6nall6 munka
részeként az 6ran és azon kiviil is megvalosithatok mobilalkalmazasok és szolgaltatasok
segitségéve és azok oktatasi modszerekbe vald beépitésével. A kozépfoku oktatasi intéz-
mények fels§ tagozatos osztalyaiban matematika tantargy tanulédsa soran célszerd meg-
vizsgalni a mobilalkalmazasok, szolgaltatasok hasznalatanak didaktikai lehetdségeit [6].

A matematikai kompetencia formélasa, fejlesztése a tanulds folyamataban matema-
tikai allitasok bizonyitasaval valosithaté meg. A matematika, kiilondsen a mértan jo
lehetGségeket kinal a sziikséges logikai ismeretek elsajatitasara, a logikai kompetencia
megalapozasara. A matematika tanorakon a matematikai kompetencia alabbi 6sszetevéi
emelhetSk ki: algoritmikus, logikai, grafikus, transzforméacios kompetencia, rajz kompe-
tencia, szamitasi kompetencia, matematikai nyelv [5].

A matematikai allitasoknak a bizonyitasa az egyik fontos eszkoz, amely hozzajarul
a matematikai kompetencia kialakitasahoz, a tanulok kreativ és logikus gondolkodasa-
nak fejlesztéséhez. A ,matematikai bizonyitas” kifejezés a mondatok bizonyitasat jelenti

barmely matematikai elméleten beliil [5].
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A kozépiskolasok a tanulast részesitik elényben, melynek soran nemcsak a tények ala-
tamasztasara, hanem azok bizonyithatosagara is sziikség van [5].

A matematikai elmélet alapjat a bizonyitassal ellatott tételek alkotjak. A tételekkel va-
16 munka sorén logikai-matematikai elemzést kell végezni, amely magéban foglalja: logikai
elemzés (a tétel szerkezetének feltarasa) és matematikai elemzés (a struktura kivalasztott
elemeinek matematikai tartalma) [5].

A matematikai allitasok bizonyitasaval a tanulok hozzaszoknak a teljes értéki érvelés-
hez, vagyis nem megengedettek a torvénytelen éltalanositasok, az alaptalan hasonlatok, és
megjelenik a diszjunkci6 teljességének kovetelménye. Kialakul egy specialis gondolkodasi
stilus: a formai és logikai érvelési séma betartasa, a gondolatok rovid és tomor kifejezése,
a gondolatmenet egyértelmi felosztasa. [5]

A matematikai kompetencia kialakitéasi folyamatéanak a teljes megértésének érdekében
szamos feladatot kell atnézni.

A tanulok matematikai kompetencidjanak kialakitdsara szolgaldo modszertan a mate-
matikai allitasok megerdsitésére és annak modszertani tamogatasa nagy gyakorlati jelen-

t6séggel bir a felsébb osztalyt didkok tanitasa szempontjabol [5].

1.2. A trigonometrikus kifejezések és atalakitasuk tanulmanyoza-

sanak sajatossagai, egyenletek és egyenlGtlenségek

A "Trigonometrikus egyenletek" rész a matematika iskolai szakaszaban egy nagy részét
foglalja el. Az anyag tartalmanak egyik jellemzGje, hogy a trigonometrikus egyenletek
megoldésa eldfeltételeket teremt a tanulok tudésénak rendszerezésére és altalanositasara
a "Trigonometrikus fliggvények" fejezetben az altalanos iskoldban tanult anyag szerint.
Ezért a tanarnak az a feladata, hogy kiemelje az anyag azon részeit, amelyek a megoldési
modszerek ¢és technikak alapjat képezik [8].

Az oktatési és modszertani szakirodalomban kiilonb6z6 nézépontok vannak a trigono-
metrikus egyenletek osztalyozasara vonatkozoan. Ez elsGsorban annak koszonhets, hogy
a trigonometrikus egyenletek rendkiviil valtozatosak. Ha egy trigonometrikus egyenlet
megoldéasi modszerének kivalasztasat kovetjiikk az osztalyozas alapjaul, a kévetkezs tipu-

sok kiilonboztethet6k meg [4]:
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1. azon egyenletek, amelyek megoldasa sorédn a trigonometrikus fiiggvények tulajdon-

sagait hasznaljak;

2. a legegyszertibb trigonometrikus egyenletek és az ezekre azonos atalakitas utan re-

dukalt egyenletek;

3. trigonometrikus egyenletek, amelyek barmilyen trigonometrikus fiiggvényre vonat-

koztatva algebrai egyenletekre redukal6dnak;
4. az asinx 4+ becosx = ¢ egyenlet, ahol a,b,c € R, a # 0,b # 0

5. homogén trigonometrikus egyenletek ugyanazon argumentum szinuszara és koszinu-

szara vonatkozoan;

6. trigonometrikus egyenletek, amelyek megoldasdnak modszerei visszavezethetd mes-

terséges technika alkalmazaséra;
7. vegyes trigonometrikus egyenletek.

Oktatasi és modszertani irodalom elemzése mutatja, hogy a (2-5) tipust trigonometrikus
egyenletek meglehetdsen jol leirtak, kiilonosen az iskolai tankonyvekben, és az els6 és az
utolsé két egyenlettipusra nem forditanak kell§ figyelmet, s6t egyes tankonyvekben meg
sem talalhatok [4].

Az els6 tipusu trigonometrikus egyenletek megoldasa a trigonometrikus fiiggvények
olyan tulajdonsigaira vonatkozo kivetkeztetéseken alapul, mint az értelmezési tartomany
és érték készlet. A megoldas visszavezethets az értelmezési tartomany vagy a kifejezés
értékére, amelyek az egyenlet bal és jobb oldalat hatarozzék meg. Bizonyos esetekben,
amikor egy trigonometrikus egyenlet megoldasat csak az egyenlet jobb és bal oldali részé-
nek érték készletének megtalalasara vezethetd vissza, ezt a modszert értékelési modszernek
nevezziik [4].

Mivel ezek gyakorlatilag hianyoznak az iskolai tankonyvekbdl, ajanlott, hogy a tanér
maga készitsen ilyen példakat, a legegyszertibbekkel kezdve. Példaul, el6szor ajanljuk fel,
hogy oldjak meg szoban és indokoljdk meg a valaszt.

1. Példa Oldd meg az egyenletet [9]
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a) sin 2z = /2

b) cos3x = {’/g
c) cosx -tgr =1
d) cos’z =2

A ¢) egyenletben a tangens fliggvény értelmezési tartoméanyabol kikovetkeztetve kapjuk a

sinx
cosx

valaszt: cosx - innen sinz = 1, cosx # 0 Az egyenletrendszernek nincsenek megolda-
sai, ezért az egyenletnek nincsenek megoldésai.

Az a),b),d) egyenletek a legegyszeriibbek és nincs megoldasuk, mert a bal oldal mind-
egyiknél nagyobb, mint abszolut érték 1.

2. Példa Oldd meg a sin 7z — sinx = 3 egyenletet [9].

A szinusz kiilonbsége nehéz atalakitasokat eredményez, ezért irracionalis.

Helyezziik a4t sinx-et jobb oldalra és kapjuk, hogy sin 7x = sinz + 3.

Az egyenlet jobb és bal oldalat kiértékelve a kovetkezsket kapjuk: —1 < sin7x < 1;
2 <sinx + 3 < 4, amibdl arra kévetkeztetiink, hogy az egyenletnek nincs megoldésa.

Tudjuk az egyenletet modositani, mivel az egyenlet jobb és bal oldalanak sok kozos
része van.

3. Példa Oldd meg a sin 7z — sinx = 2 egyenletet [9].

Hasonl6éan gondolkodva azt kapjuk, hogy —1 <sin7zx < 1; 1 <sinx + 2 < 3.

Ekkor az egyenlet akkor lehetséges, ha az egyenlet mindkét oldala egyenld 1-el és az

egyenlet megoldéasat az egyenletrendszer megoldasara vezetjiik vissza:

sin7r =1

sinx +2=1

Néhany ilyen tipusu egyenlet megoldasa soran gyakran sziikség van az azonos transzfor-
méciok végrehajtasara, amely utan meg kell vizsgalni az egyenlet jobb és bal oldalat.

4. Példa Oldd meg a sin®z + sin?z — 2sinx — 3 = 0 egyenletet [9].

Alakitsuk at az egyenletet sin®x - (sina + 1) — 2sinz — 2 = 1, innen sin?z - (sinx +

1) —2-(sinz + 1) = 1. Akkor (sinz + 1)(sin®x —2) = 1.
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Vizsgaljuk meg az egyenlet bal oldalat. Mivel sinx > —1, ezért sinxz + 1 > 0 és mivel
sin?2 < 2, ezért sin?z — 2 < 0.

Ezért (sinz + 1)(sin? x — 2) < 0. Mésrészt a jobb oldalon 1 > 0.

Ezért az egyenletnek nincs megoldésa.

5. Példa Oldd meg a kovetkezs egyenletet [9)

2 8tg™E
|5—6x|—4sinE—4sin T S
3 3 1 +tg?%F
Irjuk 4t az egyenletet a kovetkezs alakba:
2 8tg™*
|5—6x|:4sin7r—x+4sin i 93
3 3 1 +tg*%F

Alakitsuk 4t az egyenlet jobb oldalat, figyelembe véve a megengedett értékeket, azaz
x # 3+ 3k, ahol k € Z.

Helyettesitsiik be %* = ¢, akkor 4 sin t+4 sin 2 — 1%;215 =4sint+4sin2t—8sint-cost =

4sint +4sin2t —4sin2t = 4sint

Ezutan az eredeti egyenletet egyszertibb formara alakitjuk:
T
|5 — 62| = 4sin?

Oldd meg az egyenletet grafikusan a fiiggvények grafikonjainak abrézolasaval, az egyen-

let bal és jobb oldalat dbrazolva. (1. abra)

@ k:iy=[5-6x =N k b
. (X :
O t:y=4 sm(?) 5
A = Metszéspont(k, t, (0.5,2)) B
4
= (05,2)
b
o
B = Metszéspont(k, t, (1.5,#)) 9
= (15.4)
+ A i

1. dbra. A |5 — 6| = 4sin &f fiiggvény garfikonja
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Az 1. abran lathato, hogy a grafikonon két pontban metszik az abcisszan, r = % és

de az £ = 3 nem megengedett érték, ezért az egyenletnek egyetlen gydke van, az

xr = 2

3
r=1

Nézziink meg néhany technikat a trigonometrikus egyenletek megoldésara. Az egyik
ilyen modszer a trigonometrikus egyenletek megoldasdnak modszere, amely az sin x+cos

vagy sinx — cosx és sinx - cos x kifejezések kozotti kapcesolat hasznalatan alapul.

. . 2_
Ha sinx + cosx = t, akkor sinx - cosx = tzl.

Ezért olyan trigonometrikus egyenletek megoldasanal, amelyekben a bal és a jobb
oldali rész tartalmazza az sin x +cos x és sin x-cos x kifejezéseket, célszerd a sinx-cosx =t
behelyettesitést hasznalni.

6. Példa Oldd meg a sin® x — cos® z = 1 egyenletet [9].

Az egyenlet bal oldalat figyelembe véve azt kapjuk, hogy (sinz — cosz) - (sin®x +
sinz cosz + cos? ) = 1 vagy (sinz — cosz) - (1 + Lsin2z) = 1.

Hasznélva a sinz — cos x = t helyettesitést, azt kapjuk, hogy (1 + %(1 —1%)) = 0 vagy
t* —3t+2=0.

A kapott kobos egyenletet atalakitjuk: t> — 2t — ¢ +2 = 0 vagy (£ —t) — (2t —2) = 0.
Akkor t(t* — 1) — 2(t — 1) = 0 vagy (¢t — 1)(t* + ¢t — 2) = 0, ahonnan a megoldas ¢t = —2
ést=1.

Visszahelyettesitve a t valtozot, kapjuk sinz — cosz = 1 vagy sinx — cosx = —2.

Mivel |sinz — cosz| < v/2, akkor a masodik egyenletnek nincs megoldésa, és az elsG
egyenlet megoldésai:

r=mn+2rk ke’
m:g+27m,n€Z

Egyes trigonometrikus egyenletek megoldésa az tgynevezett konvoliciés modszeren
(a kettds argumentum szinuszképletének ismételt alkalmazasa) alapul. Nézziink néhéany
példat.

7. Példa Oldd meg a kévetkezd egyenletet |9]:

1
COS T - cos 2x - cosdx - cos 8xr = 3 cos 15x
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Az egyenlet bal oldali része a koszinuszok osztasa, amelynek argumentumai ald vannak
rendelve a kovetkezének: minden kovetkezs argumentum kétszer akkora, mint az el6zé.
Ez konvoliciés technikival egyszertsithetd.

Ebben a példaban ez abbol all, hogy megszorozzuk 8sin x-el, és tébbszor hasznaljuk
a dupla argumentum szinuszképletét. Ekkor a bal oldali rész leegyszertisodik.

8sinx - cosx - cos 2x - cos4dx - cos 8 = sinz - cos 15x;

4sin 2 - cos 2 - cos 4x - cos 8z = £(sin 16z — sin 14x);

4sin4x - cos4x - cos 8x = sin 16x — sin 14x;

2sin 8x - cos 8x = sin 16z — sin 14x;

sin 16z = sin 16x — sin 14x;

sin 14x = 0;

ldx =mn, n € Z;

=71 n€;

8. Példa Oldd meg a kovetkezs egyenletet [9):

T 2mw Amx 8

x
cosl—5'cos B - COS B - COS B = 0,0625

Az el6bbi modszert alkalmazva a kovetkezét kapjuk:

. T T 2rx 4rx 8w . T
16 sin — - cos — - cos - COS - COS = sin —
15 15 15 15 15 15
Akkor sin 272 = sin ©Z. Az utolso egyenletet az egyszer(ibb sin Zf = 0 vagy cos 1222 =

0 egyenletekre egyszertsitjiik, amelyeket probléma nélkiil megoldunk.
Ezért amikor a tanuldkat tanitja a tanar a trigonometrikus egyenletek megoldésara,

kiillonféle modszereket kell alkalmaznia.
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2. A kozépiskolasok matematikai kompetencidjanak
kialakitdsanak modszere a trigonometrikus

fuggvények vizsgalataban

2.1. A trigonometrikus egyenletek megoldasahoz sziikséges képes-

ségek és készségek fejlesztésének technikai

A tanulok trigonometrikus egyenletek megoldasara valoé képességének kialakitasa sordn

ajanlatos harom szakaszt megkiilénboztetni [8]:
1) el6készito;
2) az egyszeriibb trigonometrikus egyenletek megoldasi képességének kialakitasa;

3) egyéb tipusu trigonometrikus egyenletek bevezetése és megoldési technikainak kialaki-

tasa.

Az el6készitG szakasz célja elGszor is a tanulok azon képességének kialakitasa, hogy egy-
ségkort vagy grafikont alkalmazzanak egy egyenlet megoldasahoz; masodszor, megismer-
tesse a tanulokkal a trigonometrikus fiiggvények tulajdonsidgainak hasznélatat a sinx =
1,cosx = 1,tgz = 0 és hasonlo alakt egyenletek megoldasara; harmadszor, kiilon felhivni
a tanulok figyelmét a kifejezések kiillonboz6 transzformécios modszereinek hasznalatara a
trigonometrikus egyenletek megoldasa soran [8].

Javasolhatjuk, hogy ezt a szakaszt a tanulok a trigonometrikus fiiggvények tulajdonsé-
gaival kapcsolatos ismereteinek rendszerezése soran valositsak meg. A tanuloknak javasolt
feladatok jelenthetik a f6 eszkozt, amelyeket vagy onalléan vagy tanér segitségével végez-

nek el. Néhany példa ilyen feladatokra [9]:

V3
2

NN

1) keresse meg a [—7; 7] intervallum sszes szamat, amelyre igaz sina = —%°; cosa =

és igy tovabb,

2) jeldlje be az egységkoron azokat a P, pontokat, amelyekre a t lehetséges értékei meg-

felelnek a sint = %; tgt = —/3 egyenlGségeknek és igy tovabb,
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3) az y = cosz fliggvény grafikonjanak segitségével, mutassa meg azt a szamhalmazt,

amelyre igaz cosa = —%; cos o = —%; cosa = \/737

4) oldja meg az egyenleteket:

e cost =1,

e cos3x = cos’z + sin’z,

e sin 2z cos3r — cos2zsindxr = 1,
° %gcos2x+%sinx:1,
o 1 +cos2x —cos’zr =1

5) oldja meg az egyenleteket:

e sinxcos2x =0,
e (1 —sinz)tgr =0,

° 20082x—%sin4x: 1

Az utolsd két feladatra figyeljiink oda. Az ajanlott egyenletek megoldasa altalaban a
szinusz és a koszinusz definiciojanak alkalmazéasan alapul. Az 6todik feladat elvégzése
magaba foglalja a vizsgalt tipusu trigonometrikus egyenlethalmazok megoldasat. Példa-
ul az utolsé egyenletet a kovetkezSképpen alakitjuk at: 1 + cos2z — sin2x cos2z = 1,
cos2x(1 — sin2x) = 0, vagyis van egy cos2x = 0, sin2z = 1. Az ajanlott egyenletek
megoldéasa soran a tanuloknak kiilonos figyelmet kell forditaniuk a trigonometrikus kife-
jezések atalakitasainak céljara: ennek a kifejezésnek a helyettesitése, amely megegyezik
vele, és egy trigonometrikus fiiggvénytdl fiigg, vagy a kifejezés linearis tényezévé alakitasa
a trigonometrikus fliggvények tekintetében.

Az iskolasok trigonometrikus egyenletek megoldasara valo tanitdsanak masodik szaka-
szénak megvalositasa, amely soran kialakul a egyszertibb egyenletek megoldasanak képes-
sége, magaba foglalja a szam arcszinusza és a szam arckoszinusza stb. fogalmak beveze-
tését, altalanos képletek megtanulasa az egyszertibb trigonometrikus egyenletek megolda-

séhoz, az egyenletek szemléltetési képességének kialakitasa a megfelel§ fiiggvény vagy az
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egységsugaru kor grafikonjéval. Jelenleg az arcszinusz, egy szam arckoszinusza stb. fogal-
mak a fiiggvényre valo hivatkozés nélkiil keriilnek bevezetésre, amely a szinusz, koszinusz
sth. fiiggvények inverze. E fogalmak bevezetésének alapjaul az tgynevezett gyocktétel
szolgal. A megadott tételt az egyszertibb trigonometrikus egyenletek megoldéasi modsze-
rének bevezetésében is felhasznaljuk. Ehhez tobb pontot kell kiemelni a sok megoldast

meghatéarozo képletek megtanuléséanak folyamataban|8|:

1. olyan intervallumot vesziink figyelembe, amelynek hossza megegyezik az egyenlet bal
oldaldn abrazolt fliggvény legkisebb pozitiv periédusaval, és amelyen egy szam arc-
szinusza, arkoszinusza vagy arktangensének fogalma van meghatéarozva (az ajanlott
egyenlettdl fliggden); ha ez a fiiggvény szinusz vagy koszinusz, akkor az intervallum

két részre oszlik;

2. ezt az egyenletet minden intervallumon megoldjuk; a megoldas alapja a megfelels

trigonometrikus fliggvényhez megadott gyocktétel;

3. az elemzett trigonometrikus fiiggvény periodicitasi tulajdonsiga alapjan arra a ko-
vetkeztetésre jutunk, hogy az a + 2wk vagy a + 7k k € Z (itt « a kivalasztott
intervallumokhoz tartozo egyenlet megoldésa) szamok ennek az egyenletnek a meg-

oldasai; ezt a kovetkeztetést hasznaljuk a megoldasi képlet elGallitasdhoz.

A kozépiskolasok trigonometrikus egyenletmegoldd képességének kialakitésa folyama-
tanak harmadik szakaszdnak megvalositasaval kapcsolatban két dologra fontos odafigyel-

niink [8]:

1. Ajanlott megismertetni a tanulokkal a trigonometrikus egyenletek megoldasanak
modszereit, amelyek nem a legegyszeriibbek, a kovetkez6 séma szerint: ratérni egy
adott trigonometrikus egyenletre — keresni egy megoldasi modszert (tanar a didk-
kal) — a keresett modszer atvitele azonos tipusu egyenletekre — kovetkeztetések

levonasa a megoldas jellemzgirsl

2. Ha kell6en begyakoroltak egy megoldasi modszert, akkor mutatni kell ugyanazon
példara egy mésik megoldéasi médszert is. Ennek érdekében célszeri egy olyan 6ssze-

tett egyenletet valasztani, olyan modszereket keresni, amelyek a megoldas soran

19



alkalmazhatok és a tanulok figyelmét arra 6sszpontositani, ami nekik a legkézenfek-

vGbb.

Peéldaul egy ilyen Osszetett trigonometrikus egyenlet [9]: sinz + 5 = 7 cos x.

Ez az egyenlet megadhato:

1) az sin § és cos 5 tekintetében homogén tipusban

a2 fn T z 2zT) _
(6sin” & +sin g - cos § —cos” 5) =0

2) masodfokira a tg§ hasznalva automatikus helyettesitéssel

6tg>L + tg% — 1 = 0;

3) egyszertibb trigonometrikus forméara

cos (x + arccos\/%fo) = 5—50 a segédvaltozo bevitelének alkalmazasa utan

Az egyenlet megoldasi modszereinek Gsszehasonlitasa ezekben az esetekben azt mu-
tatja, hogy a legcélszeriibb ezt az egyenletet a legegyszertibb trigonometrikusra redukélni,
mivel a megoldasi folyamat a legkevesebb miiveletbdl all, és ezen miiveletek végrehajtasa
utan a kapott egyenlet egyenls lesz az eredetivel.

Befejezésiil példédkat adunk azokra a trigonometrikus egyenletekre, amelyeket ajanlunk

a tanuloknak onalloan elvégezni [9]:

— Az els6 csoportba a trigonometrikus egyenletek tartoznak, amelyek megoldasi modja a
a) cosz-tgr =1
b) cosx —sinx =3
c) sin3z =2 +sinzx
d) simz=a+2% a#0

— A masodik csoportba az egyszertibb trigonometrikus egyenletek tartoznak, amelyek
megoldéasi modja a trigonometrikus fiiggvények definicidjan, valamint a szam arcszinu-
sza, arckoszinusza és arctangensén alapul.
a) 2003%%—\/5:0;
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b) 3tg(2z + 5 — V3 =0;
¢) 3sinx —3 = V10;

d) T —sin(5+

7 )=0

— A harmadik csoport trigonometrikus egyenleteket egyesit, amelyek megoldasahoz trigo-
nometrikus és algebrai atalakjtasokra lesz sziikség ahhoz, hogy az egyenletet az ismert

formak valamelyikére redukaljuk.

a) cos? (z + ) + cos (37 + x) + 2 = 0;

i Z 3z 1 o 32 z.
b) sin $ cos 3 75 5in 2z = sin 5 cos 5;
¢) ——2— = 2sinz — 3;

sinz+1 )

d) 2sin®t + sintcost — 3cos?t = 0;

3

e) sin® x cos 3z + cos® rsin 3x = 0

2.2. A matematikai kompetencia kialakitasdinak moédszertana tri-

gonometrikus egyenlé6tlenségek megoldasaban

A tanulok trigonometrikus egyenl&tlenségek megoldaséra vald képességének kialakitasa

soran harom szakaszt tudunk megkiilonboztetni [8]:

1) elkészits;

2) az egyszeriibb trigonometrikus egyenlgtlenségek megoldasi képességének kialakitasa,;
3) egyéb tipusu trigonometrikus egyenl6tlenségek megoldasa.

Az el6készits szakasz célja, hogy a tanulokban kialakuljon az egység kor vagy grafikon

hasznalatdnak képessége az egyenlStlenségek megoldéasara, ugyanis [8]:

— az sinx > 1,sinx < —1l,cosz > 1l,cosz < —1 alaku egyszeriibb egyenlStlenségek

megoldasanak képessége a szinusz- és koszinuszfiiggvény tulajdonsagainak segitségével;

— a kettds egyenlGtlenségek hozzaadasanak képessége egy szamkor ivéhez vagy fiiggvény-

grafikon {véhez;
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— a trigonometrikus kifejezések kiilonféle atalakitdsainak végrehajtasanak képessége.

Ajanlatos, hogy ezt a szakaszt a tanuldk a trigonometrikus fiiggvények tulajdonsagaival
kapcsolatos ismereteinek rendszerezése soran valositsak meg. F6 eszkozként szolgalhatnak
az ajanlott feladatok, amelyeket onalladon vagy a tanérral végez el, valamint a trigono-
metrikus egyenletek megoldasa alatt szerzett készségek.

Néhany példa az ilyen feladatokra [9]:

1. Jelolje be a P, pontot az egységkoron, ha:

o =

=Y
I
|
o
I

¥
o
I
I

_
y &= —59, &

2. A koordinatasik melyik negyedében talalhaté a P, pont, ha a egyenls: 3%, —27. Ir.

87 57 4
17w
—2,3; 1

3. Jelolje be a P, pontokat az egység koron, ha:

a) sina = 1;
b) cosa = %g;
c) sina = —1;
d) cosa = —1;
e) tga = —1;
f) tga = 1.

4. Irjon fel kettés egyenlStlenséget a grafikon kivalasztott piros szakaszaira:

9 yTcosx.

2. abra. Az y = cos x fiiggvény grafikonja
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5. Old meg az egyenl6tlenségeket: sinx > 1, sinx < —1, cosx > 1, cosx < —1
6. Alakitsd at a kifejezést: sin bx cos4x — cos bx sin 4z

A trigonometrikus egyenlGtlenségek megoldasédnak elsajatitdsanak mésodik szakasza-
ban, a tanuldi tevékenységszervezés modszerével kapcsolatban, az alabbi ajanlasok adha-
tok. Ugyanakkor oda kell figyelniink, hogy a tanuloknak mar az egyszertibb trigonomet-
rikus egyenletek megoldasa soran megtanult egységkorrel kell dolgozniuk.

El6szor is az egyszertibb trigonometrikus egyenlStlenségek megoldaséara szolgalo altala-
nos modszerrel motivalhatjuk, példaul egy ilyen tipust egyenl&tlenséggel: sin 5z cos 4z cos bx sin 4o >
‘/7§. Az el6készitG szakaszban megszerzett tudas és készségek segitségével egyszertibb alak-
ra lehet hozni: sinx > ‘/TE, azonban nehezen taldlhatjak meg a kapott egyenltlenség meg-
oldasi halmazat, mivel azt lehetetlen csak a szinuszfiiggvény tulajdonsagaival megoldani.
Ez elkeriilhetd, ha megfelels abrat alkalmaz (az egyenlet grafikus megoldéasa vagy egység
kor segitségével).

Masodszor, a tanarnak felkell hivnia a tanulok figyelmét, a feladat kiilonb6z6 megol-
dési modjaira és megfelels példat kell bemutatni az egyenlGtlenség megoldéaséra, az egy-
ségkor segitségével. Ezt az egyenlGtlenséget az egységkor segitségével a kivetkezGképpen
oldhatjuk meg:

1. lépés Rajzoljunk egy egységkort, jelold meg a \/75 pontot az ordinata tengelyen
és ezen a pontot keresztiil hiizz egy parhuzamos egyenest az abcissza tengellyel. Ez az
egyenes két pontban metszi az egységkort. Ezen pontok mindegyike olyan szdmokat jelol,
amelyek szinusza \/73

2. lépés Ez a vonal két ivre osztotta a kort. Vélasszuk ki azt, ahol azok a szamok
vannak abrazolva, amelyek szinusza nagyobb, mint ‘/73 Természetesen ez az iv a huzott
egyenes felett helyezkedik el.

3. lépés Valasszuk ki a kapott iv egyik végét. Irjuk fel az egyik szamot, amelyet az
egységkor 2 pontja képvisel.

4. lépés Most pedig a kivalasztott végtsl menjiink at a méasik végig. Itt emlékez-
ziink arra, hogy az 6ramutatd jarasaval ellentétes irdanyba haladunk, amerre névekednek
a szamok (ellenkezd iranyba haladva a szamok csokkennének). irjuk fel az iv masik végén

2

szerepl6 =° szamot is.
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3. abra. Az egyenl6tlenség megoldasa egységkorrel

Igy azt latjuk, hogy az sinz > ‘/73 egyenltlenségnek megfelel 3 < x < 2{ Megoldot-
tuk a szinuszfliggvény azonos perivdusan elhelyezkedd szamok egyenlStlenségét. Ezért az
egyenl6tlenség minden megoldésa felirhato 3 +27n < x < %’T + 2mn alakban, ahol n € Z.

Felhivjuk a didkok figyelmét arra, hogy a koszinuszfiiggvény egyenlétlenségeinek meg-
oldasa soran az ordinata tengellyel hizunk parhuzamos egyenest.

A tanulok trigonometrikus egyenlétlenségek megoldasi képességének kialakitasa folya-
matanak harmadik szakaszanak megvaldsitdsaval kapcsolatban csak két dolgot emlitiink
meg [8].

El6szor is ajanlott a didkokat megismertetni a trigonometrikus egyenlétlenségek meg-
oldasédnak modszereivel, amelyek nem a legegyszertibbek, a kovetkezd séma szerint: va-
lasztani egy konkrét trigonometrikus egyenl6tlenséget — kozosen (tanar a tanulokkal)
megkeresni a megoldast — a talalt megoldasi modszer atvitele hasonld egyenlétlenségek-
re(8].

Masodszor, a tanulok tudasdhoz mérten, olyan egyenlStlenséget kell valasztani, aminek
megoldésa kiilonféle, a megoldas soran megvalosithato atalakitasokat igényel és a tanulok
figyelmét arra Oszpontositsa amelyik nekik a legkézenfekvébb. Néhany ilyen egyenl6tlen-

ség [8]:
2 s 2
e cos“x + cosx < —sin” x;

o tg(3z —§) > V3;
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e 5—T7sinx =3cos’z
Néhany példa a tanuloknak az 6nallé6 munkahoz [9]:
1) 2cosx + V3 <0;
2) sin?x — 6sina > 0;
3) sin 2z — %) > 3;
4) sinz > —1;
5) cosx < —?;
6) tgr > /3;
7) sin(r+ %) < V3.

— 2

8) cos(3x — ) > —

N

9) 2sinz 4+ /3 < 0;
10) V2cosx —1<0

Tehat a Trigonometrikus egyenlStlenségek témaban ajanlatos azt tanulmanyozni, ami
lehet6vé teszi a tanuldk szamara, hogy észrevegyék a trigonometrikus egyenlGtlenségek

sajatossagait, ezzel fejlesztve matematikai kompetenciajukat.
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3. A trigonometrikus egyenletek és egyenlStlenségek

téma osszehasonlitasa Ukrajnai tankonyvekben

A tanulok szamara a tanari magyarazat mellett a tankonyv a f6 tudasforras. A ,/Trigono-
metrikus egyenletek és egyenlStlenségek” minden tankonyvben masképpen van bemutatva.
A kovetkezd hat 10. osztélyos tankdnyv keriilt elemzésre:
e A. H. Merzljak, V. B. Polonszkij, M. C. Jakir: Algebra és az analizis elemei. Tér-
mértan (alap szint) 10. osztaly, 2018

J. P. Nelin: Algebra és az analizis elemei (profil szint) 10. osztély, 2010

J. P. Nelin: Matematika. Algebra és az analizis elemei és mértan (alap szint), 10.

osztaly, 2018

e H. P. Bevz, V. H. Bevz: Matematika. Algebra és az analizis elemei és mértan (alap

szint), 10. osztély, 2018

O. Sz. Iszter: Matematika. Algebra és az analizis elemei és mértan (alap szint), 10.

osztaly, 2018

e A. H. Merzljak, V. B. Polonszkij, M. C. Jakir, D. A. Nomirovszkij: Algebra és az

analizis elemei, (profil szint), 10. osztaly, 2010

1. A. H. Merzljak, V. B. Polonszkij, M. C. Jakir: Algebra és az analizis elemei. Térmértan
(standard szint) 10. osztaly, 2018 [10]

o A kutatdsi téma felépitése.
A trigonometrikus egyenletek nem kiilon paragrafusban szerepelnek, hanem a ,, Tri-
gonometrikus fiiggvények” paragrafusaban. A kovetkezs altémék kiilon kiemelve:
— A cosx = b egyenlet
— A sinx = b és a tgr = b egyenletek

— Algebrai egyenletekké alakithato trigonometrikus egyenletek

26



2.

J. P.

Elméleti anyag bemutatdsa.

Mas tankonyvektdl eltérGen a szerzé az elméleti anyagot a kévetkezd séma sze-
rint mutatja be: trigonometrikus egyenlet — inverz trigonometrikus fiiggvény.
Ezenkiviil a szerzé nem hasznalja a "legegyszertibb trigonometrikus egyenletek"
fogalmat és a paragrafusban nincs meghatéarozva, hogy mi is az a trigonometri-
kus fiiggvény. Az elméleti anyag atlathatéan van bemutatva. A trigonometrikus
egyenletek megoldasat grafikusan abrazolja trigonometrikus fiiggvények grafikon-
jain, de nincs elmagyarazva az egységkor hasznalata. Ezenkiviil a szerz6 nem sorol
fel kiilonb6z6 trigonometrikus egyenlettipusokat, csak példak vannak az algebraira

redukalhato egyenletekrdl. A tankonyv nem alkalmas 6nélld tanulésra.

Feladatok felépitése.

Minden elméleti anyag utan talalunk megoldott minta feladatokat. Az altémak-
hoz 6nall6 megoldast kivano feladatokat is talalunk, nehézségi szintt sorrendben.
Véleményem szerint a kivalasztott feladatok mennyisége nem elegendd a téma
alapfogalmainak elsajatitasdhoz. Kiilonosen kevés feladat jut a kozepes szintt ta-
nuloknak. Mint ismeretes, a téma elsajatitasahoz minél tobb gyakorlati feladatot
kell elvégezni, ami ebben a tankonyvben nincs elég. Ami a magas szintet illeti,

csak néhany azonos tipusu feladat keriil bemutatésra.
Nelin: Algebra és az analizis elemei (akadémiai szint) 10. osztaly, 2010 [11]

A kutatdsi téma felépitése.
A trigonometrikus egyenletek és egyenlGtlenségek ebben a tankonyvben kiilon
paragrafusban szerepelnek a trigonometrikus fiiggvényektsl. A trigonometrikus
fliggvények fejezetben a cos x, sin x, tgx és ctgx fliggvények és tulajdonsagaik kiilon
alfejezetként ki vannak emelve. A trigonometrikus egyenletek és egynlétlenségek
fejezetében is alfejezetként a kovetkezdk vannak kiemelve:

— Az y = arcsin z fliggvény

— Az y = arccos z fliggvény

— Az y = arctgx figgvény

— Az y = arcctgr fliggvény

27



Iletve

— A cosx = a egyenlet

— A sinx = a egyenlet

— A tgx = a és a ctgr = a egyenletek
o FElméleti anyag bemutatdsa.

A tankdnyvben minden téménal magyarazat és indoklas taldlhato. A fontos ada-
tok tablazatban atlathatéan vannak feltiintetve. A trigonometrikus egyenletek
megoldasat grafikusan abrazolja trigonometrikus fiiggvények grafikonjain, egység-
koron a részesete van abrazolva. A témaknal nincsenek definiciok megfogalmazva.

Onall6 tanulasra ez a tankonyv alkalmas, mivel minden magyarazva van benne.

o [eladatok felépitése.

Ebben a konyvben is taldlunk az elméleti anyag utdn minta feladatokat, de eb-
ben magyaréazat is taldlhat6. Az altémakhoz tartoznak 6nall6 megoldast kivano
feladatok, nehézségi szintd sorrendben. A feladatok mennyisége szerintem nem
elegendd egy gyengébb tanulonak ahhoz, hogy kell6en begyakorolja. A magas

szintd feladatokbol szintén nincs elég.

3. J. P. Nelin: Matematika. Algebra és az analizis elemi és mértan (standard szint), 10.

osztély, 2018 [12]

o A kutatdsi téma felépitése.
A trigonometrikus egyenletek a , Trigonometrikus fiiggvények” fejezetben talalha-
tok. Csak egyetlen paragrafus van az egyenleteknek, "A legegyszertibb trigono-
metrikus egyenletek". Ami a kovetkezs alfejezetekre oszlik:
— Inverz trigonometrikus fliggvények;
— Az egyszertibb trigonometrikus egyenletek megoldasa;

— Trigonometrikus egyenletek megoldésa a legegyszertibbre redukalva.

o Elméleti anyag bemutatdsa.

A szerzd az elméleti anyagot tablazat formajaban mutatja be a f6bb definicidkkal.

A trigonometrikus egyenlet fogalmat elGzetes magyarazat és szemléltetés nélkiil
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vezeti be. A tanuloknak nem célszert ezt a tankdnyvet 6néalld tanulésra hasznalni,

mivel az nem tartalmaz elegend§ anyagmagyaréazatot.

A szerz$ egyetlen modszert ad a legegyszertibbre redukalt egyenletek megoldé-
séra - a valtozok cseréjének modszerét. Minden mas egyenlettipus és megoldasi

modszer egy csoportba kertil.

o [eladatok felépitése.

Az elméleti anyag utan minden paragrafusban példéak taldlhatok a feladatok meg-
oldasara utasitasokkal és megjegyzésekkel. A tanora és a hézi feladatra szant gya-
korlatok nehézségi szintekre vannak osztva. A paragrafusok viszonylag elegendd
szamu, valtozo nehézségii feladatot tartalmaznak, de grafikai jellegd feladatok nin-
csenek. Céljuk, hogy bemutassak, hogy a trigonometrikus egyenleteknek végtelen

szamu megoldéasa van, ami megkiilonbozteti 6ket az Osszes tobbi egyenlettdl.

4. H. P. Bevz, V. H. Bevz: Matematika. Algebra és az analizis elemei és mértan (alap

szint), 10. osztély, 2018 [13]

o A kutatdsi téma felépitése.
Ez a tankonyv azon osztalyok tanuldinak szol, ahol heti két orat szannak az al-
gebra orara. A Trigonometrikus egyenletek téma, a Trigonometrikus fliggvények

fejezetben talalhatd. Erre a téméra csak egy paragrafus van szentelve.

o [Llméleti anyag bemutatdsa.

A trigonometrikus egyenletek megismertetésére a szerzd a szemléletesség és prob-
léma megoldas modszerét alkalmazta. Két inverz trigonometrikus fiiggvény (arc-
szinusz, arckoszinusz) definicidja van megadva. Ebben a tankonyvben megvan
fogalmazva, hogy mi is az a trigonometrikus egyenlet. A szerzé az egyszeriibb tri-
gonometrikus egyenleteket csak egy tablazatba foglalta 6ssze, de konkrétan nincse-
nek elmagyarazva, csak par egyszertibbre redukalhaté trigonometrikus egyenletrsl
ejt néhany szo6t. Ami van a konyvben elméleti anyag az érthetGen van bemutatva.
Ha példaul a sinz = b egyenletet a tanar elmagyarazza a tanuloknak, akkor a

tanulok képesek lesznek onallban mas tipusi egyenleteket megoldani.
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A tankonyv hatranya, hogy a "Trigonometriai egyenletek" témakdr 6sszes elméleti

anyaga egy paragrafusban keriil bemutatésra.

o [eladatok felépitése.

Mar az elméleti anyagban magyarazatként is vannak megoldva feladatok, majd
van egy kiilon "Csinaljuk egyiitt" rész, ahol bemutatasra keriilnek a példa felada-
tok megoldva. Itt az egyiknél egységkoron is dbrézolva van a megoldas. Hatranya,

hogy csak egy kiilonb6z6 nehézségi szinti feladat keriil bemutatasra.

A tankonyvben az a jo, hogy szamos feladat van ajanlva az osztalytermi és az
onallo munkahoz, kiilonb6zé nehézségi szintiek. Illetve van szobeli megoldasra
is és a témat megismétlésre is ajanlva feladat. Erdemes megfigyelni, hogy a 471,

472 és 474 feladatokban grafikonrél kell leolvasni a megoldast.

5. O. Sz. Iszter: Matematika. Algebra és az analizis elemei és mértan (alap szint), 10.

osztaly, 2018 [14]

o A kutatdsi téma felépitése.
A Trigonometrikus egyenletek téma a Trigonometrikus fiiggvények fejezetben ta-
lalhato, az "Egyszertibb trigonometrikus egyenletek" paragrafusban. A témat
a kovetkez6 séma szerint tanulméanyozzuk: inverz trigonometrikus fiiggvények—
egyszeriibb trigonometrikus egyenletek — egyszertibbre redukalhato egyenletek.
o [Llméleti anyag bemutatdsa.
hez kiemeli a magyarazatot, de grafikonon és egységkoron nincsenek elmagyarazva.
A trigonometrikus egyenletek fogalmait és megoldasait egységkoron bemutatva is

megadta.

Az egyszertibbre redukéalhato trigonometrikus egyenletek résznél a szerzd nem

emel ki kiilon modszereket a megoldésukra, csak néhéany példat mutat be.

o [eladatok felépitése.

Minden definici6 utan a szerzé példakat mutat be a megoldassal és magyarazattal.

A bekezdésben elegendd szamu feladat van mind az 6rai munkédhoz, mind a héazi
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feladathoz, de nincsenek feladatok grafikonok készitésére és egység kor abrazolé-

sara.

6. A. H. Merzljak, V. B. Polonszkij, M. C. Jakir, D. A. Nomirovszkij: Algebra és az
analizis elemei, (profil szint), 10. osztaly, 2010 [15]

o A kutatdsi téma felépitése.
Ebben a tankonyvben kiilon fejezetekben van a Trigonometrikus fliggvények téma

és a Trigonometrikus egyenletek. Az alabbiak kiilon paragrafusban vannak:

1) A cosx = b egyenlet;

2) A sinx = b egyenlet;

3) A tgxr =bés a ctgr = b egyenletek;

4) Az y = arccos x és az y = arcsin x fliggvények;

6) Algebrai egyenletekké alakithato trigonometrikus egyenletek;

7) Trigonometrikus egyenletek megoldasa tényezékre bontas modszerével,

)
)
)
)
5) Az y = arctgx és az y = arcctgr figgvények;
)
)
8)

Trigonometrikus egyenlétlenségek

o Elméleti anyag bemutatdsa.

Az elméleti anyag bemutatasahoz a szerzé jol alkalmazta a szemléltetés modsze-
rét. Az arccos (arcsin, arctg, arcctg) fogalmat grafikusan abréazolva vezeti be,
ami hozzéasegiti az altalanos kép kialakitasat. A szerzd kiemeli a trigonometri-
kus egyenletek sajatossagat is a megoldésaik végtelen sokasiga miatt, felhivja a

figyelmet a trigonometrikus egyenletek megoldasanak minden lehet&ségére.
Ebben a tankényvben a tananyag bemutatasa nagyon részletes, és lehet6vé teszi
a tanulok szaméra a téma 6néllod feldolgozasat.

o [eladatok felépitése.

A tananyag bemutatésa utdn konkrét példak keriilnek bemutatasra az elméleti
anyagrol. A szerz$ részletes megoldast nyujt ezekre a példékra, a megoldashoz
lépésrol 1épésre szolo utasitasokkal. A paragrafus szamos megoldandé feladatot

mutat be. Nagyon sok fajta és tudasszinthez elegendé feladat van. Kiilonosen sok
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elegendd és magas szintl példa van, amely lehet6vé teszi a didkok szamara, hogy

tobbet gyakoroljanak és jobban tanuljak meg a témakat.

Mindegyik tankonyvben van ami j6l van bemutatva és van ami hianyos. Az tjabb
tankonyvek méar 0ssze vannak vonva a mértan konyvekkel, igy a témékbol is szinte csak
a lényeg van benne. Aki jobban beleszeretne mélyiilni a trigonometria vildgaba akkor
ajanlatos, hogy a 2. vagy 6. tankonyvet hasznélja, ami profil szintd. Szerintiink az
elméleti anyag a 2. tankonyvben van kidolgozva a legérthetébben. A feladatok mennyisége
az b. és 6. tankonyvekben a legtobb, ezért begyakorlasra ezeket ajanlanank. Az alapszintd
tankonyvek koziil még a 4. tankonyvet ajanlanank gyakorlasra.

A tankonyvek az oktatasi folyamat fontos elemei, és eszkdzként mikodnek a tanér
kezében. Ezért sziikséges, hogy minden tankonyv megfeleljen az oktatasi programoknak,

és teljes mértékben lefedje az elméleti anyagot.
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Osszegzés

Az iskolasok matematikai kompetencidjanak fejlesztési folyamata nagyon Osszetett és sok-
rétd. A munka sorén rékellett jonniink, hogy ennek a fogalomnak nincs egységes értel-
mezése. A matematikai kompetencia fogalmaba tartozik: algoritmikus, logikai, grafi-
kus, transzforméciés kompetencia, rajzkompetencia, szamitasi kompetencia, matematikai
nyelv. A matematikaoktatas kiemelt feladata, hogy megtanitsa a tanulot barmilyen hely-
zet szimbolumnyelven térténd értelmezésére, matematikai eszkozokkel térténé megolda-
sara.

A matematikai, oktatéasi és modszertani irodalmak tanulmanyozasa lehetévé tette sza-
munkra, hogy rendszerezziik a kiilonb6z6 tipusi trigonometrikus egyenletekrél és egyen-
16tlenségekrdl szolo informacidkat, valamint megoldési modszereket.

A szakdolgozat sorén a kitiizott célt sikeriilt elérni.
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Abrak jegyzéke

1. A[5—6x|=4sin % fiiggvény garfikonja . . .. ... ...

2. Az y = cosx fiiggvény grafikonja

3. Az egyenlGtlenség megoldasa egységkorrel . . . . . . ..o
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Pesrome

[Iporiec po3BUTKY MaTeMaTUIHOI KOMIIETEHTHOCTI YUHIB € JIyKe CKJIaJIHUM i ODaraTorpaH-
uuMm. [1i gac Harol poboTu HaM JIOBEJIOCSA 3PO3YyMITH, IO Teil TepMiH He Ma€ €IMHOTO BU-
3HavdeHHd. o MOHATTA MaTeMaTUIHOI KOMIIETEHTHOCTI BXOAATh: aJrOPUTMIYHA, JIOTIYHA,
rpadivna, TpanchopMmariiiHa KOMIIETEHTHICTb, MaJ/IOHKOBa KOMIIETEHTHICTH, OOYUC/TIO-
BaJIbHAa KOMIIETEHTHICTh, MaTeMaTudHa MoBa. OCHOBHE 3aB/IaHHS MaTeMATHIHOI OCBITH
HoJIArae y HaBYaHHI yUIHsI IHTEPIPETYBATU OY/Ib-IKY CUTYaIliIO 38 JIOIIOMOI'0I0 CUMBOJILHOT
MOBHU Ta 3HAXOUTA MaTEeMaTUIHI MIJISXU 11 BUPITIIEHHS.

Bupuenng mareMaTrdHOI, OCBITHBOI Ta METOJIMTHOI JIITEPATYPHU JIAJI0 HAM 3MOTY CH-
cTeMaTu3yBaTH iHMOPMAIIIO PO Pi3HI TUIIN TPUTOHOMETPUIHHUX PIBHAHD Ta HEPIBHOCTEI,
a TaKOyK MEeTOJIU 1X PO3B’d3aHHSI.

[Iin vac HamucanHs JUTLIOMHOI POOOTH HaM BJIAJIOCSH JOCSITTH TIOCTABJIEHOI METH.
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Nyilatkozat

Alulirott, Kiss Cintia, 014. Ko6zépiskolai oktatds (Matematika) képzési program
hallgatoja, kijelentem, hogy a dolgozatomat a II. Rakéczi Ferenc Karpataljai Magyar
Foéiskolan, a Matematika ¢és Informatika Tanszéken készitettem, 014. Kozépiskolai
oktatas (Matematika) BSc diploma megszerzése végett.

Kijelentem, hogy a dolgozatot mas szakon kordbban nem védtem meg, sajat
munkdm eredménye, €s csak a hivatkozott forrasokat (szakirodalom, eszk6zok stb.)
hasznaltam fel.

Tudomasul veszem, hogy dolgozatomat a II. Rakoczi Ferenc Karpataljai Magyar

Féiskola kdnyvtardban a kdlcsondzhetd konyvek kozott helyezik el.



