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Bevezetés

Ez a szakdolgozat az elmult honapok munkéjdnak eredménye, melynek célja egy e-tankonyv
készitése. Ez az interaktiv tankonyv a trigonometria szamos részét magédba foglalja. Ajan-
lom mindazoknak a didkoknak, akik szeretnék elsajdtitani a trigonometria alapjait, és se-
gitséget keresnek a témakor tanulmanyozdsaban.

Az tananyag megirdsakor alaposan tanulmédnyoztam az adott témakort, melyhez
szdmos irodalmat és forrast felhaszndltam. Az alapfogalmakat és a szogfiiggvényeket a
lehetd legegyszeriibben igyekeztem bemutatni, hogy az olvasék konnyen megérthessék
a témat. Az e-tankonyvben a fontosabb témakoroket részletesen taglalom, €s példakkal
szemléltetem a kiilonb6z6 fogalmakat €s képleteket.

Az e-tankonyv készitéséhez a Kotobee nevll szoftvert haszndltam, melynek se-
gitségével interaktiv és multimédias tartalmakat tudtam létrehozni. Az e-tankdnyvben
megtaldlhatéak videdk, képek, és interaktiv feladatok, amelyek segitik a didkok tanuldsat
és megértését. Célom, hogy bemutassam milyen elényokkel rendelkeznek az elektronikus
tananyagok.

Remélem, hogy munkdm segitséget nyujt a trigonometria alapjainak elsajatitasa-
ban, hasznos eszkoz lesz mindazoknak akik hasznaljék és az e-tankonyv olvasdsa sordn

élvezetes €s eredményes 1d6toltést nyu;t!
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Exportals knywtarba @

Word Doc
Aicrosoft Wordoe exporaasna
inasznalhats, hooy  kiadvany
Seerkesathetoue v a Wordoen
Ebben  formatumban nem jeennek
meq 3 konyy interaity lemer

14. abra. Exportdlds formatumok



&+ Regisztralas & Regisztracios kod

Kezelés

Kodjaval bejelentiezi
Innen a kozreadott eBooigai és osszes.

jellomz0yét kezelheti. Meg kell adnia a regisziracios kidjat,

hogy hazzaférien a fckiahoz

[ kotobee by [ kotobee doud

Nyomon kévetheti az alkalmazas verziéit, valamint az
sszes felhd eBookjat és kanyvtarat innen kezelheti

15. abra. Kezelés munkalap

&+Regiszrélés & Regisziracios kd

Segitség kérése
[T ——

technikai segitségért Kepemyoképet egy kattintassal
Kidhet. Az olgalat a lehets leghamarabb valaszol a

m kOtObeehbrary n koo

Nyomon kévetheti az alkalmazés verziéit, valamint az
Osszes felhé eBookjat és konyvtarat innen kezelheti

Ingyenes regisziracios kod igénylése | RegiszIrécis kod

16. dbra. Tamogatas kérése

A Kotobee egy egyszerlien hasznalhatd, de mégis hatékony e-konyv készitd szoft-
ver. Lehet6vé teszi a felhaszndlok szamadra, hogy professziondlis mindségli interaktiv
e-konyveket hozzanak létre sajét tartalmukbol, amelyeket szamos formatumban exportal-
hatnak, beleértve az EPUB, PDF, MOBJI, illetve a webes publikaciét. A Kotobee szoftvert
kifejezetten az oktatdsi anyagok létrehozdsara tervezték, és lehetévé teszi a felhasznalok
szdmadra, hogy konnyedén hozzdadjanak interaktiv elemeket, mint péld4ul kérdodivek, fel-
adatok, videdk, animécidk és sok mds interaktiv eszkoz a tananyagokhoz. A szoftver
konnyen kezelhetd, és az egyes 1épések intuitivak, igy a felhaszndlok konnyen elkészit-
hetik sajat e-konyveiket, majd elérhet6vé tehetik azokat didkjaik, hallgatéik vagy a nagy-

kozonség szamdra az interneten keresztiil.



1.2. Elektronikus konyv készitése

Az elektronikus tananyagok szdmos elénnyel jarnak a hagyomanyos tananyagokhoz ké-
pest. Az egyik legfontosabb el6nye az interaktivitds, amely lehetdvé teszi a tanuldk sza-
mara, hogy aktivan részt vegyenek a tanuldsi folyamatban. Az elektronikus tananyagok
sokféle médiumot haszndlhatnak, példaul szoveges, hang- és videdanyagokat, interaktiv
animdciokat, virtudlis kornyezeteket és jatékos feladatokat, amelyek segitenek a tanuldk-
nak jobban megérteni és emlékezni a tananyagra.

Az elektronikus tananyagok nagyobb rugalmassigot is biztositanak a tanul6knak
és az oktatOknak egyardnt. A tanul6k barmikor és bdrhol hozzaférhetnek az anyagok-
hoz, ami kiilondsen hasznos lehet azoknak, akiknek sziikségiik van rugalmas tanuldsi
lehet6ségekre. Az oktatdk pedig konnyebben testre szabhatjdk az anyagokat az egyé-
ni tanuldsi igényeknek megfeleléen. Az elektronikus tananyagoknak az is el6nye, hogy
azonnali visszajelzést adnak a tanul6knak, ami segiti 8ket a hibdik javitdsaban és a tanu-
14si folyamat javitasdban. Ezenkiviil az elektronikus tananyagok csokkentik a papiralapu

tananyagok haszndlatat, és igy kisebb az 6koldgiai labnyomuk.

1. A Kotobee szoftver telepitése

Egyszerlien telepitési utmutato segitségével torténik.

2. Tananyag kidolgozasa

Az e-konyv tartalmét LaTeX-ben dolgoztam ki, majd a kapott pdf dlloményt atkon-
vertaltam html dokumentumra parancssorban a htlatex fdjnlév.tex parancs segitsé-
gével, annak érdekében, hogy a tartalom kés6bb szerkeszthet6 legyen az e-konyv

létrehozasakor.

[e~] Paranessor

ve\Dokumentumok\Bence RFKMF IV’ kdolgozat_Tex

C:\Users\bence\OneDrive\Dokumentumok\Bence RFKMF IV\S akdolgozat_Tex>htlatex szakdolgozat.tex

17. abra. LaTeX f4jl konvertdldsa
3. Tananyag importalasa Kotobee-ba

Egy tiszta mappaba létrehoztam egy Uj projektet, majd importaltam a tananyagot

html formatumban és elvégeztem pér alapveté formazast.
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4. Interaktiv elemek hozzaadasa

Végiil latrehoztam/beillesztettem az interaktiv elemektet a tananyagba (tesztek, ké-
pek, videdanyagok, hivatkozdsok kiilsd forrasra).

B . am@ « Al Linkbeilesztéseiszerkesziése
ey .

[
Ebbol sin(e) = O vagy sinx) =1 Tehit|

3.7.5. 5. Feladat

ctg?(z) + 2ctg(z) —3 =0

Mogoldés
Az cayenlet stithstscta(s vonstkozs ssbsodks ceyenlent

ctg(x) =

—2++/16
f‘/‘:,l.s

Tehit a2 cgyealet mezeldisai

x = arctg(—1)+ km, x=arctg(3)+kr, keZ

+ Ujfejezet

A

Azalabbiskbzn

3.74. 1.Feladat

2
cos’a —cosa =0 o

- css - [EETR  eve e oz sag il m 5 Feene

22. abra. Video beszurasa
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23. abra. Tesztfeladatok beszurasa-1

Az 6n pontszama 100/ 100

1 kérdésbél 1 valasz helyes

Részletek

1. kérdés. Helyes!

24. abra. Tesztfeladatok beszurasa-2
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2. Alapfogalmak

2.1. A koordinata-rendszer fogalma
2.1.1. Bevezetés

A Descartes-féle derékszogli koordindtarendszer egy matematikai mddszer, amely lehe-
tové teszi, hogy pontokat helyezziink el egy sik vagy térbeli rendszeren beliil. Ebben a
rendszerben minden pontot koordindtdkkal jellemeznek, amelyek egy-egy szamértékkel
rendelkeznek.

A sikbeli Descartes-féle koordindtarendszerben a pontokat két koordinataval, az =
€s az y értékkel jellemezziik, mig a térbeli Descartes-féle koordinatarendszerben a pon-
tokat harom koordinataval, az x, y és z értékkel jellemezziik. Az x, y és z koordina-
tdk azonositjak a pont helyét a koordinatarendszerben, és lehetdvé teszik, hogy pontosan
megadhassuk a tavolsdgot és a tdjékozodast az adott pontok kozott.

A Descartes-féle koordindtarendszer gyakran haszndlatos a matematikdban, az

épitészetben, a térképészetben és a navigicidban is.

2.1.2. Sikbeli derékszogii koordinata-rendszer

L ——
>

25. abra. Sikbeli Descartes-féle koordinatarendszer

Az egyszer( koordindta-rendszer leirdsa a sikban két egymdasra merdleges egye-
nest hasznal (1. abra).

Az egyenesek metszéspontjat origénak nevezik, jelolése O. Az egyeneseket x és
y tengelyeknek nevezziik, és mindkét tengelyen fel van tiintetve az 1 egység helye. A be-
osztasokat ugy kell jelolni, hogy ha az x-tengelyt 90°-kal elforgatjuk az orig6 koriil, akkor
annak beosztdsai pontosan egybeessenek az y-tengely beosztdsaival. A pozitiv irdnyokat
mindkét tengely végén nyillal jelolik.

A koordinata-rendszer hasznalatdval objektumok helyét lehet meghatdrozni a si-
kon (2. abra).

14



26. abra. Pont helyzetének meghatarozésa

Ha a koordinéta-rendszer hasznalataval egy P pont helyzetét szeretnénk meghata-
rozni a sikon, akkor meghatarozzuk a pont merdleges vetiiletét az x tengelyen (p,), majd
meghatdrozzuk a pont merdleges vetiiletét az y tengelyen (p,).

A P pont koordinatait igy definialjuk: p, és p,.

Az P pont koordindtdit a kvetkezd médon jeloljik: P = (p,, p,). A koordinéta-
par pontosan meghatdrozza a P pont helyzetét a sikon.

A koordinata-rendszerben az p, értéket P x koordindtdjdnak vagy abszcisszdja-
nak, mig az p, értéket P y koordindtdjanak vagy ordindtdjanak nevezziik. Az x és y
tengelyek szamegyenesként miikodnek, igy a koordinatak lehetnek pozitivak, negativak
vagy 0 értékiek.

Ennek megfelelGen a sikot négy részre osztjuk, ezeket a részeket nevezziik sikne-
gyedeknek. Az I, I1, I1] és IV halmazok az z és y koordinatdk el§jele alapjan hataroz-
zak meg a sik négy részének halmazait (3. dbra).

Y
A

5 ——

I .

27. dbra. Siknegyedek

Az [ halmaz azon pontok halmaza, amelyeknek az x €s y koordinétai is nemnega-

15



tiv értéket vehetnek fel:
I={(z,y) |z,y R,z >0,y >0}

Az 11 halmaz azon pontok halmaza, amelyeknek az x koordindtdja nempozitiv,

mig az y koordinatdja nemnegativ:
1T ={(z,y) | z,y €R,z <0,y >0}

Az II] halmaz azon pontok halmaza, amelyeknek az = és y koordinatéi is nem-

pozitiv értéket vehetnek fel:
Il ={(z,y) | z,y e R,z <0,y <0}

Az IV halmaz azon pontok halmaza, amelyeknek az x koordinédtdja nemnegativ,

mig az y koordinitdja nempozitiv:
IV ={(z,y) |z,y e R,z >0,y <0}

2.1.3. Térbeli derékszogii koordinata-rendszer

Az origét O-val jeloljiik. A tengelyek mentén vett tdvolsdgokat pedig x, y és z koordina-
tdkkal jeloljiik. Tehdt egy pontot a kovetkez8képpen adhatunk meg: P = (z,y, 2).

A harom tengely egyiittesen hatdrozzdk meg a tér pontjainak helyzetét. A koor-
dindtarendszer segitségével pontosan meghatirozhatjuk egy térbeli objektum helyzetét,

alakjat és méretét (4. abra).

A

1
0& py

il

28. abra. Térbeli Descartes-féle koordinatarendszer
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2.2. A radian

2.2.1. A radian fogalma

1. DEFINICIO. [ radidn olyan kozépponti szog, melynek ivhossza egyenlé a korvonal

sugardval [2].

Az 5. dbran egy AO B kozépponti szog lathaté. E szog egy olyan AB ivre timasz-
kodik, melynek hossza a kor sugardval egyenld.

Tehét az AO B szog mértéke egy radian lesz. (AOBZ = 1 rad.) Ugy is mondhat-
juk, hogy az AB iv radidanmértéke egy radidnnal egyenld (AAB = 1rad).

29. abra. A radian fogalma

A radidn haszndlata el6ny0s, mert a trigonometrikus fiiggvények értékei radidnban
kifejezve egyszerlibb és elegdnsabb formdban irhatok le, é€s konnyebb veliik szdmolni.
Példaul, ha egy szog értékét radidnban ismerjiik, akkor a szinusz, koszinusz és tangens
értékei egyszeriien kiszamithatok az adott radidn értéke alapjan.

A szog radianmértéke fiiggetlen a korvonal sugaratol.

Altaldnositva, ha egy R sugartd kor kozépponti szoge aR hossziisagu {vre timasz-

kodik, akkor ennek a szognek a radidnmértéke (ivmértéke) o radidn lesz (6. dbra)[2].

17



‘ arad aR

30. dbra. Adott szog radianmértéke

2.2.2. Kapcsolat szogek fokmértéke és a radianértéke kozott

Az egy teljes fordulat (360°) megfelel 27 radiannak, mivel az egységkor keriilete 27 egy-
ség. fgy egy szog értéke fokban kifejezve konnyen dtszamithat radidnra a kovetkezGkép-

pen:

1°= " rad 2]
180

Hasonl6an, egy szog radianban kifejezve atszdmithato fokra a kovetkezSképpen:

trad = (2297) 12
(%) &

™

18



3. A szogfiiggvények fogalma

3.1. Forgasszogek

Ahhoz, hogy meghatdrozzuk az elforgatds szogét radidnban, at kell valtanunk a fokos

mértékegységbdl radidnra.

1207
180

Ha az elforgatds az éramutaté jardsdval ellentétes irdnyban tortént, akkor a szog
eldjele pozitiv (7.4bra-1). Ekkor Fy-t elforgatjuk P-be, kapjuk:

Ha az elforgatds szoge 120°, akkor radidnban: 120° = = %77 rad
2
P, OP/ = §7r rad

Ha az elforgatas az éramutat6 jardsdval megegyez6 irdnyban tortént, akkor a szog

el6jele negativ (7.dbra-2). Fy-t elforgatjuk P-be, kapjuk:

2
PoOPl = —§7T rad

31. dbra. Forgasszogek eldjelei

Az elforgatds szoge egyértelmien kifejezi a P pont helyzetét az egységkoron.
Ugyanakkor a P pont egy adott helyzetének szdmtalan elforgatdsi szog felel meg.

Példaul a P pontnak a 8. dbran a kovetkezd szogek felelnek meg:

T4 1+ 2m, T + 4m és igy tovdbb. Emellett szintén megfelel § — 2w, T — 4 stb.

Az sszes ilyen szog megkaphaté az o = 7 + 27k, k € Z alapjdn([2].
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32. dbra. Azonos forgdsszogek

3.1.1. Forgasszogek szinusza és koszinusza

Az « sz0g szinusza és koszinusza az egységkoron 1évd pont koordinatdibol hatdrozhat6d
meg. Az P(x,y) pontnak a (1,0) pont koriili o szoggel torténd elforgatdsa utdn kapjuk
(9. abra).

A cos « a forgatott pont x koordinatdja, azaz x értéke:

COStx =X

A sin «v a forgatott pont y koordinétdja, azaz y értéke:

sina =y

33. abra. Forgdsszogek szinusza €s koszinusza

A 9. 4bra alapjan:

sina=0, ha a=kr, ke Z

20



cosa =0, ha a:%+k7r,k€Z

3.1.2. Forgasszogek tangense és kotangense

Az a sz0g tangense alatt szinuszdnak és koszinuszdnak hanyadosat értjiik.

Az o szogre tehat akkor értelmezziik a tangensfiiggvényt, ha
T
cosa # 0, oz7é§—|—k7r, keZ

Az a sz0g kotangense alatt koszinuszdnak €s szinuszdnak hanyadosat értjiik.

Hasonl6an tangenshez, egy o szogre tehat akkor értelmezziik a kotangens fligg-
vényt, ha
sina #0, a#km, ke Z

3.2. Trigonometrikus fiiggvények
3.2.1. Trigonometrikus fiiggvények fogalma

Tudjuk, hogy az egységkoron minden a elfordulési szognek egy pont felel meg. Tehét az
a minden értékének egyetlen egy szdm felel meg, amelyet az a szog szinuszdnak (koszi-
nuszdnak, tangensének, kotangensének) neveziink. Emiatt a szdg szinusza (koszinusza,
tangense, kotangense) és az elfordulési szog kozott fliggvénykapcsolat all fenn.

Az f(a) =sina, g(a) = cosa, h(a) = tga ési(a) = ctg o a figgvényeket az a
sz0g trigonometrikus fliggvényeinek nevezziik.

Minden val6s a szamnak megfeleltethetiink egy o radidn nagysagu szoget. Ez le-
hetdséget ad arra, hogy a trigonometrikus fliggvényekre szdmargumentumd fiiggvények-
ként tekintsiink[3].

Mivel az egységkor pontjainak abszcisszdi €s ordindtdi a —1 és az 1 kozott az
Osszes értéket felveszi, ezért az y = sinx és az y = cos x fiiggvények értékkészletei a
[—1; 1] intervallum lesz[3].

A trigonometrikus fliggvények értelmezési taromdnya a valds szamok halmaza
(R) lesz.

Tanges értelmezési tartomdnyai R, kivéve a 5 + km, k € Z (kotangens esetében
R, kivéve km, k € Z) szamok, értékkészletiik .
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3.2.2. Trigonometrikus fiiggvények elGjelei

A koordinata-rendszerben egy szog a négy siknegyed egyikében helyezkedhet el, kivételt
képeznek a Tk, k € Z alakd szogek. Ezeket egyik negyedbe sem soroljuk.

s

34. dbra. y és x tengelyekre szimetrikus forgdsszogre

Tegyiik fel, hogy a ¢ és ¢ forgdsszogekhez tartozé vektorok egymads tiikorképei
az y tengelyre. Ekkor

sin¢g =siny, cos¢@ = —cos .

Ha a ¢ és ¢ forgdsszogekhez tartozé vektorok egymas tikkorképei az x tengelyre,
akkor

sing = —sinp, cos ¢ = cos .

Ebbdl az kovetkezik, hogy

sin(—xz) = —sin(z), cos(—x) = cos(x),

tg(—xz) = —tg(z), ctg(—z) = —ctg(x).

Az elsé két azonossag konnyedén beldtahtd, ha felhasznéljuk a ¢ és ¢ tiikorképeit
szemléltetd dbrdkat. A masik kettSt gy kapjuk meg, hogy elosszuk az els6 azonossigot
a masodikkal, majd pedig forditva[1].

(Ugyanakkor azt is elmondhatjuk, hogy sin(x) pératlan, cos(z) pdros, tg(z) és
ctg(z) szintén pératlan fiiggvények lesznek.)
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35. abra. Trigonometrikus fliggvények eldjelei

3.2.3. Trigonometrikus fiiggvények grafikonja és tulajdonsagaik

2. DEFINICIO. Az f fiiggvényt periodikusnak nevezziik, ha létezik egy olyan T # 0 szdm,
hogy az f fiiggvény értelmezési tartomdnydnak bdrmely x értékére teljesiilnek a kovetkezd

egyenloségek:
fla=T)=f(z) = f(z+T)
A T szamot a fiiggvény periodusdnak nevezziik[4].

1. TETEL. Az y = sinx és y = cosx fiiggvények f6 periddusa a 27, az y = tgx és
y = ctg x fiiggvény fo periodusa a m lesz[4].

Az y = sinx és y = cos x fiiggvények grafikonjait szinuszoidnak vagy szinusz-

vonalnak nevezziik.

37. abra. Az y = cos x fiiggvény grafikonja
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38. dbra. Az y = tgx fliggvény grafikonja

39. dbra. Az y = ctg x fiiggvény grafikonja
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Tulajdonsagok Y =sinx ¥ = Cos X
D(x) R 4
E(y) [1;:1] [—1;1]
F& periodus 2w 2
, i3
Zérushelyek mn 3 + nn

m T
Pozitiv (2mn; w4+ 2rn) (_E + 2}1’!1;5 + 2?(;:)
T 3m
Negativ (m 4+ 2mn; 2o 4 2mn) E-I— 2;rm;? + 2mn
Paritas paratlan paros

Névekedés intervalluma

[ T 2 ;T+2 ]
—— 4 2mn;— mn
2 2

[m + 2mn; 2m + 2mn

. .. T 3m
Csdkkenés intervalluma 5 + 2m1:? + 2mn [2rn;m + 2mn)
Legnagyobb értéke 1 1
Legkisebb érteke -1 -1
Tulajdonsagok y=tgx y=ctgx
T
D(x) X F E-I— mn X # mn
Ely) R R
F& periodus m T
; T
Zérushelyek m —+mn
Pozitiv ( T j (}TH'E + ml)
Ti; > + 2mn >
. T T
Negativ (— 3 + 2mn; rm) (E + o+ rm)
Paritas paratlan paratlan
Novekedes intervalluma (_E + g T, ml) -
2 2
Csikkenés intervalluma - (en; 1w + 7in)

Legnagyobb értéke

Legkisebb értéke

40. abra. Trigonometrikus fiiggvények tulajdonégai

Mivel az y = cosz figgvény értékkészlete a [—1; 1] intervallum, ezért |b] > 1

A 17. abran lithatd, hogy a cos(z) = b egyenletnek a [—; 7] intervallumon két

cos(x)=b alaku egyenletek

ennek az egyenletnek szdmtalan megoldasa van[5].
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3.2.4. sin(x)=b, cos(x)=b és tg(x)=b alaku trigonometrikus egyenletek

esetén a cos x = begyenletnek nincs megolddsa. Viszont barmilyen b esetére, ha |b| < 1,

megolddsa lesz, az o és a —q, ahol o € [0;7| (ha b = 1, akkor ezek egybeesnek és




nulldval lesznek egyenldk).

-——8 Q
—f o e = — o —— -

41. dbra. cos(x) = b alakd egyenletek megolddsa
A cosx = b egyenletnek minden gyoke a kovetkezd alaku lesz:
r=xa+2mn, ne€ s

3. DEFINICIO. A b szdm arkusz koszinuszdnak , ahol |b| < 1, azt a [0; 7] intervallumon

vett o szdmot nevezziik, melynek koszinuszértéke b-vel egyenld [5].

A b szam arkusz koszinuszat arccos b-vel jeloljik. Példaul: arccos% = Z, ahol

€ [0;m] és cos 5 = 3.

Altalanositva, arccosb = «, ha a € [0; 7] és cos v = D.

3
Most mér cosz = b, |b] < 1, egyenlet gyokeit a kovetkezd alakban irhatjuk fel:

x = tarccosb+2mn, n € Z [5]

cosx=1 cosx=0 cosx=-1

s
x = 2mn, neez x=5—|—'rm, nez X =1 + 27mn, nez

42. dbra. cos(z) = b trividlis esetei

A kovetkezd egyenldség is teljesiil:

arccos(—b) = m — arccos b
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sin(x)=b alaku egyenletek

Mivel az y = sinx fiiggvény értékkészlete a [—1; 1] intervallum, ezért [b| > 1
esetén a sin z = begyenletnek nincs megolddsa. Viszont barmilyen b esetére, ha |b]| < 1,,
ennek az egyenletnek szdmtalan megoldasa van[5].

A 19. és 20. dbrdkon lathaték a sin(z) = b, y = b (ha |b| < 1) egyenletnek.

(o8]
(o8]

y =sin X

o

(o]

— e e e — —

44. gbra. sin(z) = b alakd egyenletek megolddsa (2)

37
2
adott intervallumon az egyenletnek két megolddsa van, az o és a m — «, ahol a € [—F; 7]

Vizsgaljuk meg az y = sin x fliggvény grafikonjét a [—g; } intervallumon. Az

(ha b = 1, akkor ezek egybeesnek €s 7-vel lesznek egyenldk)[5].

A sin x = b egyenletnek minden gyoke a kovetkez6 alaki lesz:
r =+ 2mn, illetve x =1 —a+27n, n € 2
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Ez 6sszevonva:

r=xa+2mn, ne s

4. DEFINICIO. A b szdm arkusz szinuszdnak , ahol |b| < 1, azt a [—7; §] intervallumon

vett o szdmot nevezziik, melynek szinuszértéke b-vel egyenls]5].

A b szadm arkusz szinuszat arcsin b-vel jeloljiikk. Példaul: arcsin% = %, ahol

€[5 5] éssing = %

Altalanositva, arcsinb = a, ha a € |

_r.T
272

Most mér sinz = b, |b| < 1, egyenlet gyokeit a kovetkezs alakban irhatjuk fel:

| éssina = b.

r = (—1)*arcsinb + 7k, k € Z [3]

sinx=1 sinx=0 sinx=-1

. T
X=£+2TETI. newz X =mn, newr x=—5+2?rn, ne

45. dbra. sin(x) = b trividlis esetei

A kovetkezd egyenldség is teljesiil:
arcsin(—b) = — arcsin b

tg(x)=b alaku egyenletek

y=b

/

|
|
|
|
1
1
|
|
-m —TI'!'2 m
|
1
|
|
|
|
|
1

- e o e o e e B e e e e s e e
[ %]
o

46. dbra. tg(x) = b alakud egyenletek megolddsa
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Mivel az y = tgx fiiggvény értékkészlete R, ezért a tgx = b egyenletnek barmilyen b
esetén van megoldésa.

A 22. dbrén az y = tgx és az y = b fliggvények grafikonjai lathatok.

Vizsgdljuk meg az y = tg z fiiggvényta (—2; 7) intervallumon. Ezen az interval-
lumon a tg z = b egyenletnek barmilyen b esetében csak egy o megoldésa lesz [5].

Tangens periédusa 7, ezért a tgx = b egyenlet gyokeinek képlete a kovetkezd
képlettel adhat6 meg:

r=a+7mn,nes

5. DEFINICIO. A b szdm arkusz tangensének azt a (—g; g) intervallumon vett o szdmot

nevezziik, melynek tangense b-vel egyenld [5].
A b szam arkusz tangensét az arctg b-vel jeldljiik. Példaul: arctg /3 = %, ahol

fe(-ppewi=V3

Altaldnositva, arctgh = o, ha o € (=%;%) éstga =b.

Most mér a tgx = b egyenlet gyokeit a kovetkezd alakban irhatjuk fel:
r = arctgb+mn, n € Z [5]
A kovetkezd egyenldség is teljesiil:

arctg(—b) = — arctg b
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4. Trigonometrikus alapazonossagok és alkalmazasuk

4.1. Bevezetés

Ebben a fejezetben olyan trigonometrikus azonossagokrdl lesz sz, amelyek a benniik
szerepld valtozdk esetében minden lehetséges értékre igazak.

Célom a trigonometriai egyenletek megolddsainak el6készitése, amelyekben az
ismeretlen 4ltaldban valds szdm. Az aldbbi azonossdgokban a szogeket (x €s y) radidnban

mérik.
4.2. Osszefiiggések szogfiiggvények kozott

4.2.1. Osszefiiggés szinusz és koszinusz kozott

2. TETEL. Vx esetén igaz a kivetkezd azonossdg:
sin?x + cos®x = 1 [1]

Bizonyitds
Tudjuk, hogy egy v = (v1; v7) vektor abszolutértékére teljesiil az |v| = \/v? + v2
osszefiiggés. Amennyiben az = forgdsszoghoz tartozé (cos x; sin x) egységvektorra frjuk

fel ezt az Osszefliggést és az oldalakat négyzetre emeljiik, a tételiink allitdsat kapjuk.

4.2.2. Osszefiiggés tangens és kotangens kozott

3. TETEL.
1 1 s
tgr=——, ctgr=—, ha x #k-— ke Z][I
ctgx tgx 2

Bizonyitds
Ezek az azonossdgok a tangens €s kotangens definiciéjanak kozvetlen kovetkez-
ményei. A feltételben az adott kovetelményt ifigyelembe kell venni, hogy a széban forgd

két szogfiiggvény egyardnt értelmezhetd legyen.

1. KOVETKEZMENY.

2 2
1—
tg?x = smx2 = cos ¥ harx# —+k-— ke
1 —sin“zx cos? x 4
1 —sin’z cos? x
te?r = = h k-—keZll
e v sin 2% 1 —cos?2zx av# 2 ]



Bizonyitds
A tg, illetve ctg szogfiiggvényeket definidld Osszefiiggések mindkét oldalit négy-

zetre emelve, és az 1. Tétel allitasat felhaszndlva megkapjuk a fenti egyenléségeket.

1 sin x
ctgx  cosx
) sin? z sin® 1 —cos’z
B
Ccos“ T 1—sin“z Ccos“x

hax%%—l—/{hg;kez

Ugyanezzel a gondolatmenettel megkapjuk a mésik képletet.

1 coS T
ctgr = — = —
tgx  sinx
o2 cos? x cos? x 1 —sin’z
sinfx 1 —cos?z sin? x

4.3. Addicios képletek

4.3.1. Addicioés képletek szinuszra és koszinuszra

4. TETEL.

sin(x + y) = sinz cosy £ cos T siny

cos(x +y) = coszcosy F sinxsiny [6]

-

W

47. ébra. Forgdsszogek az addiciés képeltek bizonyitdssdhoz
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Bizonyitds
Legyen x = a, y = 3.
Bebizonyitjuk a kiilonbség koszinuszanak képletet:

Legyenek a P, és P, pontok olyanok, amelyeket a Py(1;0) pontnak az «, illetve a
B szoggel valo elforgatasaval kapunk.

Bizsgéljuk, amikor 0 < o — 8 < 7. Ekkor az O?l és 0732 vektorok kozotti szog
o — 3 lesz.

A P, és P, pontok koordinatai megfelelGen (cos «; sin «v) €s (cos f3; sin 3). Ekkor
az OP, és OP, vektorok koordindtdi (cos ; sin o) és (cos 53; sin 3) lesznek.

Kifejezziik a két vektor skadris szorzatat a koordinatdk segitségével:
OP,-OP, = cosa cos f + sinasin 3
A vektorok skaldris szorzatdnak definici6ja alapjan felirhatd, hogy:
OP,-OP, = ’O_Pl‘ . )O_PQ‘ cos(a — ) = cos(a — 3)
Innen megkapjuk a kiilonbség koszinuszanak képletet:
cos(a — ) = cosacos f + sinasin

Ez a képlet abban az esetben is igaz lesz, ha az (o« — ) € [0; ] intervallumhoz.
Bebizonyitjuk az 6sszeg koszinuszanak képletét, felhasznalva a trigonometrikus
fliggvények eldjeleinek azonosségait:

cos(a+ ) = cosarcos f — sin asin 3
cos(av + ) = cos(a — (—=f3)) = cos awcos(—f) + sinasin(—f) =
cosacos f — sinasin 3

Az osszeg szinuszanak és a kiilonbség szinuszanak képleteit hasonldan bizo-
nyitjuk.

O

4.3.2. Addicios képletek tangensre és kotangensre

5. TETEL.
tgr £ tgy s
tg(x +y)=——""""""— ha x,y,x + —+k-mkeZ
glz +y) TFige gy OOV y#F g tkem
tgx - ct 1
ctg(miy)zch ey T , ha x,y,x+y#k-m ke Z]|l

ctgy tctgx
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Bizonyitds
Ezt a tételt szinusz és koszinusz addicids képletei alapjin bizonitjuk. Minddssze
el kell osztanunk az egyik egyenletet a mdsikra, majd forditva. Az esetleges 0-val val6

osztast a feltiintetett kritériumoknak kdszonhetben elkertiljiik.

sin(x £y)  sinzcosy 4 coswsiny

cos(r+y  cosxcosyFsinzsiny

A jobb oldali tortet egyszersitjiikk cos x cos y-nal és felhasznéljuk a szdgek tan-

gensének definicidjat.

sin z cosy cos T siny sin siny

tg(wj:y) __ coszcosy COSTCOSY __  COST cosy tgr £tgy
- coszcosy sinzsiny sinzsiny 1 ]
COS T CoS Y + COS T COS Y L=+ COS T COoS Y Ftgx-tgy

A kotangensre vonatkoz6 allitdsat hasonl6an kapjuk meg. Ebben az esetben forit-

va osszuk el az addicios képleteket, majd a kapott torteket sin x sin y-nal egyszerisitjiik

le.
COS T COS Y sin z siny cosx  COsy
Ctg(:lf + y) __ sinzsiny + sinxsiny _ sinxz siny + 1 . Ctgl‘ . Ctgy F 1
SCLoOSY 4 SISy =Y 4 oSt ctgy £ ctga
sinzsiny sinxsiny siny sinx
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4.4. Kétszeres szogek szogfiiggvényei

6. TETEL.
sin 2z = 2sinx cosx
cos 2z = cos’ x — sin’ &
2tgx T s T
tg2xr = ———, h —+k-—, —+k-mkeZ
g2 ey ax;é4—|— 5 :c;éz—ir T
tg?r — 1
cthx:ng , ha x #k-— ke Z]l
2ctg
Bizonyitds

A képletek igazolasdahoz az el6bbi addicids tételeket hasznaljuk fel, ahol y értékét
x-nek vélasztjuk.

1. sin2z = sin(r 4+ x) =sinx cosx + cosrsinx = 2sinx cos x

2. cos2x = cos(x + 1) = cosx cos ¥ — sinrsinx = cos?z — sin® x

3. tg2r =tg(r+x) = fﬁf;tt%g“;: igfx, ha x# 5 +k-5, v#5+k-mkeZ

teljestil.

4. ctg2x = ctg(x + x) = szgxﬁfé;l = ngztz;l, ha v # k-5, k € Z tejlesiil.

4.5. Az addicios képletek egyéb kovetkezményei

7. TETEL.

cos2r = 2cos’x — 1
cos2r = 1 — 2sin’ z [1]

Bizonyitds

A bizonyitashoz felhasznaljuk a kovetkezd két trigonometrikus azonossdgot:

2 2

r—sin’z és  sin’x + cos®

Ccos 2 = cos r=1

Ezeket a kovetkezd mddon alkalmazzuk:

cos 2z = cos® x — sin®z = cos’x — (1 — cos® x) = 2cos’x — 1
valamint

cos 2z = cos’x — sin®z = (1 —sin’ ) —sin®2 = 1 — 2sin’x
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4.5.1. Visszavezetési képletek

8. TETEL. 1. szinusz visszavezetési képletei [7]:
sin (r Fz) = £sinx
cos (g $:c> = *+sinx

3
CoS (; j:x) = +sinx

2. koszinusz visszavezetési képletei [7]:
cos(m+z)=—cosz

sin (g + x) = CcoSx

3
sin (g i:z:) = —CosZx

3. koszinusz visszavezetési képletei [7]:

ctg(%—x>:tga7, ha x%g—kk-ﬂ,k’GZ

tg(%—x):ctgx, ha x#k-mkeZ

Bizonyitds

A trigonometrikus fiiggvények periodikussdga lehet6séget ad arra is, hogy vissza-
vezessilk azok értékeit, amikor az argumentum a [0; 27| intervallumhoz tartozik.

Ehhez az intervallumhoz tartoz6 valamennyi sz0g megadhaté a r +z, § +z, 37“ +z
formulakkal, ahol 0 < z < g

A képletek vizsgdlata sordn olyan torvényszerliségeket vehetiink észre, amelyek

megkonnyitik e képletek megjegyzését. Ezek a kovetkezok:

* Az egyenldség jobb oldaldnak eldjele megegyezik a baloldal eljelével, ha 0 < x <

™

5
* Ha a bal oldalon az argumentum 7 + z, 37” + z akkor a szinusz nevét koszinuszra,

a koszinuszét pedig szinuszra kell cserélni. Ha az argumentum 7 + z alaku, akkor

a fiiggvény neve nem valtozik.

Alkalmazzuk ezeket a szabalyokat egy példan. Hatarozzuk meg mivel lesz egyen-

16 sin (37” - x)?
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Amennyiben feltételezziik, hogy 0 < x < 7, akkor a 37” — z a koordinata-rendszer

III. negyedében lesz, vagyis sin (3?” — x) < 0. Az elsO szabaly alapjan az eredmény

negativ elGjeld lesz. A masodik szabdly szerint a szinusz nevet koszinuszra kell cserélni.

3
sin <§ ix) = —CosZx

Az visszavezetési képleteket az addicids képletek alkalmazdsédval is megkaphat-

Kapjuk:

juk. Nézzunk egy példat:

cos (g + JU) = cosgcosx — singsinx =0-coszx—1-sinx = —sinx
Tangens és kotangens esetén masképp igazoljuk a visszavezetési képleteket. Eh-
hez felhasznaljuk, hogy a két fiiggvény felirhaté szinusz és koszinusz segitségével. Ki-
szamitjuk az argumentumot szinusz és koszinusz visszavezetési képpleteivel, majd elvé-
gezziik az osztast.
Igazoljuk, hogy

™

o(f+) =t
cg2 x g

Ccos T
sinx *

Tudjuk, hogy ctgr =

cos(%—x) cosgcosx—i—sin%sina: O-cosx+1-sinx sinz ;
: = — - = - = =tgx
sm(g—x) smgcosx—cosgsmx 1-cosx—0-sinz CcoS T

Megjegyzés: Figyeljiink arra, hogy elkeriiljiik a 0-val valé osztdst. Ezesetben
figyelembe kell venniink, hogy x # 5 + k-7, k € Z.

Hasonl6an bizonyitjuk a tobbi képletet tangensre és kotangensre.
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4.6. Félszogek szogfiiggvényei

a: 1 —cosx
sin — =\/—
2
1+cosx
cos— =\/—

9. TETEL.

x 1—cosz
tg —| = h 2km. k€ Z
g2 1—|-COSJZ @ x 7w+ 2k,
1
CtgE = Toosw ha x # 2kn,k € Z
2 1—cosz coszx’

Bizonyitds [1]
Az els6 képletet bizonyitdsdhoz felhasznaljuk a cos 22 = 1—2sin? x 6sszefiiggést:

CcoSs <2§> =1 —2sin? z
2 2

X xr
2sin? = =1 — (2—)
S1n 5 COS 9

<in? T _ 1 — cos (2%)
2 2

Gyokvonast kovetden kapjuk:

‘sz T 1 — cos (2%)
2 2

A masodik képlet bizonyitdsa hasonl, minddssze a cos2x = 2cos*z — 1 kell
felhasznalnunk.

A harmadik képlet esetében a bizonyitds az el6z6ek alapjan torténik, mindossze el
kell osztani a két azonossagot.

A negyedik képlet bizonyitdsa a harmadikhoz hasonld, minddssze felcseréljok a
szamlaloban €s a nevezdben szerepld azonosségokat és azutan osztunk.

Az utébbi két esetben nem fordulhat el6 a nulldval valé osztds a megszabott felté-

telek miatt.

O
10. TETEL.
1_ )
tgzz .COS.Z‘: S , ha v #nm+2kn ke ”Z
2 sin x 1+ cosx
1 )
Ctgfz —i—.cosx = e . ha x# 2k ke Z]1
2 sinx 1 —cosz
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Bizonyitds
Felhaszndljuk a 7. Tétel harmadik 4llitdsat, majd a kapott kifejezést bovitjiik jobb
oldalon /1 — cos x mennyiséggel.

T 1 —cosz 1 ——cosz 1 —coszx 1 —cosz 1 ——cosz
2 1+cosz 1l —cosx /14 cos?zx Vsin? z |sin z

Figyelniink kell, hogyha = a harmadik, vagy a negyedik siknegyedbe tartozik,

akkor sin z €s tg 7 is negativ lesz, igy azt kapjuk, hogy

T 1 —coszx
2 —sinx

Ezesetben —1 gyel kell szoroznunk, hogy megkapjuk az tétel allitdsat. Egyéb
esetben azonnal megkapjuk az eredményt.

s

Az els6 képlet masodik egyenléségéhez az els6t bovitjiik 1 4 cos x-el:

1 —cosz 1—cosz 1-+coszx 1 —cos’zx sin? sinx

sin x sinz  1+cosz  sinz(l+ cosx) - sinz(1 + cos x) " 1+ cosz

A kotasngensre vonatkozé képletet reciprok alkalmazasanak segitségvel kapjuk meg.

4.6.1. Szogfiiggvények osszegének szorzatta alakitasa

11. TETEL.
sinx+siny:2sinx+ycosm_y
2 2
. . T+Y . T—Y
sinx — siny = 2 cos sin
2 2
cosm+cosy:2(:os$+ycosx_y
2 2
LTty Ty
cosT — cosy = —2sin sin
2 2
i +
tng:tgyzw, ha :r;,y#z%—kﬂ,keZ
COS T COS Y 2
i +
ctgx:tctgy:w, ha x,y # kn, k€ Z
sin z sin y
Bizonyitds (1]
Legyen
a_x—i—y
2



r—Yy
==

Ekkorz = a+ 8,y = a — [ lesz.

Ezek az azonossdgok az addicids képletek €s az 5. Tétel segitségével igazolha-
tok. Tangens €s kotangens esetében annyi a kiilonbség, hogy az addicids képletek meleltt
felhaszndljuk a tgx = % €s ctgr = 27 Osszefliggéseket.

Az aldbbiakban tételben szerepld 1. és 5. képletet bizonyitom be, a tobbi hasonlé
modon totlnik.

Az 1. képlet:

sinx + siny = sin(a + ) + sin(a — ) =

sinacos f + cos asin B + sinacos § — cosasin § =

2sinacos ff = QSinx;—yCOSx;y

Az 5. képlet:

sin x n siny  sinzcosydcoswsiny  sin(xr £ y)

tgx £tgy =
& 8y cosy  Ccosy COS T COS Y COS T COS Y

A tételben megszabott feltételekkel elkeriiljiik a nullaval valo osztést.
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4.7. Trigonometrikus egyenletek megoldasa

A trigonometrikus egyenletek olyan egyenletek, amelyekben legaldbb egy trigonometri-
kus fiiggvény szerepel. Altalaban az ismeretlen az adott fiiggvény szoge, és a feladat a
megoldas megtaldldsa. Az egyenletek megoldasdhoz altaldban trigonometrikus azonossé-
gokat és az adott fliggvények tulajdonsédgait kell alkalmazni.

A trigonometrikus egyenletek nagyon fontosak a matematikdban, mivel szdmos
fizikai €s mérnoki probléma megolddsaban is felmeriilnek.

Az aldbbiakban harom eltérd nehézségii feladat megoldasast fogom bemutatni.

4.7.1. 1. Feladat
cos’x —cosx =0
Megoldas:
Az egyenletet cos z:(cos © — 1) = 0 alakba hozva, ldthatd, hogy a gyokei x = 2k7
és v = 2km + m, ahol k egész szam.
4.7.2. 2. Feladat
sin 2z — cosx = ()

Megoldas:

Az egyenlet bal oldaldnak a kétszeres szog formula szerinti dtalakitasa utan
sinz(2cosz —1) =0
alakra hozhat6. Ennek megoldésai
1 T
r = krsy = 5(2k7r—|— g),k’ €Z

4.7.3. 3. Feladat
cosx —V/3sinz = 2
Megoldads:
Az egyenlet bal oldaldnak négyzetre emelése utan

cost—Q\/gsinxcosx—i—Ssinzx =4

alakra hozhat6. Ezt az egyenletet dtalakithatjuk a sin 2x €s cos 2x képlet felhasznélasaval,

majd egy masodfoku egyenletet kapunk cos 2z-re vonatkozéan. Ennek megoldasai

x:%—i—ﬂm x:%+2kw,keZ
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4.7.4. 4. Feladat
cos(z) —sin(z) =1

Megoldas:
Az egyenlet atrendezése:

cos(z) = sin(z) + 1
Mivel sin?(z) + cos?(x) = 1, ezért az egyenletbe helyettesitve:
sin?(z) + (sin(z) +1)* = 1
A kovetkezd masodfoku egyenletet kapjuk:
2sin*(x) + 2sin(x) = 0
Ebbdl sin(z) = 0 vagy sin(x) = —1. Tehat az egyenlet megoldasai:
T
x = km, :17:—§—|—2k7r, kel

4.7.5. 5. Feladat

ctg?(z) + 2ctg(z) —3=0

Megoldds:
Az egyenlet atirhat6 ctg(z)-re vonatkozé masodfokid egyenletté:
-2+ 16
ctg(zr) = — = -1,3

Tehat az egyenlet megoldésai:

xr = arctg(—1) + km, x =arctg(3)+kr, keZ
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5. Szogfiiggvények a derékszogii haromszogben. Szogfiigg-

vény tételek

5.1. A derékszogi haromszog hegyesszogeinek szogfiiggvényei

Legyen adott egy derékszogli haromszog, melynek két befogdja a és b, az dtfogdja pedig

c. Az ezekkel szemkozti csticsok és szogek rendre A, B, C, illetve «, (3 és 7.

A

48. abra. AC'B derékszogli hdromszog és szogei

Ekkor a hegyesszogek szogfiiggvényeit a kovetkez6képpen adhatjuk meg [10]:

. a a
sina = —, cosax=- tga=—, ctga = —
c c b a
b a b a
Sinﬁ:_v COSBZ—, tg6:_7 Ctgﬁ:_
c c a b

Mas szavakkal a derékszogli haromszog barmely hegyesszogének

szinusza a szoggel szemkozti befog6 és az atfogd hanyadosa,
koszinusza a szog melletti befogé és az dtfogd hanyadosa,
tangense a szoggel szemkozti befogd és a szog melletti befogd hanyadosa,

kotangense a szog melletti befogd és a szoggel szemkozti befogd hanyadosa.
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Az alébbi szogek értékei a 10. dbra segitségével bizonyithatok[1].

Fok (%) Radidn sina cos a tg o ctg a
0° 0 0 1 0 -
30° T - V3 V3 3

6 2 B E Y
E R A A CA A 1
4 2 2
3 r
60° T V3 ; NE] V3
3 2 2 3
30° T 1 0 - 0
2
2m 3 1 3
120° =T f - —3 _‘_3
3 2 2 3
3
135° 3m V2 _¥s -1 -1
4 2 2
150° S 1 1.!@ _E _"'3
6 2 2 3 3
180° ™ 0 -1 0 -
77 1 3 3
210° ?7 -z v v3 V3
= 2 3
225° o _\2 _E 1 1
4 2 2
240° h R _L NE) V3
3 2 2 3
270° 3 -1 0 - 0
2
] I
300° 2T _¥3 1 -3 | ¥
3 2 2 3
=~ ~
315° I ¥ v2 -1 1
4 2 2
1 £l I _
TN I AE L -3
6 & 2 3
350° 2T 0 1 D -

49. dbra. Nevezetes szogek tablazata
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5.2. A szinusztétel

A tétel bizonyitdsdhoz alkalmazzuk a kovetkezd lemmat.

1. LEMMA. A korvonal hiirja egyenld az dtmérdjének és a neki megfeleld keriileti sz0g

szinuszdnak szorzatdval [9].

50. dbra. Melléklet az 1. Lemma bizonyitdsdhoz

Bizonyitds

A mellékelt dbran az M N szakasz az O kozépponti korvonal hirja. Meghizzuk
az M P atmér6t. Ekkor az M N P/ = 90°, mint az atmérdre tdmaszkodo keriileti szog.

Legyen az M PN keriileti szog mértéke . Ekkor az M PN derékszogli harom-
szogben kapjuk, hogy:

MN = MP -sina (1)

Minden, az M N hurra tdmaszkod¢ keriileti szog mértéke v vagy 180° — « lesz.
Tehdt szinuszaik egyenl8k. Ezért az (1) egyenl6ség minden, az M N hidrra tdmaszkodd
keriileti szogre igaz lesz.

A haromszogek egybevagdsagdnak mdésodik ismertetdjelébdl kovetkezik, hogy
egy oldala és a rajta fekvo két szoge egyértelmlien meghatarozzak a haromszoget. Te-
hat ezen elemei alapjan meg lehet hatdrozni a haromszog masik két oldalat. Ebben lesz

szamunkra segitségiil a szinusztétel.
U

12. TETEL (Szinusztétel). A hdromsziogek oldalai ardnyosak a szemben 1évé szdgek szi-

nuszdval [9].
Bizonyitds
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Legyen az ABC hiaromszogben AB = ¢, BC' = a, C A = b. Bebizonyitjuk, hogy

a b c
sinA  sinB  sinC
Legyen az ABC hdromszog koré irt korének sugara R. Ekkor a lemma alapjan
a=2R-sinA,b=2R-sinB,c= 2R -sinC. Innen

a b o
sinA  sinB sinC

2R
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5.3. A koszinusztétel

13. TETEL. Bdrmely hdromszog egyik oldaldnak négyzetét megkapjuk, ha a mdsik két
oldal négyzetének osszegébdl kivonjuk e két oldal és az dltaluk bezdrt szog koszinuszdnak

kétszeres szorzatdt [8].

Bizonyitds (8]
Vizsgaljuk meg az ABC haromszoget. Bebizonyitjuk, hogy példaul

BC? = AB? + AC? —2AB - AC -cos A

Hérom esetet vizsgdlunk meg:
1) az AZ hegyesszog;

2) az A/ tompaszog;

3) az A/ derékszog.

A D c

51. abra. A koszinusz tétel 1. esete

Elsd eset. Legyen az A hegyesszog. Akkor legalabb az egyik szog, a B/ vagy a
C'Z hegyesszog lesz.
Legyen C'Z < 90°. Meghuzzuk a BD magassagot. Az teljesen az ABC harom-
szOogben lesz.
Az ABD derékszogl haromszogben:
BD = AB -sinA, AD = AB -cos A

A BDC derékszogti haromszogben:
BC? = BD*+ CD* =
= BD? + (AC — AD)* = AB? -sin? A + (AC — AB - cos A)* =
= AB? .sin? A+ AC? —2AC - AB - cos A + AB? - cos® A =

= AB? - (sin? A + cos® A) + AC? —2AC - AB - cos A =
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= AB? + AC? —2AB - AC - cos A

(/AW

B A C

52. abra. A koszinusz tétel 2. esete

Amennyiben BZ < 90°. Az ABC haromszog C csicsabol meghizzuk a magas-
sdgot. Az teljesen az ABC' haromszogben lesz. Ennek az esetnek a bizonyitdsa teljesen
hasonl6 az el6bbi esethez.

Mdsodik eset. Legyen az A/ tompaszog. Az ABC haromszégben meghiizzuk a
BD magassagot.

Az ABD derékszogli haromszogben:

BD = AB -sin BAD/ = AB - (180° — BACZ) = AB - sin BACZ
AD = AB -cos BADZ = AB - cos(180° — BAC/Z) = —AB - cos BACZ

Az BDC' derékszogli haromszogben:

BC? = BD?*+CD? =
= BD? + (AC + AD)?
= AB? - sin® BACZ + (AC — AB - cos BAC/)* =

= AB? + AC? —2AB - AC - cos BAC/
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.

A C

53. abra. A koszinusz tétel 3. esete

Harmadik eset. Legyen az A derékszog. Ekkor cos A = (. Be kell bizonyitani,
hogy BC? = AB? + AC?. A Pitagorasz-tételbdl kovetkezSen ez az egyenlSség az ABC
haromszogre igaz lesz.

A koszinusztétel bizonyitdsa megmutatta, hogy a Pitagorasz-tétel a koszinusztétel
egy részesete, a koszinusztétel pedig a Pitagorasz-tétel dltalanositdsa. Ha alkalmazzuk az
ABC haromszog oldalainak és a szogeinek jelolését, akkor példaul az a oldal hosszara
fel lehet irni:

a®> =0+ —2bc-cosa
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Osszegzés

A szakdolgozatom témadja egy interaktiv elektronikus konyv készitése volt, amely a tri-
gonometria alapjait dolgozta fel és modern, interaktiv elemeivel, gyszeriien elérhet6 és
hasznélhat6 a didkok szamdra.

A konyv az alapfogalmakat, a szogfiiggvények fogalmét, az azonossdgokat és al-
kalmazdsukat mutatja be. A megirdsa sordn fontos volt szdmomra, hogy az elméleti is-
meretek mellett gyakorlati alkalmazdsokat is bemutassak. Az elkészitett példak remél-
hetdleg segitenek abban, hogy a témakort valds helyzetekben is alkalmazni tudjuk. Az
interaktivitds lehet6vé teszi, hogy a didkok sajat temp6jukban tanuljanak és megértsék a
téma alapelveit. Remélem, hogy hasznos €s érdekes volt az dltalam feldolgozott téma, és
sikeriilt jobban megérteni az adott teriiletet.

A szakdolgozat célja az volt, hogy bemutassa, milyen hatékony és korszerli mo-
don lehet az oktatdsi anyagokat el6éllitani €s terjeszteni, és remélhetSleg hozzdjarul a
modern oktatdsi mddszerek elterjedéséhez. Bizom benne, hogy az dltalam elkészitett tan-
anyag hozzdjarul az érdekl6ddk ismereteinek bovitéséhez és szildrd alapismereteket ad a
trigonometria teriiletén valé tovabbhaladdshoz.

Sok sikert kivanok a tovabbiakban!
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BucuoBok

Temo1o Mo€T tuiioMHoT podoTH OYJI0 CTBOPEHHS IHTEPAKTUBHOI €JIEKTPOHHOT KHUTH,
dKa OXOILTIOBaJIa OCHOBH TPUTOHOMETPIl Ta MaJja CyJacHi, IHTepaKTUBHI eJJleMeHTH,
SKi OYJIM JIETKO JIOCTYTIHI Ta 3PO3YMIiJIi JJIst YUHIB.

Kuura npejcras/isic OCHOBHI TOHATTS, TEOPEMH Ta 3aCTOCYBaHHSA TPUTOHO-
Merpuunux ¢yukmiit. Ilin yac Hammcanns MeHi OYJI0 BaKJIMBO He TLIbKU HABECTH
TeOPEeTUYHI 3HAHHS, aJie i MOKAa3aTH iX MpaKTH4He 3acTocyBanHsd. CKIajleHi TPUKIa-
JIM CIIOJIIBAIOCS, JIOTIOMOXKYThH YUHSAM 3aCTOCOBYBATH 3HAHHS B PEAJbHUX CUTYAILISX.
[HTepakTUBHICTD TO3BOJISIE YIHAM HABYATHUCST B CBOEMY BJIACHOMY TeMI Ta 3pO3Y-
MiTH OCHOBHI HPUHIUIIN TEMH.

¢l crioxiBarocst, 1mo Mosi poboTa Oy/a KOPHCHOIO Ta IIKaBOK, 1 BU 3MOTJIN
Kpaliie 3po3ymitu obpanuit Mmuoto upejamer. Meroio juiiomMuoi poboru 0yJio 1mpo-
JIEMOHCTDPYBaTH, K e(peKTUBHO Ta CyYaCHO MOYKHA CTBOPIOBATU Ta TONIHPIOBATH
HaBYAJbHI MaTepia/u, i, CroIiBaiocs, Mo pobOTa JOMOMOYKE TIONUPUTH BUKOPUCTA-
HH¢ Cy4YaCHMX METOJIMK HaB4aHHdA. ¢l croiiBaiocs, 10 HaBYaILHUN MaTepias, aKuii
s CTBOPUB, JOMOMOYXKe 30araTUTH 3HAHHS BCIX, XTO IMIKABUTHCS TPUTOHOMETPIEIO, Ta
HaIACTDb CTifiKi OCHOBH JUJIS I10JIAJIbIIIOIO BUBYEHHS IIl€] TEeMH.

Bazkaro ycmixy y momaJibIioMy HaBYaHHi!
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