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Bevezetés

Az elmult évszazadok soran a matematika szamos teriiletén torténtek olyan felfedezések és
fejlesztések, amelyek atformaltak az emberiség szemléletmddjat és lehetove tették az életiinket
megkonnyitd technoldgidk kifejlesztését. Az egyik ilyen teriilet a Descartes-féle koordinata
rendszer, amely az alapjat képezi az elemi geometria, az analitikus geometria, valamint a

linedris algebra tanulmanyozasanak.

Diplomamunkam célja, hogy részletesen bemutassa a Descartes koordindta rendszer
alapvetd fogalmait és alkalmazasait. A munka els6 részében rovid torténelmi attekintést adok a
koordindtageometria fejlodésérél és a Descartes-féle koordinata rendszer megjelenésérdl.
Ezutan a Descartes-koordinatak fogalmat, azok dbrazolasi médjat és az egyenesek és pontok

Descartes-féle koordinatainak meghatarozasat targyalom.

A dolgozat maésodik részében bemutatom a Descartes-koordindtdk alkalmazasait a
geometridban, a fizikdban és a matematikaban. Szamos példan keresztiil mutatom be, hogyan
lehet a Descartes-koordinatak segitségével megoldani geometriai és fizikai problémékat,
valamint hogyan lehet a koordinatdkat alkalmazni linearis egyenletek és egyenldtlenségek

megoldasara.

A diplomamunka 0sszességében azt igyekszik bemutatni, hogy a Descartes-féle koordinata
rendszer a matematika ¢€s a tudomanyok szamos teriiletén nélkiilozhetetlen eszkoz, és fontos

megérteni annak alapvetd fogalmait és alkalmazasait.



1. A Kotobee szoftver bemutatasa

kotobee

1. &bra - Szoftver ikon /5].

A Kotobee egy konnyen hasznéalhat6d és rugalmas ebook készitd szoftver, amely lehetévé
teszi a felhasznalok szamadra, hogy sajat ebookjukat készitsék el. A szoftver funkcioi kozé
tartozik tobbek kozott a képek, videok, hangok, interaktiv elemek ¢és feladatok hozzaadéasa az
ebookhoz, valamint a testreszabhatdo design sablonok és az ebookok formatumanak

kivalasztasa.

Az ebook készitése soran a felhasznalok eldszor az ebook cimét és ironevét adhatjdk meg,
majd hozzaadhatnak fejezeteket ¢és alfejezeteket az ebook struktirdjanak megtervezéséhez. A
fejezetek és alfejezetek kozott a felhasznalok a sziikséges tartalmakat adhatjadk meg, beleértve
a szovegeket, képeket, videokat, hangokat és interaktiv elemeket. A Kotobee lehetové teszi a
felhasznalok szamara, hogy testreszabjak az ebookjukat a sajat brandjiiknek megfelelden,

példaul az ebook boritoképének vagy a szineknek a testreszabésaval.

A Kotobee ebook készitd szoftver kétségkiviill egy nagyon hatékony eszkéz a
szakdolgozatok, oktatdsi anyagok, kézikonyvek, regények és sok mas tipusi ebookok
készitéséhez. A felhasznalobarat feliilete és a széles korli testreszabasi lehetségei lehetove
teszik a felhasznalok szamara, hogy sajat ebookjaikat készitsék el, amelyek megfelelnek az

egyéni igényeiknek és brandjiiknek.

A Kotobee Ebook Készitd tovabbi elénye, hogy rengeteg beépitett funkciot kinal, példaul
interaktiv tartalmak létrehozasat, multimédids tartalmak integraldsat, tesztek és kvizek
létrehozasat, szotarfunkciokat, valamint az ebookok nyomtatdsat és exportalasat kiilonbozo

formatumokba, mint példaul PDF, EPUB, MOBI és még sok maés.
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2. abra - Kezel6 feliilet.

Az alkalmazas tobb mint 25 nyelven érhetd el, igy konnyen alkalmazkodhat az olvasok
nyelvi igényeihez. Emellett a Kotobee Ebook Készitd rendelkezik egy felhdalapu platformmal

is, amely lehetdvé teszi az ebookok megosztasat és kozzétételét az interneten.

Osszességében a Kotobee Ebook Készitd egy hatékony és sokoldali eszkdz az ebookok
l1étrehozasahoz ¢s szerkesztéséhez. A program konnyen hasznalhatd felhasznaloi feliilete és
szamos beépitett funkcidja lehetdvé teszi az olvasdk szamara, hogy magéaval ragado és
interaktiv tartalmakat érjenek el, mikdzben a szerzOknek lehetdségiik van sajat ebookjaik

testreszabasara és kozzétételére az interneten.



2. A Descartes tipusu koordinata rendszer torténete

A matematikarél és a geometriarol tanulva, mindannyian taldlkozunk a Descartes tipusu
koordinata rendszerrel. Ez a rendszer az egyik legfontosabb és legelterjedtebb matematikai
eszkOz, amely lehetévé teszi szamunkra a pontok és alakzatok elhelyezkedésének leirasat a
sikon és a térben. Azonban sokan nem ismerik ennek a rendszernek a torténetét és a fejlodését,

amelyen keresztiil eljutottunk a modern koordinata geometridhoz.

A Descartes tipust koordinata rendszer elnevezése René Descartes francia filozofusra és
matematikusra utal, aki a 17. szazadban ¢€lt. Descartes uttord szerepet jatszott a matematikaban
¢s a filozofiaban, és Ujitasaival forradalmasitotta a geometriat. A rendszer kifejlesztése és

kidolgozasa Descartes hires miivében, a "La Géométrie"-ben talalhato.

LA

GEOMETRIE

DE

RENE DESCARTES

—_—

NOUVELLE EDITION

PARIS

A. HERMANN, LIBRAIRIE SCIENTIFIQUE

8 = rue de la Sorbonns — 8

MDCCCLXXXVE

3. abra - Descartes hires miive [4].



A koordinata geometria elddjének tekinthetd az apolloni geometria, amely az dkori gorogok
altal kidolgozott geometriai elméletek gylijteménye volt. Az apolloni geometria egy adott
alakzatot vagy pontot mas alakzatok vagy pontok segitségével hatarozott meg. Azonban
Descartes tovabblépett, €s egy 1j modszert vezetett be a geometria szdmara. A Descartes tipusu
koordinata rendszer alapja az in. Descartes-koordinatak. Ez egy olyan modszer, amely lehetévé
teszi a pontok elhelyezkedésének meghatarozasat a sikon vagy a térben, segitségiil véve az x €s
y tengelyeket. Az x tengely az oldaliranyl mozgast, mig az y tengely a fiiggéleges mozgast

jelképezi. Ezenkiviil a haromdimenzios térben egy z tengelyt is bevezethetiink.

A Descartes-koordinatak segitségével minden pontot egyedi szamparral vagy szarharmassal
tudunk jelolni. Példaul, ha a sikon az (x, y) pontban vagyunk, akkor az x a vizszintes
elhelyezkedést, mig az y a fliggbleges elhelyezkedést jelzi. Ezzel a rendszerrel kdnnyedén
megadhatjuk az alakzatok ¢és a gorbék egyenleteit, valamint kiszdmithatjuk tavolsagaikat és
tertileteiket. Descartes rendszerének kifejlesztése forradalmi hatdst gyakorolt a matematikara
¢s a geometriara. A koordinatageometria bevezetése lehetdvé tette az absztrakt matematikai
objektumok, példaul az egyenletek és a gorbék, vizualis megjelenitését. Ezaltal konnyebbé valt

a geometriai problémak elemzése és megoldasa.

Az 1637-ben megjelent "La Géométrie" Descartes miive, amelyben részletesen bemutatja a
koordinata geometria alapjait. Ebben a miiben Descartes kifejti, hogy a pontok elhelyezkedése
leirhato az x és y koordinatak segitségével, valamint bemutatja az egyenletek és a gorbék
forradalmasitotta a gondolkodast. Lehetové tette példaul az analitikus geometridt, amely az
algebrai és a geometriai fogalmak Osszekapcsolasaval foglalkozik. Ezéltal a geometriai
problémak elemzése ¢s megoldéasa algebrai eszkozokkel torténhetett. Descartes rendszerének
hatasa azota is érezhetd. A koordinata geometria az alapja szamos matematikai és tudomanyos
teriiletnek, beleértve a fizikat, az informatikat, a gépészetet ¢s még sok mast. Descartes
geometriai megkdzelitése a modern tudomanyok alapjava valt, és a koordinata rendszer széles
korben elfogadott és alkalmazott eszkdzz¢ valt. Fontos megérteni és értékelni a Descartes tipusu
koordinata rendszer torténetét, mert ez a fejlesztés egy uj paradigmat hozott a matematikdba ¢€s
a geometriaba. Descartes munkassaga a tudomany ¢és a technologia fejlodését is eldsegitette, és
a koordinata geometria mai napig alapvetd eszkdze a matematikai elemzésnek €s a valos vilag

problémainak megoldasanak.



2.1 Descartes életérol:

Descartes vagyonos nemesi csaladbol szarmazott. Ifji kordban a jezsuitaknal tanult. Fiatal
koraban katonaskodott, szolgalt Hollandiaban, majd a bajor hadseregben. Harcolt a fehérhegyi
iitkozetben, ahol a katolikus liga leverte a protestans cseh rendeket. Végiil részt vett Richelieu
alatt La Rochelle ostromaban. Egész ¢életében ndtlen maradt. A tudoméanyok és a matematika
iranti érdeklodését iskolatarsa Marin Mersenne (1588-1648) tartotta ¢bren, aki maga is
matematikus volt, aki elsOsorban szamelmélettel foglakozott (Mersenne-féle primek.)
Descartes a racionalizmust hirdette. Mindenféle ismeret helyességében kételkedett. ,,Semmit
ne fogadjunk el igaznak, aminek igaz voltat tisztan és viladgosan fel nem ismertiik”. Nem
kevesebbet, mint 1Uj filozofiai rendszert akart alkotni, ugy, hogy megkeresi az igazsagok
kutatasara legalkalmasabb deduktiv matematikai modszert. Ennek érdekében a legkiilonfélébb
tudomanyokkal is foglalkozott. F6 miive az Ertekezések a modszerrdl. Filozofiajanak sok hivet
szerzett, ezért sem a francia egyhdz, sem a hollandiai protestans egyhaz nem nézte j6 szemmel.
1647-ben Krisztina svéd kirdlynd levelet irt Descartes-nak, hogy megtudja tdle, mi a legfébb
jo. Descartes valasza: ,,Hogy erényesek legyiink.” Kés6bbi levelei is olyan hatdssal voltak a
svéd kirdlynére, hogy meghivta Svédorszagba. Descartes 1649-ben elfogadta a meghivasat és

Svédorszagba ment. A svéd akadémia megszervezése kdzben érte a halal [1].

2.2 Munkasagarol:

Arisztotelész nyoman Descartes is megprobalkozott a matematikai logika megteremtésével,
de kezdeti probalkozasai nem jartak sikerrel. Descartes a geometria probléméak megoldasdhoz
gyakran alkalmazott algebrai modszereket. Az 1637-ben megjelent Ertekezések a modszerrél
ciml konyvének fliggeléke a Geometrie, amely lendiiletet adott az analitikus geometria
fejlodésének. Ez a miive nagy hatassal volt a fiatal Newtonra is. Miiveiben azonban még nem
szerepel a koordinata rendszer, amely ma az 6 nevét viseli. Apolloniosz-hoz hasonldan 6 is még
csak egyetlen tengellyel dolgozott, és ezen sem vette figyelembe a negativ szdmokat, bar mar
szamolt is veliik, de ,,hamis” szdmoknak nevezte Oket. Igen fontos I1épés volt a valtozo
fogalmanak a hasznalata, amellyel a fiiggvénytan fejlodését segitette eld. A szakaszok kozotti
alapmiiveleteket ugy igyekezett definidlni, hogy az eredmény ismét szakasz legyen. Azért, hogy
két szakasz szorzata és hanyadosa is szakasz legyen, bevezette az egységszakasz fogalmat és a
negyedik aranyos szerkesztését. Descartes volt, aki elkezdte a hatvanykitevok hasznalatat, és

aa helyett a2-t irt. O mar ismerte a testekre (poliéderekre) vonatkozé un. Euler tételt, amit Euler



téle fiiggetleniil ujra felfedezett. O fedezte fel a (9363584; 9437056) baratsagos szampért. A

halmazok direkt szorzata is Descartes nevét 6rzi [1].

2.3 A koordinata rendszer fejlodése az idok soran

A koordinata rendszer fejlodése az idok sordn az egyik legfontosabb és jelentds mérfoldkd
a matematika, a fizika és mas tudomanyagak torténetében. Kezdetben a koordinata geometria
alapjait Descartes fektette le a XVII. szdzadban, azonban az id6 mulasaval és mas tuddsok

hozzajarulasaval tovabbfejlodott és kiboviilt.

Az analitikus geometria tovabbi fejlodésével olyan Gjabb dimenzidk jelentek meg, mint
példaul a haromdimenzids térben vald koordinatdk hasznalata. Az 1800-as években az elismert
matematikusok, példaul Gauss, Bolyai és Lobachevsky, megkezdték a nem-euklideszi
geometria fejlesztését, amely tovabbi lehetOségeket nyitott a koordinata rendszer

alkalmazasara.

Az 1900-as ¢években a koordinata geometria ¢és a linearis algebra szorosan
Osszekapcsolodott. Az absztrakt vektorok bevezetése lehetévé tette a tobbdimenzids
koordindtageometria elméleti kidolgozasat. A matrixok és linedris transzformaciok
hasznalataval a koordinata rendszer még hatékonyabba valt a linedris egyenletek és a linearis

transzforméciok vizsgalataban.

Az informatika és a szamitastechnika fejlédésével a koordinata rendszer Uj dimenzidkat
nyert. A szamitégépek ¢€s a digitalis technologiak lehetové tették a koordinata geometria széles
kort alkalmazasat, példaul a szamitogépes grafikaban, a térbeli modellezésben és a mesterséges

intelligenciaban.

A modern korban a koordinata rendszer 0j fejleményeket is magaval hozott, mint példaul a
koordinata alapu gépi tanulds és a mély neurdlis halézatok. Ez az ujabb dimenzi6 adataink

analizisében ¢€s az adatvezérelt dontéshozatalban jatszik szerepet.

A koordinata rendszer fejlddése az idok soran a technologiai €s tudomanyos haladasnak
koszonhetéen tovabb folytatddott. Az tlrkutatds és a navigacid terén példaul a térbeli
koordinatadk haszndlata valt nélkiilozhetetlenné. Az tUrkutatdsban az tirhajok €és miitholdak

crer

kulcsfontossagu.



A digitalis tér térnyerésével a koordinata rendszer tovabb fejlodott az internetes térben is. A
foldrajzi koordinatak, példaul a hosszusag és szélesség, a térképek és a GPS hasznalataval lett

konnyen hozzaférhetdvé és alkalmazhatova az online helymeghatarozasban és navigacioban.

A koordinata rendszer fejlodése az idok soran tehat megmutatkozott az ujabb
technologidkban €s alkalmazasokban. A mai vilagban a koordinatak és a koordinata geometria
széles korben elterjedt, a kozlekedéstél a kommunikéacidig, a tudoméanyos kutatdsoktol a

mindennapi életig szamos teriileten alkalmazzak.

Ez a folyamatos fejlodés és alkalmazasainak kiboviilése azt mutatja, hogy a koordinéata
rendszer alapvetd ¢és i1dotallo eszkozzé valt a gondolkodasban, a tervezésben ¢és a
problémamegoldasban. Az emberi tudas és technoldgia fejlédésével valdszintileg tovabbi
ujitasok és fejlesztések varhatok a koordinata rendszer terén, ami még inkabb eldsegiti majd az

emberi tevékenységeket €s a tudomanyos kutatasokat.



3. Alapfogalmak

3.1 A pont

A pont a geometria egyik alapfogalma. A legegyszeribb mértani alakzat. Ez az egyetlen
alakzat, amely nem bonthat6 részekre. Vagyis a pontnak nincs kiterjedése semmilyen iranyba.

A pontot tekintik tovabba a 0. dimenzidnak.

B

4. abra - Két pont

3.2 Az egyenes

Az egyenes - meghatarozott tulajdonsagokkal rendelkezé mértani alakzat.

B

C

5. abra - Egyenes és pont

Az éabran latthatd esetetben a C pont nem tartozik az AB egyeneshez. A pontok és az

egyenesek esetében két lehetdség van, az adott pont hozzatartozik az egyeneshez, vagy sem.



6. abra - Az egyenes alaptulajdonsaga
Az egyenes alaptulajdonsiga: Barmely két ponton at egyenest lehet huzni, méghozza
csakis egyet [2].
Miért tartjak tigy, hogy ez az egyenes alaptulajdonsaga?

Legyen egy bizonyos vonalrol csak az ismert, hogy atmegy az 4 és B ponton. Ahhoz, hogy
elképzeljiik, hogyan is néz ki ez az alakzat, ez az informaci6 szemmel lathatéan hidnyos. Hiszen
az A és B pontokon 4t sok kiilonbozé vonalat lehet meghuzni. Az egyenest egyértelmiien

meghatarozza ez a két pont. Eppen ebben rejlik az egyenes alaptulajdonsaganak a lényege [2].

Ez a tulajdonsag lehetdveé teszi az egyenes megjelolését két tetszéleges pontja megnevezése

altal [2].



A koz06s ponttal rendelkez6 két egyenest egymast metszoknek nevezik.

7. abra - Metsz0 egyenesek

Barmely két egyenesnek, amelyek metszik egymast, csak egy kozos pontjuk van.

A B

8. abra - Szakasz
A fenti dbran lathato egyenes vorossel jelolt részét szakasznak nevezziik, amelyet az A és B

pont hatarol beleértve az A és B pontot. Az A és B pontot a szakasz végpontjainak nevezziik.

Az Osszes olyan pontot amely a szakasz végpontja kozott helyezkedik el, pedig belsd

pontoknak nevezziik.



9. ébra - Belsd pont

Két szakaszt egybevagonak neveziink, ha egymasra helyezéssel fedésbe hozhatok.

3.3 A tengelyek

Szamegyenes

10. abra - Szamegyenes

Az a szdgek melynek fokmértéke 90° derékszognek nevezziik. Az olyan egyeneseket,

melyek 90°-ban metszik egymast pedig merdleges egyeneseknek nevezziik.

A tengelyek nem masok, mint két szdmegyenes amelynek kozos pontja A ,,0” és egymadsra
merdlegesen helyezkednek el. Az els6 szdmegyenest(X tengely) abszcisszanak mig a

masodikat(Y tengely) ordinatanak nevezziik.



Szamegyenes

Szamegyenes

11. abra — Koordinatarendszer

\ 4



3.4 A koordinatak

A koordinatadk nem masak mint szamparok, ahol az elsé szdm egy tetszdleges valos szam ¢€s

a masodik is.

v

12. abra - Koordinata

Az abran a P pont lathatd, melynek koordinatai (2;2). Az elsé koordinatat szokas még X
koordindtanak is nevezni, a masodikat pedig Y koordinatanak. Azt a pontot melyenek

koordinataja (0;0) origénak nevezziik, jeldlése pedig: ,,0”.



3.5 Tavolsag

A szakasz hosszanak alaptulajdonsaga:
Ha a C pont az 4B szakasz bels6 pontja, akkor az AB szakasz egyenld az AC és a CB szakasz
Osszegével, vagyis AB = AC + CB [2].

A C B
S —

AB=AC+CB

13. dbra — A szakasz hosszanak alaptulajdonsaga(képlet)

Meghatarozas:

Az A és a B pontok kozotti tavolsagot az AB szakasz hosszanak nevezziik. Ha az 4 és a B
pontok egybeesnek, akkor ugy tekintik, hogy a koztiik 1évo tavolsag nulla [2].

Meghatarozas:

Az AB szakasz felez6pontjanak ennek a szakasznak azt a C pontjat nevezik, amelyre nézve

AC = CB[2].

A . C | B

14. abra - A szakasz felezOpontja



4. Pontok abrazolasa a Descartes koordinata rendszerben
4.1 Pontok abrazolasa a Descartes koordinata rendszerben

Az abrazolads alapja, hogy minden pontot a sikon egyértelmilien leirunk két koordinata
segitségével, amelyek a pont tdvolsagat adjak meg az x- és y-tengelyektol.

P¢ldaul a pont A(3;2) koordinatai azt jelzik, hogy a pont 3 egységgel van a y-tengelytdl
jobbra, és 2 egységgel van az x-tengelytdl felfelé.

-6 -5 —4 =3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

15. abra - Koordinata értelmezés
Fontos megjegyezni, hogy a koordinatdk sorrendje nagyon fontos, mivel megvaltoztatja a

pont helyzetét.

A pontokat a koordinatatengelyek mentén huzott vonalak metszéspontjai jelolik, amelyek az

adott pont koordinataival megegyezd tavolsagra vannak a koordinata-rendszer kdzéppontjatol.



Példaul az A(3;2) pontot az x-tengelyen 3 egységgel jobbra, és az y-tengelyen 2 egységgel

felfelé kell abrazolni, majd a két vonal metszéspontjaban jeldlni a pontot.

2
4
3
C A
20 ©
1
B
Q
-3 -2 -1 0 1 2 4 5 6 7
-1
2

16. abra - Koordinatapont felvétele



5. Tavolsag- és felezovonal képletek
5.1 Tavolsag

Tavolsagképlet:

Két pont kozotti tdvolsag kiszamitdsadhoz a Pitagorasz-tételt hasznaljuk. Ha az adott pontok
koordinatait az (xi;y1) €s (x2;y2) jeloli, akkor a két pont kozotti tavolsag a kdvetkezOképpen

szamithato ki:

d=+(x; = x)%+ (¥, — y1)?

Példaul az A(3;4) és B(6;8) pontok kozotti tavolsagot a kovetkezdképpen szdmoljuk ki:

d=+(6-13)2+(8—4)

d=+32+42
d=v9+16

Ez azt jelenti, hogy a két pont koOzotti  tavolsag 5 egység.
@ A=(49 A

© B=(69)

f = Szakasz(A,B) H B
O 8
=5
7
@ Cc-(64)
6 h
g = Szakasz(A, C)
@ 5
=3
P C
— H 4
® h = Szakasz(B, C) : g
= 4 3
+

17. abra - Két pont kdzotti tavolsag



5.2 Felezovonal

Felezévonal képlet:

Egyenes felezOvonalat huzni két pont kozott azt jelenti, hogy az egyenes azon pontja,
amelyre a két ponttol valo tavolsag azonos. Ha az adott pontok koordinatait az (xi;y1) €s (X2;y2)

jeloli, akkor az egyenes felezOvonalanak egyenlete a kovetkezéképpen szamithat6 ki:

) (- (59 (22

X1+Xx2

Ahol (%) és (T) az adott pontok atlaga.

Példaul a A(3;4) ¢és B(6;8) pontok felezévonalat a kovetkezOképpen szamoljuk ki:
Az x-koordinatak atlaga: 3%6 =45
Az y-koordinatak atlaga: 4%8 =6

A felezOvonal egyenlete tehat:

8—4
4
y—6=(x—4,5)*§

“ix42
y=3x

Az altaldnos képlet hasznalata lehetdvé teszi a felezOvonalak gyors és pontos szdmitasat

barmely két pont kozott a Descartes-koordinata-rendszerben.



Q A=39 s
@ B=(658

f = Szakasz(A,B)

=5

g : Szakaszfelez8(f)

= 3x-dy = -375

C = Metszéspont(g, )

= (45, 6)

18. abra - FelezOmer6leges

6. Egyenes egyenleteinek abrazolasa

Az egyenesek Altaldban az y =kx + b egyenlettel irhatok le, ahol k a
meredekség(iranytangens), b pedig az y-tengelyt metsz6 pont. Ha az egyenes két pontjanak

koordinatait ismerjiik, akkor a meredekség és az y-tengelyt metsz6 pont értékei kiszamithatok.

Példaul ha az A(x1; y1) és B(xz; y2) pontok kozotti egyenest szeretnénk meghatarozni, akkor

elészor kiszamitjuk a meredekséget:

2 —y1)

k= (x2 — x1)

Ezutédn a y-tengelyt metsz6 pontot kiszamithatjuk :

b=y —kx*xx



@ A=@y A N
@ &-00 : !

f : Egyenes(A, B)

= x-d4y=0

A

19. abra - Egyenes abrazolasa

Egy maésik lehetdség az egyenes abrazoldsara a pont-meredekség forméaban torténik. Ebben
az esetben az egyenes egy adott pontjanak koordinatdit és a meredekségét hasznaljuk az

egyenes egyenletének meghatarozasahoz.

Tegyiik fel, hogy az egyenes meredeksége k, és az (xi1; y1) pont rajta van az egyenesen. Az

egyenes egyenlete a kovetkezOképpen adhatdé meg:

y—y1=k(x—x)
Az egyenesek abrazolasanak egy masik modja az egyenes normalvektorral torténd
abrazolasa. Az egyenes normalvektora az egyenesre merdleges vektor, amelynek hossza 1. Az
egyenes normalvektoranak meghatarozasahoz az egyenesnek csak az egyik pontjara van

sziikségiink, valamint az egyenes iranyvektorara, amely az egyenes irdnyat hatdrozza meg.



Az egyenes normalvektoraval az egyenes egyenlete az alabbi mddon irhat6 fel:

nx(x—x;y—y1)=0

Anp B
3 O—=0
C
. &
1
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-2

20. dbra - Iranyvektor

ahol n = (a; b) a normalvektor, ¢s C(x1; y1) az egyenes egyik pontja. Az egyenlet szabad
paramétereit kiilonb6zé mdodon valaszthatjuk meg, példaul ha a normélvektor hossza 1, akkor

az egyenletben csak a koordinatadk szorzatanak 0sszege szerepel.

Az egyenes normalvektorral torténd abrazolasanak elénye, hogy konnyen meghatarozhatd
az egyenes iranya ¢és az egyenes meredeksége, valamint az egyenesek kozti szog is egyszerlien

kiszamithato.

Az egyenesek abrazolasa a Descartes-koordinata-rendszerben az egyenlettel, a két pont altal
meghatarozott egyenessel €s a normalvektorral torténhet. Minden moédszernek megvannak az

elényei és hatranyai, és a valasztas az adott probléma jellegétol fligg.



7. Egyéb koordinata rendszerek

Gyakran nem lehet, vagy nem célszerli a Descartes-féle koordinata-rendszert hasznalni.
El6fordulhat, hogy a koordinata-rendszer az alakzat minden pontjdban mas és mads, és a
koordinatatengelyek allasa is pontonként valtozik az adott feladat jellegéhez illeszkedden. Ha
példaul egy gomb alaku térrésszel kapcsolatos feladatot kell megoldanunk, akkor altaldban
célszeri olyan pontonként valtozo koordinata-rendszert alkalmaznunk, amely ,,hozzasimul” a
goémb alakjahoz. Ekkor ugyanis a gdmb egyenlete ebben a koordinata-rendszerben egyszeriibb

lesz, és ez megkonnyiti a szamitast [3].

7.1 Polarkoordinata-rendszer

A sik pontjait (sikbeli) polarkoordinatakkal is jellemezhetjiik. Ezt a koordinata-rendszert az
O kezddpontja (az origd) €és egy ebbdl kiinduldo L félegyenes definidl, melynek iranyat
kezd6iranynak nevezziik. A P pont polarkoordinatdi az r = OP tavolsag, valamint a kezddirany
¢s az OP irany altal meghatarozott 6 iranyitott szog. Mivel 8 mértéke 360° barmely egész
tobbszorosével megvaltoztathatd, ezért minden ponthoz tobbféle koordinatapar adhatdé meg.

Maganak az O kezddpontnak a 8 koordinataja tetszéleges lehet [3].
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21. abra - Polarkoordinata-rendszer

Polarkoordinata-rendszerben egy P pont helyét két adattal adhatjuk meg: (7, 8), ahol

e rasugar (0 <), azaz a pontnak az orig6tdl valo tavolsaga,

o Oaszog (0° <0 < 360°) pedig az L félegyenes ¢€s a sugar altal bezart szog.

Ha Descartes koordinata-rendszerben polarkoordinatdkkal kell megadni adatokat, akkor
altalaban origdként a (0;0) pontot L félegyenesként pedig az x tengely pozitiv részét (az origotol
jobbra eso részt) valasztjuk. Ekkor az r, 8 polarkoordinataja pont kozonséges koordinatai:x =
T cos 6

y =rsinf

fgy példaul az x? + y? = 1 egységkor polaregyenlete ( cos )2 + (r sin 8)? = 1, vagyis
egyszertien r = 1.

A polarkoordinatak kiilonosen alkalmasak az olyan mozgasok €s hasonldsagi leképezések
leirasara, amelyeknek van invarians pontjuk. Ekkor ugyanis ezt a pontot kezddpontnak
valasztva az (r, @) altalanos helyzetli pontot

e az a szoggel forgatas az (1,0 + ),

e félfordulat az (r, 0 + m),



e kezdOegyenesre tiikrozés az (r, —6),

e  Opnytjtas (ur,0),
e cgy O kozépponta nyujtva forgatas a (ur, 0 + a),

pontba transzformal.

7.2 Hengerkoordinata-rendszer (Cylindrical coordinates)

A hengerkoordinata-rendszer a polarkoordinata-rendszer térbeli altalanositasa a magassag
bevezetésével a z tengely irdnyaban. A tér pontjait hengerkoordinatakkal is meg tudjuk adni.
Egy alapsikot (az x, y tengelyek altal meghatarozott sik), egy ra merdleges iranyitott egyenest
(a z tengely), az alapsikon beliil pedig az origobdl induld félegyenest (a x tengely pozitiv
félegyenese) vesziink fel. Az irdnyitott egyenes mind a vele parhuzamos egyenesek, mind az
alapsik iranyitasat is megszabja. Az irdnyitott alapsikban a megadott félegyenes egy
polarkoordinata-rendszert hataroz meg. A P pont polarkoordinatai az alapsikra vetett P4

vetiiletének r, @ , polarkoordinatai, valamint az iranyitott PP szakasz eldjeles z hossza [3].

X

22. abra - Polarkoordinata-rendszer a térben



Ezért egy P pontot harom koordinataja (7, 6, z) definial:
e ratengelytél mért merdleges tavolsag;
e 0 a P pont és a tengely altal meghatarozott sik hajlasszoge a 8 = 0(x — z)
sikhoz. 8-t azimuth szdgnek is nevezik (lasd gombikoordinatak);

e za P pont és a pont merdleges vetiiletének, P1-nek a tavolsaga;

Sajnalatos moddon az irodalomban sok eltérd jelolést hasznalnak, mivel mi a
poléarkoordinataknal is @ -val jeloltiik a fenti szoget, ezért hasznaljuk tovabbra is igy. Ellenben
pl. Arfken. (p, ¢, z) jelolést hasznalja.

Az 0Osszes olyan pont, amelynek egyik hengerkoordinatdja rogzitett érték, Un.
koordinatafeliiletet hataroz meg. Igy az r = r, egyenletii koordinatafeliiletek a z tengely
koriili végtelen hosszi korhengerek, a 8 = 6, koordinatafeliiletek a z tengelyre illeszked6
félsikok, mig a z = z, koordinatafeliiletek a z tengelyre merdleges sikok.

Ha azokat a pontokat keressiik, amelyeknek hengerkoordinatdja rogzitett, akkor az un.
koordinatagorbéket kapjuk. gy , r=1y, 6 =6, esetén z tengellyel parhuzamos
egyeneseket; r =1y, z = z; esetén (x,y) sikkal parhuzamos, z tengely koriili kdrvonalakat;
mig 8 = 6, z =z, esetén (x,y) sikkal parhuzamos, a z tengelytdl indul6d félegyeneseket
kapunk.

Ha az alapsikbeli polarkoordinata-rendszerhez derékszogli xy koordinata-rendszert
illesztiink, €s iranyitott egyenesiinket z tengelyiil valasztjuk, akkor a kozonséges koordinatakat

az r, 0, z polarkoordinatakbol a kovetkezoképp szamitjuk ki:

X =rcosf
y =rsinf
z=z

A Descartes-féle koordinatakbol a hengerkoordinatakat a kovetkezd Osszefiiggés alapjan

kapjuk meg:
r=4x%+y?
_ Y\ _ Y
0 = arctan (;) = arcsin(—=)

z=2z
GOmbi koordinata-rendszer (Spherical coordinates)
A gombi koordinatdkat gombi polarkoordinataknak is nevezik. Most egy félsikot (a z
tengely, illetve az x pozitiv fele altal meghatarozott félsik) és ennek hataran egy origd

kezddpontu félegyenest (z tengely pozitiv fele) vesziink fel. A P pont els6 koordinatdja az r =



OP tavolsadg. A masodik koordinata az a 0 iranyitott sz0g, amelyet az adott félsik, valamint a
vele k6zos hatar, a P pontot tartalmazo félsik hataroz meg. Ennek az irdnyitott szognek a
mérésénél azt a forgasiranyt valasztjuk pozitivnak, amely az adott félegyenes irdnyabol nézve
pozitivnak latszik. Végiil a harmadik koordinata az adott és az OP félegyenes ¢ hajlasszoge.
Eszerint ¢ konvex szog; 6 minden pontra tobb értékli, mégpedig 360° barmely egész
tobbszordsével megvaltoztathato; az O kezdépont 6, ¢ koordinatai pedig tetszélegesek

lehetnek [3].
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23. abra - Gombkoordinata-rendszer

Egy P pontot hdrom koordinata (7, 8, ¢) hataroz meg, ahol
e 1 az origbtdl mért tavolsag, azaz a gdbmb sugara;
e @HaPpontésag = 0 tengely altal meghatarozott sik, valamint 8 = 0 sik kdzotti
hajlasszog az x — y koordinatasikban, 8-t azimut szognek is nevezik;
e ¢ apontot és az origot 6sszekotd egyenes hajlasszoge a ¢ = 0 iranyhoz, azaz a

z tengellyel bezart szog.

A 0-t a foldrajzi halézatban hosszsagi foknak (longitude) nevezik, tovabba ¢ = 90° — &,
ahol &-t pedig szélességi foknak (latitude) hivjak [3].



8. A Descartes koordinatak alkalmazasai

A Descartes koordinatak alkalmazasai nagyon széleskortiiek, és szamos teriileten hasznaljak
Oket, példaul a matematikaban, a fizikdban, a mérnoki tudoméanyokban, a csillagaszatban, a

szamitastechnikaban és az lizleti tervezésben. Néhany példa az alkalmazéasokra:

1. Geometria: A Descartes-koordinata-rendszer segitségével konnyen abrazolhatok és
vizsgéalhatok a geometriai alakzatok, példdul a sikidomok és testek. A sikidomok teriilete,
keriilete és azonos oldalhosszisagu szabalyos sokszogek atloinak hossza is kiszamithatd a

Descartes-koordinata-rendszerben.

2. Fizika: A fizikaban a Descartes-koordinatdk segitségével hatdrozzuk meg a testek
mozgasat €s helyzetét az tirben. Az erék és mozgasok abrazolasa, a palydk meghatarozasa ¢€s a

sebességek kiszamitdsa mind megvalosithato a Descartes-koordinatdk alkalmazasaval.

3. Meérndki tudomanyok: Az épitészetben, az épiiletek és hidak tervezésénél a Descartes-
koordinatak alkalmazasa rendkiviil fontos. Az épitészeti tervek, a statikai szamitdsok és a

szerkezetek elemzése mind a Descartes-koordinatakra épiil.

4. Csillagészat: A csillagaszatban a Descartes-koordinatak segitségével hatarozzak meg a
csillagok helyzetét és mozgasat az égbolton. A csillagészati tavcsovek iranyitasa és a

csillagdszati megfigyelések tervezése is a Descartes-koordinatakra épiil.

5. Széamitastechnika: A Descartes-koordinatdk az informatikaban is széles korben
alkalmazottak. Az adatok, képek ¢és grafikonok tarolasa és abrazolasa, valamint az algoritmusok

¢s programok fejlesztése és optimalizalasa mind a Descartes-koordinatakra épiil.

6. Uzleti tervezés: A Descartes-koordinatdk a pénziigyi tervezésben is alkalmazhatoak,
példaul a kockézatok értékelése és a befektetési portfoliok diverzifikacioja soran. Az iizleti

folyamatok és adatok elemzése és abrazolasa is a Descartes-koordinatakra épiil.

Az alkalmazési skala nagyon nagy. Azért is fontos a megfeleld ismerete a Descartes-

koordinata rendszernek.



Osszefoglalé

A diplomamunkdm téméja a Descartes-féle koordinatdk alkalmazasa a sikon. Az elsd
részben részletesen bemutattam a Descartes-féle koordindtarendszert és az alapfogalmakat,
amelyeket ismerni kell ahhoz, hogy hatékonyan tudjuk alkalmazni a koordinatak rendszerét.
Azutan a pontok abrazolasat, a tavolsag- és felezovonalak képleteit, valamint az egyenesek

egyenleteinek dbrazoldsat mutattam be.

Ezen talmenden, a masodik részben a Descartes koordinatak alkalmazasait ismertettem. A
koordinatak rendszerének alkalmazasa altal lehetdvé valik az egyenesek, pontok €s alakzatok
helyzetének hatékonyabb meghatdrozasa. Példaul a Descartes koordinatdk rendszerét
alkalmazzuk a geometridban és a matematikdban, de a fizikdban és a mérnoki teriileteken is

hasznos lehet.

A diplomamunka harmadik részében pedig bemutattam néhany alternativ koordinéta
rendszert is, amelyek hasonloak a Descartes-féle koordinatarendszerhez, de eltérd felépitéssel
rendelkeznek. Ez azért fontos, mert az alternativ koordinata rendszerek szintén hasznosak
lehetnek bizonyos teriileteken, és a megértésiikhoz sziikséges alapfogalmak hasonléak a

Descartes-féle koordinatakhoz.

Osszességében a diplomamunka célja az volt, hogy bemutassa a Descartes-féle koordinatak
rendszerét ¢s azok alkalmazasait a sikon. Remélem, hogy ez a munka hozzajarul az olvasok
megértésé¢hez ¢és segiti Oket abban, hogy hatékonyabban tudjdk alkalmazni a koordinéatdk

rendszerét a mindennapi életben és a kiilonb6z6 tudomanyagakban.
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Pe3rome

Tema MO€1 TUIUIOMHOT poOOTH - 3aCTOCYBaHHS JEKAapTOBHX KOOPIMHAT Ha IUIOMIMHI. Y
NepUIiil YacTuHi s eTaabHO MPEACTaBUB CHCTEMY KoopauHat JlekapTa Ta OCHOBHI MOHATTS,
SKI HEOOXIHO 3HaTH, MO0 MaTH MOXXIHUBICTh €()EKTUBHO BHUKOPUCTOBYBATH CHUCTEMY
koopauHat. [loTiM s HaBIB TPEACTABICHHS TOYOK, (HOPMYJIW BIJICTaHI Ta CEPEAMHHOTO

NEPpNCHAUKYIIAPA, a TAKOXK MPCACTABICHHA piBH}IHB MmpsaMuUx.

Kpim Toro, y napyrii dYacTwHi S TOSCHHB 3aCTOCYBaHHS JCKapTOBUX KOOPIWHAT.
BukopucToByroun cucTeMy KOOPIMHAT, CTAa€ MOXIIMBUM OUThII €()EKTUBHO BH3HAUYATH
MOJIOKEHHS  JIHIA, Touok 1 ¢iryp. Hampuxiaa, pekapToBa cucTeMa KOOpIMHAT

BUKOPHUCTOBYETHCS B MaTEMATHIII, ajie BOHA TAKOXX MOKe OyTH KOPUCHOIO y (i3MIll Ta TEXHIII.

VY Tpertiif YacTHHI AUILTOMHOI POOOTH S TAKOK MPEJICTABHUB JICSIKI AIbTEPHATUBHI CHCTEMH
KOOpJMHAT, SIKi CXOX1 Ha cucTeMy KoopauHar JlekapTa, ane MaroTh iHIIy cTpyKtypy. Lle
Ba)XXJIUBO, OCKUIBKHM aJIbTEPHATHBHI CUCTEMHM KOOPAHMHAT TaKOXX MOXYTh OyTH KOPUCHHMH B
MeBHUX 00JIACTSAX, a OCHOBHI MOHATTS, HEOOX1IHI JUTs X PO3YMIHHS, MOAIOH] 10 TEKApPTOBHX

KOOPJMHAT.

3aranoM, METOI0 ITUIUIOMHOI poOOTH OyJI0 MPEACTABUTH CUCTEMY JEKAPTOBUX KOOPAMHAT
Ta iX 3aCTOCYBaHHS Ha IUIOIMIKHI. S crioziBatocs, IO 1 poOOoTa CIPUATUME PO3YMIHHIO YUTAYIB
1 ToroMoke M O1TbIIT €PEeKTUBHO 3aCTOCOBYBATH CUCTEMY KOOPJIMHAT Y MOBCAKICHHOMY JKUTTI

Ta B PI3HUX ITUCHUTLIIHAX.
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