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KUCSINKA KATALIN' — PALINSZKY ALEXANDRA®

Exponencialis Orlicz folyamatok modellezése L,(Q) tér feletti
normaval

Modelling of exponential Orlicz processes with L,(2) norm

MopenoBaHHA €KCIOHEHIiaJIbHUX OPJIiY0BHUX MpoLeciB B HOpMAaX
npoctopis L,(Q)

I. Rakoczi Ferenc Karpataljai Magyar Féiskola, Matematika és
Informatika tanszék. / kanmupar ¢i3.-mMaT. Hayk, 3aKapraTChbKHi
yropcekuit iHCTUTYT iM. @epernna Pakomi II, Kadenpa matemaruku ta
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> II. Rékoczi Ferenc Karpataljai Magyar Féiskola, Matematika és
Informatika tanszék, hallgatd. / ctynentka, 3akapmnarchbKuidl yropchbKuid
iHctuTyT iM. @epenna Pakomi II, Kadenpa warematuku Ta
iHpopmatuku. / student, Ferenc Rékoczi II Transcarpathian Hungarian
College of Higher Education. E-mail: palinszky.alexandra@kmf.org.ua

Abstract

In the paper, models are built that approximate random processes from
exponential Orilcz spaces with given reliability and accuracy in the
norms of L,(€) spaces. The trajectory of one specific process from
exponential Orlicz spaces is also was built. The Matlab program was
used for the construction of the model.

Keywords: stochastic precesses, modell, Orlicz space

Reziimé

A kutatds soran meglakottuk, az exponencialis Orlicz folyamatok
modelljét, mely adott megbizhatosaggal ¢€s wvaliditassal kozeliti a
vizsgalt véletlen fliggvényt az L,(Q) tér normdja szerint. Egy konkért,
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exponencialis Orlicz folyamat trajektoriajat is megadtuk. A
modellezéshez a Matlab program csomagot hasznaltuk.
Kulcsszavak: sztochasztikus folyamatok, modellezés, Orlicz tér.

Pe3rome

B po6oti mobymoBaHi Moieni, 0 aNpPOKCUMYIOTh BUIAIKOBI TPOIECH
3 eKCHOHEHIATbHUX MpocTopiB Opinyua 3 3a/aHOK0 HAMIWHICTIO Ta
TOYHIYCTIO B HOpMax mpoctopiB Lp(€2). Takox momyBaHa TpaeKTopis
OJTHOT'0 KOHKPETHOTO IMPOIIECy 3 EKCIOHEHIIAIbHUX MpocTopiB Opitiva.
Mopens moOyaoBaHa 3 BAKOPUCTAHHAM mporpamu Matlab.

KarouoBi ciioBa: BUMakoBuii Mporec, MOJICIIFOBaHHS, IIPOCTOPH
Opuriua

Bevezetés

A sztochasztikus folyamatok, olyan folyamatok, amelyeket
részben, vagy egészében valdszinliségi valtozok jellemeznek. Ezek a
véletlenszerli folyamatok a modellezés teriiletén nagyon fontos
eszk6zok, ugyanis ezen folyamatok segitségével leirjuk, illetve
kozeliteni tudjuk a véletlen jelenségeket. Az emlitett eszkoz szdmos
tudoményban van jelen, tobbek kozott az informatikdban, a
gazdasagtanban, a természettudomanyokban és mas tudomanyokban is.

A sztochasztikus sorokkal, azok kutatasaval és modellezésével
szamos matematikus foglalkozott. Jelentds eredményeket értek el
Kozacsenko J.V. ¢és tanitvanyai. Az [1] monografia olvasdsa
megismerkedhetiink a sztochasztikus Orlicz terek és folyamatok
fogalmaval ¢és tulajdonsdgaival, a [3] munka betekintést nyujt a sorba
fejtehetd valoszintiségi valtozok modellezésének elméletébe.

A munkak els6 részében a sztochasztikus Orlicz terek alapfogalmait
mutatjuk be, a masodik részben kitériink az exponencialis Orlicz terek
tulajdonsagaira is. A harmadik fejezet a modell alkotasrol és annak
folyamatarol szol.

Limes — 2023/IX. évfolyam, ISSN 2411-4081
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1. Az Orlicz-féle sztochasztikus folyamatok

1.1. Definici6. Legyen (€, F, P) egy valosziniiségi mez6. A £&: Q1 — R
leképezést valoszinliségi valtozoénak nevezziik, ha barmely rogzitett
x € R esetén {w: é(w) < x} €F.

1.1. Példa: [2] a kovetkez6 fliggvények C-fliggvények
1.Ux)=alx|x€R,a>0, a =>1;
2.U(x) = b(exp{a-|x|*}—1),x€ R,b>0,a>0, a = 1;

3. U(x) = b(exp{p(x)} —1),x e R,c >0, p(x),x €R tetszbleges
C-fiiggvény;

1.2. Definicié. Az U(x) C-fiiggvény altal generdlt sztochasztikus
Ly (Q) Orlicz térnek nevezzik a {(w) = & sztochasztikus események
olyan terét, melyben minden ¢ € Ly(Q) esetére Iétezik 1¢, melyre
teljesiil EU <i> < oo,

re
1.3. Definicio. Az X(t) = {X(t),t € T}, sztochasztikus folyamat az

Ly (Q) Orlicz tér f616tt, ha minden t € T esetére X (t) véletlen esemény
Ly (Q) folétt.

1.4. Definicio. Az Ly(Q) Orlicz teret H-térnek nevezziik, ha 1étezik
D >0, ahol a &,k =1,00 centralt valosziniségi valtozok Orlicz
csaladja és teljesiil a kovetkezd egyenldtlenség:

N 2 N
2
Yl =p )l
U
k=1 k=1

Ly
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1.1. Tétel. [2] Legyen L;(Q) H-tér, & — valdsziniiségi valtozok,
E& = 0,&, € Ly (Q) olyanok, hogy 1étezik R szam, amelyre teljestil az
egyenlétlenség: ||&x||Z, < R - E&;. Ha X (t) — véletlen folyamat, akkor
felirhato a kovetkez6 alakban: X (t) = Y1721 Ex @i (1), ahol ez az Gsszeg
négyzetes kozépben konvergal t € T, X (t) — szigorian Orlicz folyamat,

VDR meghatarozott allando.

1.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy az Xy (t) = Y¥=; @k (b) az X(t)

folyamat modellje € pontossaggal és 1 — § megbizhatosaggal kozeliti

az X(t)-t, ha teljesiil a kovetkezo:
P{|1X(t) — Xy@®I| > €} < 5.

1.2. Tétel. [2] Ha taldlunk egy Wy, (§) fiiggvényt, melyre P{||E(t) —
Eu(®)]] > 6} < Wy (6), ahol Wy (6) < a, akkor megvan a keresett
modell felsé 6sszeg hatara.

1.6. Definicio. Az u(x) = xP - C - figgvény altal generalt Orlicz teret
L, (Q) Orlicz térnek nevezziik.

A norma jeldlése: || - ||,

Megjegyzés. Az L,(Q),p=1 az u(x) = |x|P C-fliggvény Altal
1

generalt Orlicz tér, |IEI|U = |IEI|P = |E|&P||».

1.1. Lemma. [1] Legyen ¢ € Ly (£). Akkor tetszdleges € > 0 esetére

teljesiil a kovetkezd egyenldtlenség: P{|| > ¢ < (u( d )) , ahol

€1,
111y > 0.
Nevezzik az Xy(t) = YN_, & fi(t) modellt az X(t) folyamat
modelljének.

1.7. Definicio. Azt mondjuk, hogy az Xy(t) megkozeliti az X(t)
folyamatot megadott megbizhatosdggal és pontossiggal az L,(0; T)
tértben, ha  megadott &€>0 (pontossag) €s 6> 0
(1 — & - megbizhatosag) teljesiil a kovetkezd egyenlétlenség:
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1

T »
j (f |X(t)—XN(t)|pdt> >et <6
0

1.3. Tétel. [3] Legyen (T,¢,u) — mérheté tér, & (k =1,2,00) —
centralt, fliggetlen valoszinliségi valtozok az olyan Ly () Orlicz térrel,
hogy Ly, (Q) H-tér a D éallandoval. Ha a kdvetkezd sor:

o 2
2 p
k§=1||a-||,,p ( J |fk(t)|pdu(t))

konvergens, akkor az X)) =Y fri(®),teT sor
sztochasztikusan konvergens. Ebben az esetben tetszdleges € > 0 és
tetszéleges m € N esetén teljesiil az alabbi egyenldtlenség:

p <]T ankfk(t)

-1
&P
<l|lu

2 2
D32 &l - ([ 1 fi (D P ()P /

1

p P
d,u(t)) > €

2. Exponencialis Orlicz-terek

2.1. Definicié. Legyen Y (x) egy olyan C-fiiggvény, amelyre teljesiil:

tim, . 29 _ g
X
lim —¢(x)—m
x—0 x -
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Ekkor az U(x) = exp{¥(x)} — 1, ahol Vx € R fliggvény altal generalt
teret exponencialis Orlicz térnek nevezziik.

Az exponencialis Orlicz tér jelolése: Exp,(€1) €s a tér norméja || - || Ey-

Az exponencidlis tipust Orlicz terekhez tartozé sztochasztikus valtozok
kezd6értékei tetszolegesek, ezért a kovetkezét kapjuk: Exp,(Q)

Lp(Q) barmilyen & € Exp,, (1) esetén.

Jelslje Expl’(Q) = {§ € Exp,(Q): E€ = 0},

Megkoveteljiik, hogy az Expé,o) (Q) Banach altér legyen az Exp,, (£2)
térben a || - ||y normaval. Ha csak a centrélt valosziniiségi valtozokat

vessziik figyelembe, akkor kdnnyen meghatarozhatunk olyan normaékat,
amelyek egyenértékiiek lesznek a luxemburgi normékkal.

Legyen a y egy Gauss eloszlasi valosziniiségi valtozé a (0,62)
paraméterekkel. Ez a véletlenszerti valtozé hozzatartozik az Ly (L)
Orlicz térhez, ahol U(x) = exp{x?} —1 és ennek a véletlenszerii
valtozonak a normaja egyenld C|| - ||, .

Megvizsgalom egy mar ismert folyamat modelljét, a Karhunen-Loeve
modellt.

Legyen X = {x(t),t € [0,T]} - véletlen folyamat, olyan, hogy
EX(t) = 0, EX?(t) < oo,
t€[0,T], EX(t)X(S) = R(t,s) - kovariacios fiiggvénye ennek a
modellnek. Tekintsiik az egyenlet integraljat:

pt)=121 fo R(t,s)p(s)ds.

Legyen Ai, k € N - sajat értékek, a ¢ (t) - normalt sajat fiiggvényei az
adott egyenletnek, tehat | OT @Z(t)dt = 1. Ismert, hogy 4, > 0 minden

k € N, akkor az X(t) wvéletlen folyamatot a kovetkez alakban
abarzoljuk:
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Ky
XM = Y == (0, (1)

ahol &, - centralt valosziniiségi valtozok, olyanok, hogy E& & = 8y,
ahol a &y; - A Kronecker szimbolum. Az (1) sor négyzetes kdzépben
konvergal. Tegyiik fel, hogy az (1) példdban a &, valdszinliségi
valtozok fliggetlenek az Orlicz tértdl Ly(Q) és az Ly(Q) tér
rendelkezik H - tulajdonsaggal és D allandoval. [3]

3. Exponencialis Orlicz folyamatok modellezése

3.1. Tétel. Legyen (T,q,u) mérheté tér, &, centralt, fliggetlen
valdszinliségi valtozok,
$k € Expy (Q),¥() - Orlicz fuggvény.

Vizsgaljuk az X(t) = X1k fre) sztochasztikus folyamatot, melyre
teljesiilnek a 3. Tétel feltételei. Az Xy = Li=1xfue) €
pontossaggal és 1 — § megbizhatosaggal kozeliti az X (t) folyamatot,
(az Lp tér normaja szerint), ha teljestil:

2

> sl ( | |fk(t>|‘°du(t)) < -

k=N+1 DD <ln (6_}—1)>
Bizonyitas. Mivel & € Expy)() ezért tudjuk, hogy u(x) =
exp(P(x)) — 1, ahol Y(x) — C fuggvény.

Mivel teljesiilnek a 3. Tétel feltételei, ezért igaz a tétel allitdsa is.
Jeloljiik:

P

gP

=A
2
D+ 37wl el - (Jelfico] ()"

A modell definicioja és a 3. Tétel allitasa miatt
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(e¥@—-1)" <6

< e¥@W 1

S| -

1
YA > _ 41
¢ )

[N

P(A) = In (— + 1)
A=yt (ln (— + 1))
i >y (in(3+1)

>

S

&

2
D i waallidl; - (Silfico] “an(®)”

o0 2
> ||zk||jp.<fT |fk(t)|Pdu(t)>PS — ))

k=N+1 D-y~1 (ln (3 +1

Ezzel a tételt bebizonyitottuk. m

3.1. Kovetkezmény. Legyen (T, @, u) mérhetd tér, &, € Expig) Q).
Vizsgaljuk az
X(t) = Y=g &k fi (t) sztochasztikus folyamatot, melyre teljesiilnek az
1. tétel feltételei. Az Xy(t) = XN_1 &xfi(t) € pontossiggal és 1 — &
megbizhatosaggal kozeliti az X (t) folyamatot, ha teljesiil:

P

e 2
> 5l Ihoran )’ < )

k=N+1 D- “nd—}-l

Bizonyitas. A tétel bizonyitasa az el6zd tétel allitasabol kovetkezik,
ugyanis ez egy részesete, amikor ¥ (x) = x2, ugyanis ekkor =1 = v/x.
Ezt visszahelyettesitve az eldzé tétel allitasaba, kapjuk a (*)
egyenldséget. m
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l1€ll;,,

3.2. Kovetkezmény. Legyen adott a Y-, < oo - konvergens

SOr. Ha teljesiil a kovetkezd feltétel:

ZIOCO=N+1||€k||2 (fT|fk(t)|P dﬂ(t))F < D_g—Pl)) akkor az Xy(t) =

P 1(ln(m

NS @ (t) modell kozeliti az X (t) véletlen folyamatot az L,(0,T)

Sk
=17,
térben, megadott € pontossaggal és 1 — § megbizhatosaggal.
3.1. Példa. Legyen X = {x(t), t € [0; ]} sztochasztikus folyamat az
Expfcg) (Q) Orlicz tér folott, &, egyenletes eloszlasi valdszinliségi

valtozé a [—1; 1] intervallumon. Ekkor vizsgaljuk a P = 2 esetet.
Ekkor a (*) egyenldség az alabbi modon néz ki:

- &
D e’ 1<
1

K=+ D |in(5+1)

2

Az Xy(t) = Zﬁzli—i - frr(t) modell az X(t) sztochasztikus folyamatot

€ pontossaggal és 1 — 3§ megbizhatoésaggal kozeliti, ha teljesiil a

ahol

2

. ) , w &l £
kovetkez6 feltétel: _ <
2k—N+1 Ak D. \/@
S+1
0
& € Exp9(Q).

Mivel u(x) = exp{x?} — 1, ezért a norma: ||<ka|2 AE a(t), ahol a

3
V3
o(t) = 5

gl = 22,03

el = 2= 2

2\/35: 1<£2-\/§

9 =D
k=N+1

Ha X(t) € Exp(o) (), 0 <t <1, akkor igaz, hogy:

x2
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EX(t) =

t-(1—s),hat<s
EX(DX(S) = {s (1—t),hat=s

Ekkor a Karhunen-Loeve folyamat a kovetkezé: Y.p-; & n—lk 2

sinmkt, vagyis akkor
Ak = 7T2k2.
Ebben az esetben felirhatd, hogy Xy (t) = Y=, Sk \/— 2sinmkt modell az

X)) =X k=1i—’;\/— sinmkt sztochasztikus folyamatot € pontossaggal ¢és
1 — 6 megbizhatdsaggal kozeliti, ha

_n k
k=N+1 k=N+1' -
1 1 1 1
<— E T r I a2 E — =)=
m? k -1 n? ( ) m2-N
\/_ 1 D-2V6
Tehat — —n < Ebbol kovetkezik, hogy N > 225 Tehat,

hae = 0,01, 0= 0,01, akkor a:

16546 £
Z —k\/isinnkt
£ k

kozelitést alkalmazhatjuk.

A Matlab programcsomag segitségével létrehozzuk a fenti modellt.
Ahhoz, hogy a modellt elkészitsiik, a kdvetkezd programkodot kell
alkalmazni:

L = pi;
t =[0:0.1/L:pi];
x = zeros(1,numel(t));

kszi = unifrnd(—1,1,[16546,1)])
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for k = 1:16546
x = x + kszi(k) * (2°°) * sin(pi = k = t) /(pi * k)
end;
plot(t,x)
A folyamat modellje az alabbi abran lathato:

0.6 T T T T T

04 + | \‘".I ’,v" \ \‘ 't.y' 74\ 4

/ 1
| | \
o2k I Y A / | %

1. abra: A folyamat modellje
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