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Modelling of exponential Orlicz processes with Lp(Ω)  norm 
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Abstract 

In the paper, models are built that approximate random processes from 

exponential Orilcz spaces with given reliability and accuracy in the 

norms of Lp(Ω) spaces. The trajectory of one specific process from 

exponential Orlicz spaces is also was built. The Matlab program was 

used for the construction of the model. 

Keywords: stochastic precesses, modell, Orlicz space 

Rezümé 

A kutatás során meglakottuk, az exponenciális Orlicz folyamatok 
modelljét, mely adott megbízhatósággal és validitással közelíti a 
vizsgált véletlen függvényt az Lp(Ω) tér normája szerint. Egy konkért, 

mailto:kucsinka.katalin@kmf.org.ua
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exponenciális Orlicz folyamat trajektóriáját is megadtuk. A 

modellezéshez a Matlab program csomagot használtuk. 
Kulcsszavak: sztochasztikus folyamatok, modellezés, Orlicz tér. 

Резюме 

В роботі побудовані моделі, що апроксимують випадкові процеси 
з експоненціальних просторів Орілча з заданою надійністю  та 
точнічстю в нормах просторів Lp(Ω). Також подувана траєкторія 
одного конкретного процесу з експоненціальних просторів Орліча. 
Модель побудована з використанням програми Matlab. 
Ключові слова: випадковий процес, моделювання, простори 
Орліча 

 

 

Bevezetés 

A sztochasztikus folyamatok, olyan folyamatok, amelyeket 

részben, vagy egészében valószínűségi változók jellemeznek. Ezek a 
véletlenszerű folyamatok a modellezés területén nagyon fontos 

eszközök, ugyanis ezen folyamatok segítségével leírjuk, illetve 
közelíteni tudjuk a véletlen jelenségeket. Az említett eszköz számos 
tudományban van jelen, többek között az informatikában, a 
gazdaságtanban, a természettudományokban és más tudományokban is.  

A sztochasztikus sorokkal, azok kutatásával és modellezésével 
számos matematikus foglalkozott. Jelentős eredményeket értek el 
Kozacsenko J.V. és tanítványai. Az [1] monográfia olvasása 
megismerkedhetünk a sztochasztikus Orlicz terek és folyamatok 
fogalmával és tulajdonságaival, a [3] munka betekintést nyújt a sorba 
fejtehető valószínűségi változók modellezésének elméletébe. 

A munkák első részében a sztochasztikus Orlicz terek alapfogalmait 
mutatjuk be, a második részben kitérünk az exponenciális Orlicz terek 

tulajdonságaira is. A harmadik fejezet a modell alkotásról és annak 
folyamatáról szól. 

 



85 

A II. Rákóczi Ferenc Kárpátaljai Magyar Főiskola tudományos évkönyve 

1. Az Orlicz-féle sztochasztikus folyamatok 

1.1. Definíció. Legyen (Ω, 𝐹, 𝑃) egy valószínűségi mező. A 𝜉: Ω →  ℝ 

leképezést valószínűségi változónak nevezzük, ha bármely rögzített 𝑥 ∈ ℝ  esetén {𝜔: 𝜉(𝜔) <  𝑥} ∈ 𝐹. 

1.1. Példa: [2] a következő függvények 𝐶-függvények  

1. 𝑈(𝑥) = 𝑎|𝑥|𝛼, 𝑥 ∈ ℝ, 𝑎 > 0, 𝛼 ≥ 1; 

2. 𝑈(𝑥) =  𝑏(𝑒𝑥𝑝{𝑎 ⋅ |𝑥|𝛼} − 1), 𝑥 ∈ ℝ, 𝑏 > 0, 𝑎 > 0, 𝛼 ≥  1; 

3. 𝑈(𝑥) =  𝑏(𝑒𝑥𝑝{𝜑(𝑥)} − 1), 𝑥 ∈ ℝ, 𝑐 > 0, 𝜑(𝑥), 𝑥 ∈ ℝ tetszőleges 𝐶-függvény;  

1.2. Definíció. Az 𝑈(𝑥) 𝐶-függvény által generált sztochasztikus 𝐿𝑈(Ω) Orlicz térnek nevezzük a 𝜉(𝜔)  = 𝜉 sztochasztikus események 

olyan terét, melyben minden 𝜉 ∈ 𝐿𝑈(Ω) esetére létezik 𝑟𝜉, melyre 

teljesül 𝐸𝑈 ( 𝜉𝑟𝜉)  < ∞. 

1.3. Definíció. Az 𝑋(𝑡) = {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈  𝑇}, sztochasztikus folyamat az 𝐿𝑈(Ω) Orlicz tér fölött, ha minden 𝑡 ∈  𝑇 esetére 𝑋(𝑡) véletlen esemény 𝐿𝑈(Ω) fölött. 

1.4. Definíció. Az 𝐿𝑈(Ω) Orlicz teret 𝐻-térnek nevezzük, ha létezik 𝐷 > 0, ahol a 𝜉𝑘, 𝑘 = 1,∞̅̅ ̅̅ ̅̅  centrált valószínűségi változók Orlicz 
családja és teljesül a következő egyenlőtlenség: 

||∑𝜉𝑘𝑁
𝑘=1 ||𝐿𝑈

2 ≤ 𝐷∑||𝜉𝑘||𝐿𝑈2𝑁
𝑘=1  
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1.1. Tétel. [2] Legyen 𝐿𝑈(Ω) 𝐻-tér, 𝜉𝑘 – valószínűségi változók, 𝐸𝜉𝑘 = 0, 𝜉𝑘 ∈ 𝐿𝑈(Ω) olyanok, hogy létezik 𝑅 szám, amelyre teljesül az 
egyenlőtlenség: ||𝜉𝑘||𝐿𝑈2 ≤ 𝑅 ⋅ 𝐸𝜉𝑘2. Ha 𝑋(𝑡) – véletlen folyamat, akkor 
felírható a következő alakban: 𝑋(𝑡) = ∑ 𝜉𝑘𝜑𝑘(𝑡)∞𝑘=1 , ahol ez az összeg 
négyzetes középben konvergál 𝑡 ∈ 𝑇, 𝑋(𝑡) – szigorúan Orlicz folyamat, √𝐷𝑅 meghatározott állandó. 

1.5. Definíció. Azt mondjuk, hogy az 𝑋𝑁(𝑡)  = ∑ 𝜉𝑘𝜑𝑘(𝑡)𝑁𝑘=1  az 𝑋(𝑡) 
folyamat modellje 𝜖 pontossággal és 1 − 𝛿 megbízhatósággal közelíti 
az 𝑋(𝑡)-t, ha teljesül a következő:  𝑃{||𝑋(𝑡) − 𝑋𝑁(𝑡)|| > 𝜖} < 𝛿. 
1.2. Tétel. [2] Ha találunk egy 𝑊𝑀(𝛿) függvényt, melyre 𝑃{||𝜉(𝑡)  −𝜉𝑀(𝑡)|| > 𝛿} < 𝑊𝑀(𝛿), ahol 𝑊𝑀(𝛿)  < 𝛼, akkor megvan a keresett 

modell felső összeg határa. 

1.6. Definíció. Az 𝑢(𝑥)  =  𝑥𝑝 - 𝐶 - függvény által generált Orlicz teret 𝐿𝑝(Ω) Orlicz térnek nevezzük. 

A norma jelölése: || ⋅ ||𝐿𝑃 .   
Megjegyzés. Az 𝐿𝑝(Ω), 𝑝 ≥ 1 az 𝑢(𝑥) = |𝑥|𝑝 𝐶-függvény által 

generált Orlicz tér, ||𝜉||𝑈 = ||𝜉||𝑃 = |𝐸|𝜉𝑝||1𝑝. 
1.1. Lemma. [1] Legyen 𝜉 ∈ 𝐿𝑈(Ω). Akkor tetszőleges 𝜀 > 0 esetére 

teljesül a következő egyenlőtlenség: 𝑃{|𝜉| > 𝜀 ≤ (𝑢 ( 𝜉||𝜉||𝑈))−1, ahol ||𝜉||𝑈 >  0. 

Nevezzük az 𝑋𝑁(𝑡)  =  ∑ 𝜉𝑘𝑓𝑘(𝑡)𝑁𝑘=1  modellt az 𝑋(𝑡) folyamat 

modelljének. 

1.7. Definíció. Azt mondjuk, hogy az 𝑋𝑁(𝑡) megközelíti az 𝑋(𝑡) 
folyamatot megadott megbízhatósággal és pontossággal az 𝐿𝑝(0;  𝑇) 
térben, ha megadott 𝜀 > 0 (pontosság) és 𝛿 >  0  
(1 − 𝛿 - megbízhatóság) teljesül a következő egyenlőtlenség: 
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𝑃 {(∫ |𝑋(𝑡) − 𝑋𝑁(𝑡)|𝑝𝑑𝑡 𝑇
0 )1𝑝 > 𝜀} ≤ 𝛿 

1.3. Tétel. [3] Legyen (𝑇, 𝜑, 𝜇) – mérhető tér, 𝜉𝑘 (𝑘 = 1,2,∞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) – 

centrált, független valószínűségi változók az olyan 𝐿𝑈(Ω) Orlicz térrel, 
hogy 𝐿𝑈𝑝(Ω) 𝐻-tér a 𝐷 állandóval. Ha a következő sor:  

∑||𝜉𝑖||𝑈𝑝2∞
𝑘=1 (∫|𝑓𝑘(𝑡)|𝑝𝑑𝜇(𝑡)𝑇 )𝟐𝒑 

konvergens, akkor az 𝑋(𝑡) = ∑ 𝜉𝑘 ⋅ 𝑓𝑘(𝑡)∞𝑘=1 , 𝑡 ∈ 𝑇 sor 

sztochasztikusan konvergens. Ebben az esetben tetszőleges 𝜀 > 0 és 
tetszőleges 𝑚 ∈ ℕ esetén teljesül az alábbi egyenlőtlenség: 

𝑃 {(∫ |∑ 𝜉𝑘𝑓𝑘(𝑡)∞
𝑘=𝑚 |𝑝 𝑑𝜇(𝑡)𝑇 )1𝑝 > 𝜀}

≤ ( 
 𝑢( 𝜀𝑝𝐷 ⋅ ∑ ||𝜉𝑘||2 ⋅ 𝑢𝑝(∫ |𝑓𝑘(𝑡)|𝑝𝑑𝜇(𝑡)𝑇 )2𝑝∞𝑘=𝑚 )) 

 −1
 

 

 

2. Exponenciális Orlicz-terek 

2.1. Definíció. Legyen 𝜓(𝑥) egy olyan 𝐶-függvény, amelyre teljesül:  𝑙𝑖𝑚𝑥→∞𝜓(𝑥)𝑥 = 0  
𝑙𝑖𝑚𝑥→0𝜓(𝑥)𝑥 = ∞ 
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Ekkor az 𝑈(𝑥) = 𝑒𝑥𝑝{Ψ(𝑥)} − 1, ahol ∀𝑥 ∈  ℝ függvény által generált 
teret exponenciális Orlicz térnek nevezzük. 

Az exponenciális Orlicz tér jelölése: 𝐸𝑥𝑝𝜑(Ω) és a tér normája || ⋅ ||𝐸𝜑. 

Az exponenciális típusú Orlicz terekhez tartozó sztochasztikus változók 
kezdőértékei tetszőlegesek, ezért a következőt kapjuk: 𝐸𝑥𝑝𝜑(Ω) ⊂ 𝐿𝑃(Ω) bármilyen 𝜉 ∈ 𝐸𝑥𝑝𝜑(Ω) esetén.  

Jelölje 𝐸𝑥𝑝𝜑(0)(Ω)  =  {𝜉 ∈ 𝐸𝑥𝑝𝜑(Ω): 𝐸𝜉 = 0}. 
Megköveteljük, hogy az 𝐸𝑥𝑝𝜑(0)(Ω) Banach altér legyen az 𝐸𝑥𝑝𝜑(Ω) 
térben a || ⋅ ||𝑈 normával. Ha csak a centrált valószínűségi változókat 

vesszük figyelembe, akkor könnyen meghatározhatunk olyan normákat, 
amelyek egyenértékűek lesznek a luxemburgi normákkal.  

Legyen a 𝛾 egy Gauss eloszlású valószínűségi változó a (0, 𝛿2) 
paraméterekkel. Ez a véletlenszerű változó hozzátartozik az 𝐿𝑈(Ω) 
Orlicz térhez, ahol 𝑈(𝑥) = 𝑒𝑥𝑝{𝑥2} − 1 és ennek a véletlenszerű 
változónak a normája egyenlő 𝐶|| ⋅ ||𝐿2. 
Megvizsgálom egy már ismert folyamat modelljét, a Karhunen-Loeve 

modellt. 

Legyen 𝑋 =  {𝑥(𝑡), 𝑡 ∈  [0, 𝑇]} - véletlen folyamat, olyan, hogy 𝐸𝑋(𝑡)  =  0, 𝐸𝑋2(𝑡)  < ∞,  𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝐸𝑋(𝑡)𝑋(𝑆)  =  𝑅(𝑡, 𝑠) - kovariációs függvénye ennek a 
modellnek. Tekintsük az egyenlet integrálját:  

𝜑(𝑡) = 𝜆 ∫ 𝑅(𝑡, 𝑠)𝜑(𝑠)𝑑𝑠𝑇
0 . 

Legyen 𝜆𝑘, 𝑘 ∈  ℕ - saját értékek, a 𝜑𝑘(𝑡) - normált saját függvényei az 

adott egyenletnek, tehát ∫ 𝜑𝑘2(𝑡)𝑑𝑡 = 1𝑇0 . Ismert, hogy 𝜆𝑘 > 0 minden 𝑘 ∈  ℕ, akkor az 𝑋(𝑡) véletlen folyamatot a következő alakban 
ábárzoljuk:  
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X(t) = ∑ 𝜉𝑘√λk∞
𝑘=1 φk(t),   (1) 

ahol 𝜉𝑘 - centrált valószínűségi változók, olyanok, hogy 𝐸𝜉𝑘𝜉𝑙 = 𝛿𝑘𝑙, 
ahol a 𝛿𝑘𝑙 - A Kronecker szimbólum. Az (1) sor négyzetes középben 
konvergál. Tegyük fel, hogy az (1) példában a 𝜉𝑘 valószínűségi 
változók függetlenek az Orlicz tértől 𝐿𝑈(Ω) és az 𝐿𝑈(Ω) tér 
rendelkezik 𝐻 - tulajdonsággal és 𝐷 állandóval. [3] 

 

3. Exponenciális Orlicz folyamatok modellezése 

3.1. Tétel. Legyen (𝑇, 𝜑, 𝜇) mérhető tér, 𝜉𝑘 centrált, független 
valószínűségi változók,  𝜉𝑘  ∈  𝐸𝑥𝑝𝜓 (Ω), 𝜓() - Orlicz függvény. 

Vizsgáljuk az 𝑋(𝑡) =  ∑ 𝜉𝑘 𝑓𝑘(𝑡)∞𝑘=1  sztochasztikus folyamatot, melyre 

teljesülnek a 3. Tétel feltételei. Az 𝑋𝑁(𝑡) =  ∑ 𝜉𝑘𝑓𝑘(𝑡)𝑁𝑘=1  𝜀 
pontossággal és 1 − 𝛿 megbízhatósággal közelíti az 𝑋(𝑡) folyamatot, 

(az 𝐿𝑃 tér normája szerint), ha teljesül: 

∑ ||ξk||2 (∫|fk(t)|Pdμ(t)T )2𝑃 ≤ εPD ⋅ ψ(−1) (ln ( 1𝛿 + 1)) 
∞

𝑘=𝑁+1  

Bizonyítás. Mivel 𝜉𝑘 ∈  𝐸𝑥𝑝𝜓(𝑥)(Ω) ezért tudjuk, hogy 𝑢(𝑥) =𝑒𝑥𝑝(𝜓(𝑥)) − 1, ahol 𝜓(𝑥) – 𝐶 függvény. 

Mivel teljesülnek a 3. Tétel feltételei, ezért igaz a tétel állítása is. 
Jelöljük:  𝜀𝑃D ⋅  ∑ ||ξk||𝐿𝑃2∞𝑘=𝑁+1 ⋅ (∫ |fk(t)|Pdμ(t)T )2𝑃 = 𝐴 

A modell definíciója és a 3. Tétel állítása miatt 



90 

Limes – 2023/IX. évfolyam, ISSN 2411-4081 

(𝑒𝜓(𝐴) − 1)−1 ≤ 𝛿 1𝛿 ≤  𝑒𝜓(𝐴) − 1 

𝑒𝜓(𝐴) ≥ 1𝛿 + 1 

𝜓(𝐴) ≥  𝑙𝑛 (1𝛿 + 1) 𝐴 ≥ 𝜓−1 (𝑙𝑛 (1𝛿 + 1)) 𝜀𝑃D ⋅  ∑ ||ξk||𝐿𝑃2∞𝑘=𝑁+1 ⋅ (∫ |fk(t)|Pdμ(t)T )2𝑃 ≥ 𝜓−1 (𝑙𝑛 (1𝛿 + 1)) 

∑ ||ξk||𝐿𝑃2∞
𝑘=𝑁+1 ⋅ (∫|fk(t)|Pdμ(t)T )2𝑃 ≤ 𝜀𝐷 ∙ 𝜓−1 (𝑙𝑛 (1𝛿 + 1)) 

Ezzel a tételt bebizonyítottuk. ■ 

3.1. Következmény. Legyen (𝑇, 𝜑, 𝜇) mérhető tér, 𝜉𝑘 ∈  𝐸𝑥𝑝𝑥2(0)(Ω). 
Vizsgáljuk az  𝑋(𝑡) = ∑ 𝜉𝑘𝑓𝑘(𝑡)∞𝑘=1  sztochasztikus folyamatot, melyre teljesülnek az 
1. tétel feltételei. Az 𝑋𝑁(𝑡) = ∑ 𝜉𝑘𝑓𝑘(𝑡)𝑁𝑘=1  𝜀 pontossággal és 1 − 𝛿 

megbízhatósággal közelíti az 𝑋(𝑡) folyamatot, ha teljesül:  

∑ ||ξk||2(∫ |fk(t)|Pdμ (t))T
2𝑃 ≤ εPD ⋅ √𝑙𝑛 1𝛿 + 1 (∗)

∞
𝑘=𝑁+1  

Bizonyítás. A tétel bizonyítása az előző tétel állításából következik, 
ugyanis ez egy részesete, amikor 𝜓(𝑥) = 𝑥2, ugyanis ekkor 𝜓−1 = √𝑥. 

Ezt visszahelyettesítve az előző tétel állításába, kapjuk a (∗) 
egyenlőséget. ■ 
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3.2. Következmény. Legyen adott a ∑ ||𝜉𝑘||𝑢22𝜆𝑘∞𝑘=1 < ∞ - konvergens 

sor. Ha teljesül a következő feltétel: ∑ ||𝜉𝑘||2∞𝑘=𝑁+1 (∫ |𝑓𝑘(𝑡)|𝑃𝑇 𝑑𝜇(𝑡))2𝑃 ≤ 𝜀𝑃𝐷⋅𝜓−1(𝑙𝑛( 1𝛿+1)) akkor az 𝑋𝑁(𝑡) =∑ 𝜉𝑘√𝜆𝑘 𝜑𝑘(𝑡)𝑁𝑘=1  modell közelíti az 𝑋(𝑡) véletlen folyamatot az 𝐿2(0, 𝑇) 
térben, megadott 𝜀 pontossággal és 1 − 𝛿 megbízhatósággal.  

3.1. Példa. Legyen 𝑋 = {𝑥(𝑡), 𝑡 ∈  [0; 𝜋]} sztochasztikus folyamat az 𝐸𝑥𝑝𝑥2(0)(Ω) Orlicz tér fölött, 𝜉𝑘 egyenletes eloszlású valószínűségi 
változó a [−1;  1] intervallumon. Ekkor vizsgáljuk a 𝑃 = 2 esetet. 

Ekkor a (∗) egyenlőség az alábbi módon néz ki:  

∑ ||𝜉𝑘||2 ⋅  1∞
𝑘=𝑁+1 ≤ 𝜀2𝐷 ⋅ √𝑙𝑛 (1𝛿 + 1) 

Az 𝑋𝑁(𝑡) =  ∑ 𝜉𝑘𝜆𝑘𝑁𝑘=1 ⋅ 𝑓𝑘(𝑡) modell az 𝑋(𝑡) sztochasztikus folyamatot 𝜀 pontossággal és 1 − 𝛿 megbízhatósággal közelíti, ha teljesül a 

következő feltétel: ∑ ||𝜉𝑘||2𝜆𝑘∞𝑘=𝑁+1 ≤ 𝜀2𝐷⋅√ln( 1𝛿+1) ahol  𝜉𝑘 ∈  𝐸𝑥𝑝𝑥2(0)(Ω). 
Mivel 𝑢(𝑥) = exp{𝑥2} − 1, ezért a norma: ||𝜉𝑘||2 = 2√23 ⋅ 𝜎(𝑡), ahol a 𝜎(𝑡) = √33 .  

||𝜉𝑘||2 = 2√23 ⋅ √33  2√69 ∑ 1𝜆𝑘∞
𝑘=𝑁+1 ≤ 𝜀2 ⋅ √𝛿𝐷  

Ha 𝑋(𝑡) ∈ 𝐸𝑥𝑝𝑥2(0)(Ω), 0 ≤ 𝑡 ≤ 1, akkor igaz, hogy:  
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𝐸𝑋(𝑡)  =  0 EX(t)X(S) = {𝑡 ⋅ (1 − 𝑠), ℎ𝑎 𝑡 < 𝑠𝑠 ⋅ (1 − 𝑡), ℎ𝑎 𝑡 ≥ 𝑠 
Ekkor a Karhunen-Loeve folyamat a következő: ∑ 𝜉𝑘 ⋅∞𝑘=1 1𝜋𝑘 ⋅ √2 ⋅𝑠𝑖𝑛𝜋𝑘𝑡, vagyis akkor  𝜆𝑘 = 𝜋2𝑘2. 

Ebben az esetben felírható, hogy 𝑋𝑁(𝑡) = ∑ 𝜉𝑘𝜋𝑘𝑁𝑘=1 √2𝑠𝑖𝑛𝜋𝑘𝑡 modell az 𝑋(𝑡) = ∑ 𝜉𝑘𝜋𝑘∞𝑘=1 √2𝑠𝑖𝑛𝜋𝑘𝑡 sztochasztikus folyamatot 𝜀 pontossággal és 1 − 𝛿 megbízhatósággal közelíti, ha  

∑ 1𝜆𝑘∞
𝑘=𝑁+1 = 1𝜋2 ∑ 1𝑘2∞

𝑘=𝑁+1≤ 1𝜋2 ∑ 1𝑘 ⋅ 1𝑘 − 1 =∞
𝑘=𝑁+1

1𝜋2 ∑ ( 1𝑘 − 1 − 1𝑘) =∞
𝑘=𝑁+1

1𝜋2 ∙ 𝑁 

Tehát 2√69 ∙ 1𝜋2∙𝑁 ≤ 𝜀2⋅√𝛿𝐷 . Ebből következik, hogy 𝑁 ≥ 𝐷⋅2√69 𝜋2𝜀2√𝛿. Tehát, 
ha 𝜀 = 0,01, 𝛿 = 0,01, akkor a: 

∑ 𝜉𝑘𝜋𝑘16546
𝑘=1 √2𝑠𝑖𝑛𝜋𝑘𝑡 

közelítést alkalmazhatjuk. 

A Matlab programcsomag segítségével létrehozzuk a fenti modellt. 

Ahhoz, hogy a modellt elkészítsük, a következő programkódot kell 
alkalmazni: 𝐿 = 𝑝𝑖; 𝑡 = [0: 0.1/𝐿: 𝑝𝑖]; 𝑥 = 𝑧𝑒𝑟𝑜𝑠(1, 𝑛𝑢𝑚𝑒𝑙(𝑡)); 𝑘𝑠𝑧𝑖 = 𝑢𝑛𝑖𝑓𝑟𝑛𝑑(−1,1, [16546,1]) 
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𝑓𝑜𝑟  𝑘 =  1: 16546 𝑥 = 𝑥 + 𝑘𝑠𝑧𝑖(𝑘) ∗ (20.5) ∗ 𝑠𝑖𝑛(𝑝𝑖 ∗ 𝑘 ∗ 𝑡)/(𝑝𝑖 ∗ 𝑘) 𝑒𝑛𝑑; 𝑝𝑙𝑜𝑡(𝑡, 𝑥) 
A folyamat modellje az alábbi ábrán látható:  
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