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Bevezetés

A matematikatanulés soran a didkok szamos kiilonb6z6 tipusu feladattal talalkoznak els6 osztéalyos
koruktol az érettségiig, melyek segiti ket az elméleti és gyakorlati tudas megszerzésében. Egysze-
riibb és Osszetettebb versenyfeladatok bemutatésa mellett a cél az, hogy hogyan is illeszthetsk be
a matematikaoktatas folyamatéba.

A tanulék a verseny hallatan elGszor az olimpidkra gondolhatnak vagy akar a Zrinyi Ilona Mate-
matikaverseny, GeScze Zoard Matematikaverseny (3-6. osztaly), Terebesi Viktor Matematika Em-
lékverseny (7-11. osztaly), a Kenguru vetélkeddre stb., ahol szamos feladattipussal talalkozhatnak.
A versenyfeladatok megoldasahoz sziikséges elméleti és gyakorlati modszereket felidézése, melyre
kiilénb6z6 feladatsorok is részei a szakdolgozatomnak, amelyek segitik a didkokat az adott téma-
korrel kapcesolatos ismeretek frissitésében és a feladatok megoldasaban.

A dolgozat célja emellett a feladatok és feladatsorok gyakorlati problémainak és tapasztalatainak
elemzése is. Fontosnak tartom, hogy a feladatok altal levont tapasztalatok segitsék az oktatas mi-
ngségének javitasat.

A dolgozatom motivacidja, hogy a didkok izgalmasabb és tartalmasabb feladatokkal foglalkozzanak
a tanérdkon. A matematika oktatasa soran az egyik legnagyobb kihivas az 6rak valtozatossaganak
és érdekességének fenntartisa. Elengedhetetlennek tartom, hogy a didkok a feladat megoldésa sorén
gondolkodjanak is, ne csak kész megoldasokra szamitsanak. Egy tanoran viszont fontosnak tartom
azt is hogy a didkok egy-egy feladatrdl, problémarol egymassal is beszélgessenek és kifejthessék
gondolataikat a feladattal kapcsolatban ezzel is fejlesztve egymést és onmagukat, illetve magéat a
csoportot is, hiszen egy sikeres feladat megoldéasa pozitiv élményhez vezet.

Az ismert témak és elvek ismétlése, megfelels alkalmazésa mellett fontosak az 6sszetettebb logikai
feladatok gyakorlasa is, mivel az élet szamos teriiletén sziikség van ilyen gondolkodasmodra.

A versenyfeladatok nagyobb kihivast jelentenek, és tGbb 1épéses tervezést és megvaldsitast igé-
nyelnek, mint a hagyomanyos gyakorloé feladatok. Bar el6fordulhat, hogy a didkok kérdGjelezik
meg az ilyen feladatok gyakorlati alkalmazhatosagat, fontos megérteniiik és alkalmazniuk ezeket a
készségeket, mivel fejlesztik a logikai gondolkodast, amelyet késébb az élet mas teriiletein is hasz-
nosithatnak.

A szakdolgozatomban sajat tapasztalatrol is be tudok szamolni, hiszen didkkoromban tSbbszor
is részt vettem matematikaversenyeken. Ezek a versenyek vegyes érzelmeket véltottak ki belglem,
hiszen egyszerre izgul, de idegeskedik is a tanuld, hogyan allja majd a sarat a vetélkedd folyamén,
mind pozitiv, mind negativ érzelmek is kavarognak a versenyzSben a megoldésok levezetésekor,
attol fiiggGen, hogy helyes-e megoldas, vagy eljut a végeredményhez, vagy bele tud-e kezdeni.

A dolgozat célja, hogy segitse a didkokat, hogy mar az érettségi el6tt talédlkozzanak Gsszetettebb
feladatokkal, amelyek kihivast jelenthetnek szamukra. Ugy vélem, hogy ha a didkok mar koran ta-
pasztalatokat szereznek ilyen tipusu feladatok megoldasadban, akkor kénnyebben boldogulnak majd

kés6bb az egyszertibb és bonyolultabb feladatokkal is.



1. Problémaforrasok

A matematia oktatas f6 célja az ismeretek megszerzése, gyakorldsa és a didkok tudasanak fejlesztése.
Sajnos viszont elgfordulhatnak olyan akadalyok, problémék, melyek hatraltathatjak a célt és ezek
nem feltétleniil matematikai problémak, hanem lehetnek egyéniek, melyekre érdemes odafigyelni és
szamitasba venni.

Akadalyként kiemelném a motivacio hidnyat, a szorongést, az idGhianyt, amit a tovabbiakban ki

szeretnék majd fejteni.

1.1. Versenyekhez val6 motivacié hidnya

A matematikaversenyek hallatén elGszor a kihivas az ami esziinkbe juthat, majd a siker és a kudarc.
A kezdéshez sziikség van magabiztossagra, tudasra, problémamegoldé képességre, logikai kézségre,
stb., a sikerhez vezets uthoz. A matematikaversenyeken valo részvétel altal szamos pozitiv élmény-
ben lehet része a didknak, de csupan a probalkozas is megadhatja a kell 6romot és izgalmat, a
lényeg az, hogy pedagogus vedje le a verseny és a helyezés altal elérendd sikertelenség terhét a diak
vallarol.

Ahhoz, hogy pozitiv visszajelzéseket kaphassanak és motivaltak maradjanak a versenyzésre , sze-
rintem fontos, hogy két szempontbdl is érvényesitsiik a teljesitményiinket. Az egyik szempont a
tanulok pozitiv visszajelzése és a matematikai erGsségeik elismerése. A motivacio mér né akkor is
ha a diak tobb magabiztossagot érez abban amit csindl. Ha ez tobb didkban is megtorténik, akkor
mar a tarsas motivacio is hatéssal lesz rajuk. Tehat akkor tobben is szeretnének majd versenyre
jarni, akir egymas kozott is megmérettetni magukat. A masik szempont az élménykozpontusag,
az eredmény fontossaganak cstkkentése. Elég nehéz elvonatkoztatni az eredményrdl, arrdl hogy
hogyan is teljesit a didk a tobbi didkhoz képest, de ebbdl fakaddan szorongas is kialakulhat.
Fontosnak tartom, hogy a didkokban a motivicié megngjon a versenyek irdnt, mert a rendsze-
res versenyen valo részvétel altal rengeteget fejlédnek (szemléletvaltas, feladatmegoldasi szemlélet,

nehézségek feloldasa).

1.2. Matematikai szorongas

legismertebb meghatarozas: Egyfajta nyomas és szorongas érzése, amely szamokkal valé foglalkozéas
és matematikai problémak megoldasa soran jelentkezik széleskorien a hétkoznapi életben és iskolai
helyzetben egyarént. A szorongas t6bb formaban is megjelenhet, érzelmi és viselkedéses szinten is
megnyilvanul, amikor zavartan, fészkel6dve végzik a feladatukat a didkok, tobbnyire sok hibaval,
ugyanakkor viszonylag gyorsan, csakhogy menekiiljenek ebbdl a szorongato feladathelyzetbdl. [5]
Ez a fajta szorongas kivalté okai lehetnek:

(1) helyzeti tényezok: matematika dolgozat irdsa, orai feladatmegoldas;

(2) szocialis tényezGk: tanari attitiidok és szorongasok, sziil6k szorongasa;



(3) alkati tényezdk: a didk belss jellemzdi (énhatékonység, énkép);

(4) oktatési és kornyezeti faktorok

(5) kudarcélmények. [4]

Mint latjuk a szorongas mértéke fligg a sziil6k és a tanarok szerepétdl is. Pedagogus részrél az egyik
fontos tényez6 az az idényomas, oda kell figyelni, hogy egy 6néllé vagy dolgozat esetén elegendd
id6t adjunk a megoldasra, ugyanis lehet valaki lasabban tudja megoldani az adott feladatot és ha
az id6 miatt szorongéas 1ép fel a didkban, akkor romlik a teljesitménye.

Dicséretet akkor érdemes adni, ha a didk sajat maga ér el eredményt, de a tulzasba se szabad
esni a dicsérettel, mert végiil negativ hatast valthat ki. Ha csak a j6 megoldasokat dicsérjiik, és a

helytelen vagy pontatlan megoldasokat is megfelelGen korrigaljuk, csokkenthetjiik a szorongést. [5]

1.3. Id6hiany

A mai vilag rohan6 hétkéznapjaiban a didkok rengeteg ingernek vannak kitéve, hiszen szamos
lehet&ség tarul eléjiik, ami rengeteg id6t igényel (ilyen akar a vildgban valé tajékozodas, kiillonbo-
78 tapasztalatszerzések). Tanulmanyi kovetelményeiken feliil, vannak hobbijaik, amikben jol érzik
magukat és amikben kiteljesednek, emiatt az iskoldban koncentraciéjuk romolhat, igy tanulmanyi
eredményeik és teljseitményiik is. A kiilonb6z6 teriileteken valo megfelelés sok id6t és energiat vesz
el a didkoktol, emiatt elGfordul, hogy a tanulés is hattérbe szorul.

Megoldani a problémat nem tudjuk, de kezelhetjiik, mégpedig ebben az esetben megértéssel és

empétiaval, ugy, hogy a didkok eredményességéhez vezessen.



2. Feladatok és megoldasaik

2.1. feladatsor

1. Egy termék 500 hrivnyaba keriilt. Egy id6 utan 10%-kal emelkedett az ara, majd 10%-kal
csokkent. Hatarozza meg az Gj arat! [1]
Mivel a termék eredeti ara 500 hrivnya volt, ezért 10%-os emelés utan a termék ara hrivnyé-

ban:
500 4 290 . 10 = 500 + 50 = 550.
Ezutan a arat 10%-kal csokkentve az j ar hrivnyaban:

550 _ —
550 — 735 - 10 = 550 — 55 = 495.

2. Reggel 9 drakkor egy személyvonat elindult az A allomasrol, majd 11 orakkor ugyanerrdl az
allomasrol egy gyorsvonat is elindult utana. Mekkora tavolsagra kell elengednie a személyvo-
natnak a gyorsvonatot az A allomastol, ha a személyvonat sebessége 54 km/h, a gyorsvonaté
pedig 72 km/h? [1]

Legyen t az az id6, amig a személyvonatnak haladnia kell, miel6tt elengedné a gyorsvonatot.
Ekkor a gyorsvonat t—2 6rat haladt az emlitett esemény el6tt. Mivel az esemény id6pontjaban

mindkét vonat ugyanazt a tavolsidgot tette meg, az aldbbi egyenléség all fenn:
54t = 72(t — 2).
Oldjuk meg az egyenletet:

54t = T2(t — 2), B4t = T2t — 144, T2t — 54t = 144, 18t = 144, t = 14 =g,

Tehat a személyvonatnak 8 6réan at kell haladnia, miel6tt elengedi a gyorsvonatot, amely 9
orakor indult az A allomasrol. Ezért a személyvonat 8 6ra alatt az alabbi tavolsagot teszi

meg:
S =548 =432 km.

Igy a gyorsvonat 432 km-re az A allomastol éri utol a személyvonatot.

3. Adott két szam melyek nem oszthatok egymassal és legkisebb kozos tobbszorssiik a 630, mig
a legnagyobb ko6z6s osztojuk a 18. Hatarozzuk meg ezeket a szamokat! [1]

Legyen x és y a keresett szamok. Ekkor a feltételek alapjan az alabbi egyenlGségek teljesiilnek:

LEKT(z,y) =630 =2-32 .57,
LNKO(z,y) =18 =2- 32,



2.2,

Az masodik egyenldségbdl kovetkezik, hogy a keresett szamok alakja:x = 18 -2/, y = 18 - ¢/,
ahol z’ és y relativ primek.
Az els6 egyenlGségbdl két lehetséges eset kovetkezik:

(a) =185,y =187 (vagy x = 18 - 7,y = 18 - b);

(b) z=18-5-7,y=18-1 (vagy x =18 -1,y =18-5-7).
Mivel a keresett szamok nem oszthatok egyméssal, a masodik eset nem felel meg a feladat

feltételeinek. Ezért a keresett szamok: x = 90 és y = 126.

. A konyv oldalainak szamozésihoz 1392 szamjegyre van sziikség. Hany oldal van ebben a

konyvben? [1]

Az els6 9 oldal szamara 9 darab 1-es szamjegyre lesz sziikség: 9 - 1.

A 10. oldaltol a 99. oldalig terjeds oldalak szamozéasédhoz (99 — 10+ 1) -2 =902 = 180
szamjegyre lesz sziikség, ami 90 oldal.

A 100. oldaltol a 999. oldalig terjeds oldalak szamozasahoz (999—100+1)-3 = 2700 szamjegyre
lesz sziikség, ami 900 oldal.

Mivel 6sszesen 1392 szamjegyre van sziikség az 6sszes oldalak szdmozasihoz, ezért a kényvben
tobb mint 99, de kevesebb mint 999 oldal van.

Tovabba, a haromjegyd oldalszdmok szamozésdhoz pontosan 1392 — 9 -1 —90 -2 = 1203
szamjegyre van sziikség.

Ezért a haromjegyd oldalszamok szama % = 401 oldal.

Tehat a konyvben Gsszesen 9 + 90 + 401 = 500 oldal van.

. A korbe 2003 természetes szamot irtak. Bizonyitsuk be, hogy lesz két szomszédos szam,

amelyek Osszege paros! [1]

2003 természetes szambol legalabb 1002 szam paros vagy paratlan. Azaz, mivel 2003 darab
szamunk van, igy a paros és paratlan szamok koziil valamelyikbdl 1-gyel kevesebb lesz, mint
a maésikbol.

Feltételezziik, hogy a 2003 szambdl példaul tobb a paros, mint a paratlan, akkor 1002 paros
szam van.

Ha feltételezziik, hogy a korben nincs két szomszédos szam, amelyek Osszege paros, az azt
jelenti, hogy a kort dgy rendezik el, hogy a szdmok valtakozva vannak, paros, paratlan,
paros, paratlan stb. De ebben az esetben a kérben legalabb 2004 szdmnak kell lennie. Tehét

ellentmondast értiink el a feltétellel, mert a korben pontosan 2003 természetes szam talalhato.

feladatsor

. Milyen a paraméter értéknél van az ax — 2a = 2z — 4 egyenletnek végtelen sok megoldasa?

2]
Vizsgaljuk meg, hogy az ax — 2a = 2z — 4 egyenlet a paraméterének mely értéknél lesz

végtelen megoldasa.
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ax — 2a = 2z — 4;
ax — 2x = 2a — 4;

xz(a—2) =2(a —2)

Ahhoz, hogy az egyenlet minden x értékre teljesiiljon, a baloldalon 1évé egyiitthatonak (a—2)
nulldnak kell lennie, kiillénben az egyenlet nem lehet igaz minden z-re, mert az z-es tag
valtozhat, mig a jobb oldalon alland6 érték nem: a — 2 = 0.

Igy az a értékének 2-nek kell lennie: a = 2.

Ellenérizziik, hogy ez az érték valéban végtelen sok megoldést ad-e, ha a = 2, az eredeti
egyenlet igy néz ki: 2x — 4 = 2x — 4. Ez azonosan igaz minden z-re, mivel mindkét oldal
teljesen megegyezik.

Tehat, valoéban, ha a = 2, az egyenletnek végtelen sok megoldasa van.

. Adott 1, 2, 3, 4 cm hosszusagu szakaszok. Hany kiillonb6z6 egyenlészart haromszoget készit-
hetlink a megadott hosszusagu szakaszokbol? [2]

Egy egyenlgszari haromszog két egyenld hossztisdgt oldallal rendelkezik. Legyen szarak
hossza b, az alap hossza a. Ekkor:

a = 1 alapt egyenl6szara haromszogek: (1;1;1),(1;2;2),(1;3;3), (1;4;4);

a = 2 alapt egyenl@szara haromszogek: (2;2;2),(2;3;3),(2;4;4);

a = 3 alaptu egyenl@szara haromszogek: (3;2;2),(3;3;3), (3;4;4);

a = 4 alapt egyenl6szara haromszogek: (4;3;3), (4;4;4).

Tehat Osszesen 12 kiilonb6z6 egyenlszart haromszog készithet az adott szakaszokbol.

. Két szam Osszeszorzasakor néhany szamjegyet csillaggal (*) helyettesitettiink, és megkaptuk
az eredményt. Helyettesitsiik vissza a csillagok helyére a megfelel6 szamjegyeket! [2]

Az egyszertiség kedvéért cseréljiik le a csillagokat a latin 4bécé betiiire.

* £ 1 =
3 % 2
- ¥ 3 %
- 3 0% 2 =%
# 2 % 5

1 * 8 = 3 =

2.1. abra. Két szam Osszeszorzasa (*)

Elgszor is 3+ 2 =5, tehat azl =5 vagy [ =6. A h=1.
Mivel a h2k5 szam az alb szam 3-mal vald szorzatanak az eredménye, innen kapjuk, hogy a
b=>5.

A d3e szam az alb szam 2-vel val6 szorzatanak az eredménye, tehat e = 0, igy az n is 0-val

11



3 ¢ 2
+- d 3 ¢
~ 3 f2 ¢

h:2 k& 5

1! 8 m 3 n

2.2. abra. Két szam Osszeszorzasa (latin betiik)

egyenld.

Mivel az 12k5 szam az alb és a 3 szozatanak az eredmény, innen kapjuk, hogy k = 4.
Ha k 4-el egyenld, akkor az a = 4, mivel az 1245 szamot az alb és a 3 szorzata.
Mivel a d30 a 415-6s szdm és a 2 szorzatédnak az eredménye, akkor d csak 8 lehet.

Az m csak 5 lehet, mivel 8 +2 + 5 = 15.

Az f+44+1#18  azaz f+4+1 =238, ezért f =3.

A 34 g =3, tehat g = 0.

Az utolsé ismeretlen a ¢, ami csakis 8-cal lehet egyenld.

X 4 15
3 &8 2

+ 8 30

+ 3320

1 5980 30

2.3. abra. Két szam Osszeszorzasa végeredmény

4. Az a szam 25%-kal nagyobb, mint a b szdm. Hany szazalékkal lesz kisebb a b szdm az a
szamhoz viszonyitva? [2]

Mivel az a szam 25%-kal nagyobb a b szamnal felirhat6 a kévetkezs egyenlSség:

Tehéat
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2.3.

Vagyis a b szdm az a szamnak a %—ét teszi ki, ami % - 100 = 80%. Ezért a b szam 20%-kal

kisebb, mint az a szam.

Minden pont az egyenesen kék vagy piros szintre van festve. Bizonyitsuk be, hogy ezen az
egyenesen taldlhatd harom kiilonb6z6 pont az A, B, C ugyanazzal a szinnel vannak festve, és
ugy helyezkednek el, hogy a B az AC szakasz felez6pontja. [2]

Tegyiik fel, hogy minden pont az egyenesen kék vagy piros szini. Az allitast a kovetkezd

lépésekkel bizonyitjuk:

(a) Végtelen sok pont van az egyenesen:
Az egyenes minden pontja kék vagy piros, és mivel végtelen sok pont van az egyenesen,

biztosan vannak végtelen sok kék és végtelen sok piros pontja.

(b) Az allitas feltételezése:
Feltételezziik az ellenkezGjét, hogy nincs harom olyan kiillonb6zs pont A, B, C, amelyek

ugyanazzal a szinnel vannak festve, és a B pont az AC szakasz felezGpontja.

(¢) Vizsgaljuk meg az egyenes minden lehetséges hdrom pontjat:
Vegyiik az egyenes harom egymast kovetd pontjat, mondjuk P, Q, és R, ahol Q a PR
szakasz felez6pontja. Ha ezek a pontok kiilonboz6 szinekkel vannak festve (két kék és
egy piros, vagy két piros és egy kék), az maris ellentmondéasra vezet. Mivel mindegyik

pont kék vagy piros, legalabb két pontnak ugyanolyan szintinek kell lennie.

(d) Térjiink vissza a pontok kozotti tavolsagokhoz:
Tekintsiink négy egymaést kdvetsd pontot az egyenesen, példaul A, B, C és D, ahol B a
AC felez6pontja és C a BD felez6pontja. Mivel minden pont vagy kék vagy piros, két

egymaést kovetd pont biztosan azonos szind lesz.

(e) Peldak és ellenpélddk keresése:
Ha A és C azonos szind, akkor B (a felez6pont) ugyanezen szinnel kell rendelkeznie,
hogy ne legyen ellentmondés. Ugyanakkor, ha B és D is ugyanolyan szintek, akkor C (a

felez6pont) is ugyanezen szinnel kell rendelkeznie.

Ezek alapjan barmelyik hdrom pont esetén, amelyek kozéppontként egy masik pontot tar-
talmaznak, mindig talalunk harom azonos szini pontot, amelyek egy szakasz felezGpontjat is
magukban foglaljak.

Ezért mindig létezik harom kiilénb6z6 pont az egyenesen, amelyek azonos szintek és koziiliik
az egyik pont a masik két pont altal meghatarozott szakasz felez6pontja. Ez bizonyitja az

allitast.

feladatsor

Ismert, hogy ac + ad + be + bd = 68 és ¢+ d = 4. Mennyivel lesz egyenls az a + b+ ¢+ d? [3]
Alakitsuk &t az ac + ad + be + bd = 68 egyenlet bal oldalat:
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ac+ad+bc+bd=alc+d)+blc+d) = (c+d)(a+bd)
(c+d)(a+b) =68

Mivel tudjuk, hogy a ¢+ d = 4, ezért

4-(a+b) =168
at+b=68:4=17

Innen kapjuk, hogy az a+b+c+d=(a+b)+ (c+d) =17+4 =21

. A gyerekek 100 kg gombéat gytjtottek, amelynek a nedvességtartalma 99%, majd megszari-
tottak Sket 98%-ra. Mennyi a megszaritott gomba tomege? [2]

Mivel a kezdeti gomba nedvességtartalma 99% volt, azaz a gomba 99%-a viz volt, igy a gomba
(amely a gomba szaritdsa utdn marad) témege 1% volt. Tehat a 100 kg-os gytijtott gomba
tomege: 100 - 145 = 1 kg.

Az allitas szerint a gombéat megszaritottak, igy a nedvességtartalom 98% lett. A gomba t6-
mege 1 kg, ami a szaritott gombak tomegének 2%-a. Ha a gomba tomege 1 kg, és ez 2%-a a

szaritott gombak tomegének, akkor a szaritott gombak Ossztomege x kg, ahol x a kdvetkezs

egyenlettel szamolhato:

0,02z =1
Ebbdl kapjuk, hogy:
z = 553 = 50

Tehat a megszaradt gomba tomege 50 kg.

. Hatarozzuk meg azt az a paraméter értéket, amelyre az a®x — 2a = 4 — 4 egyenletnek nincs
megoldasa. [2]

Végezziik el a kovetkez6 ekvivalens atalakitdsokat az egyenlet bal és jobb oldalan:
a’r —2a =4r — 4 = a’r —dr =2a — 4 = (a® — 4)x = 2(a — 2).
Az egyenlet csak akkor nem lesz megoldhato, ha az alabbi feltételek teljesiilnek:

(a—2)(a+2)=0,

2a—-2)#0
Nem nehéz ellenérizni, hogy az egyenletrendszer egyetlen megoldasa az a = —2. Nyilvanvalo,
hogy a = —2 esetén az egyenlet a kovetkezs alakot 6lti: 0 - = —8 tehat nincs megoldasa.

. Az ABC haromszog AB oldalan felvettek egy K pontot. A CK szakasz metszi az AM suly-
vonalt a P pontban, tgy, hogy AK = AP. Hatarozzuk meg a BK : PM aranyéat! [2]

Thalész tétele és az aranyos szakaszok tétele alapjan:
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2.4. abra. ABC haromszog

Huzzunk egy egyenest az M ponton keresztiil, amely parhuzamos a C'K egyenessel, és metszi
az AB egyenest az N pontban. Mivel CM = M B, és a parhuzamos CK és M N egyene-
sek metszik a CBAZ oldalait, Thalész tétele szerint KN = NB. Ebbdl kovetkezik, hogy
KB =2KN.

Mivel a parhuzamos PK és M N egyenesek metszik a M AB/ oldalait, és leviagnak az ol-
dalakon AP és PM valamint AK és KN szakaszokat, az "ardnyos szakaszok tételének"
megfelelGen fennall az ardany AP : PM = AK : KN, amib6l (az aranyossag tulajdonsiga
alapjan) az arany 2‘—[12 = %. A feltétel szerint AP = AK. Igy igaz az egyenléség 1 = %,
ebbdl kovetkezik, hogy PM = KN.

Az el6z6kbol kovetkezik BK : PM arany:

BK :PM =2KN: KN =2:1.

5. Lehetséges-e egy 10 x 10-es négyzetet 25 darab az abran lathaté figurara felvagni [2]

2.5. abra. Figura

(a) Szinezziik be a 10 x 10-es négyzetet két szinre (sziirke és fehér) sakkos mintézatban:

(b) Konnyen ellendrizhets, hogy a megadott szinezési modszerrel a 1 x 1-es sziirke és fehér

cellak szama egyenld, ami 50.

(¢) A 10 x 10-es négyzet barmely elhelyezkedésével (a szinezett négyzet hatarain beliil)

tetrominéban az alabbiak lehetnek:

e vagy 3 sziirke és 1 fehér cella - 1. tipust tetromind,

e vagy 1 sziirke és 3 fehér cella - 2. tipusa tetrominé.
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2.6. dbra. Sakkos mintazat

(d) Tegyiik fel, hogy a 10 x 10-es négyzetet 25 tetrominéra lehet felosztani. Ekkor a (c) pont
figyelembevételével ezek kozott: n darab 1. tipusa tetrominé és (25 - n) darab 2. tipust
tetrominé van, ahol n egy nemnegativ egész szam (n € NU {0}).

e Szamoljuk meg a sziirke cellak szamat. Egyrészt, a sziirke cellak szama 50. Masrészt
pedig: 3-n+1-(25 —n). Tehat igaz az egyenl@ség: 3-n+1- (25 — n) = 50, amibdl
2n=25,n=125 ¢ Z.

o Igy ellentmondasba iitkoztiink azzal, hogy n € NU{0}. Ezért a feltételezésiink, hogy
a 10 x 10-es négyzetet 25 tetrominora lehet felosztani, helytelen.

Tehéat nem lehetséges.

2.4. feladatsor

1. Hasonlitsa &ssze a kivetkez6 szamokat: f s V5 — 26! [1]

o S — A — Y (VB - VAR - 2avE s V-
\/3—2\f+2:\/5—2f.

2. A ab,c,d egész szamok kielégitik az 2=% = % feltételt. Lehet-e az abed szorzat egyenld

c+d
1000-rel? [1]
Vizsgaljuk meg, hogy lehet-e az abcd szorzat 1000, ha az egészek a, b, c, d kielégitik az
a=b — ot feltétels.
Legyen d # +c, akkor (a —b)(c+d) = (a+b)(c—d) vagy ac+ad—bc—bd = ac—ad+bc— bd.
Ez atalakithato: 2(ad — bd) = 0. Tehat ad = be. Ennek megfelelen az abed szorzat alakja:
abed = (ad)(be) = (ad)?.

Ha feltételezziik, hogy valamilyen egészek a és d esetén (ad)? = 1000 = 10@2, vagyis
(ad)? = 10%. Bz azt jelenti, hogy az egészek a és d szorzata egyenld kell legyen 104/10 -nel,
azaz: ad = /1000, ami nem lehetséges, mivel az ad szorzatnak egész szamnak kellene lennie,
de /1000 irracionalis szam. Ennek megfeleléen nem lehetséges, hogy az abed szorzat 1000
legyen.

3. Bizonyitsa be, hogy barmely paralelogrammat pontosan 9 egyenld szart haromszogre lehet
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felvagni! [1]
Legyen ABCD egy tetsz6leges paralelogramma. Huzzuk meg a BB’ és DD’ magassagokat.
Jeloljiik tovabba E-vel a BD' szakasz felez6pontjat.

(a) Vizsgaljuk meg az AB’B derékszogii haromszdget, és legyen S az AB’ atfogo felezs-
pontja. Mint ismeretes, S; az AB’B haromszog koré irt kor koézéppontja. Igy AS; =
S1B = S1B’, vagyis az AS1B’ és BS1 B’ haromszogek egyenld szariak.

2.7. abra. ABCD paralelogramma,

b) Vizsgaljuk meg a BB'E derékszogi haromszoget, és legyen S2 a B'E &atfogo felezGpont-
g g g g g g
ja. Igy a BSyB’ és BSyE haromszogek egyenld szartak.
¢) Vizsgaljuk meg az FD'D derékszogli haromszoget, és legyen S3 az ED atfogo felezo-
g g g g g g
pontja. Igy az ES3D’ és DS3D’ haromszogek egyenls szaruak.
d) Vizsgaljuk meg a DD’C derékszogt haromszoget, és legyen Sy a C' D atfogo felezGpontja.
g g g g g g
Igy az DS4C’ és DS, D’ haromszogek egyenls szartak.
e) Felépités szerint a BB’ DD’ négyszog téglalap, és E a BD' szakasz felez6pontja. Ezért
g g teg

a BB'E és DD'E derékszogti haromszogek egyenlek (két befogd alapjan). Ebbdl ko-
vetkezik, hogy BE = ED’. Igy a BED' haromszdg egyenld szaru.

Igy nyolc vagassal tetszéleges paralelogrammat felvaghatunk kilenc egyenls szaru haromszog-

re. A képen ezeket 1-t6l 9-ig van szamozva.

. Milyen a értékek esetén van az (2% + (2a — 1)z — 2a) - (2% + (1 — a)z — a) = 0 egyenletnek

pontosan harom kiilonb6z6 gyoke? [1]

(22(2a — )z —2a) - (2 + (1 —a)r —a) =0) & (z — 1)(z + 2a)(z + 1)(x —a) =0 &
(x —1)(z + 1)(z% + ax — 2a®) = 0.

Nyilvanvald, hogy a 22 4+ ax — 2a? = 0 egyenlet megoldasai a kdvetkezs szamok:

T, = _a2_3“ és g = 7_“;3“ =a.

Az egyenletnek akkor és csak akkor van harom kiilonb6z6 gyoke, ha teljesiil az alabbi feltételek

egyike:
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X1 = T2 l‘l#l‘g $17é$2 1‘175.1‘2 33‘175.%2

1‘17&1 1’1:1 1’1:71 £172:1 172:71
1’1#—1 1’275—1 1’2#1 {I?17é—1 (El#l
Ahol
—2a=a a=20
—2a:1 a:_%
—2a=-1 = a:%
a=1 a=1
a=—1 a=-—1

Megoldas: +1, :I:%, 0.

. Egy végtelen varosban az 6sszes blokk egyforma méretd négyzet. Egy kerékparos elindult egy
utcasarokrol. Fél perc mulva egy masik kerékparos indult utdana. Mindketten &llandé sebes-
séggel, percenként 1 blokknyit haladnak, és minden utcasarkon jobbra vagy balra fordulnak.
Talalkozhatnak-e valahol? [1]

Fessiik a varos negyedeit sakktéblaszeriien, gy hogy mindkét kerékparos indulasakor jobbra
egy fekete negyed legyen. Igy barmelyik pillanatban mindkét kerékparos jobbra egy fekete
negyeddel talalja magat szemben.

Ez valoban igy van, mert minden keresztez6désben (az els6 indulasi pont kivételével) minden

kerékpéaros kotelezGen elfordul:

e vagy balra, ekkor jobbra téle egy fekete negyed van, amely kiilonb6zik attél, amelyet
éppen elhagyott;

e vagy jobbra, ekkor a kerékparos megkeriili (balra maradva téle) ugyanazt a fekete ne-

gyedet, amelyet éppen elhagyott.

(a) A kerékparosok nem talalkozhatnak egyetlen keresztez&désnél sem. Ez abbol kévetkezik,
hogy az els6 kerékparos minden percben megjelenik egy keresztez6désnél (az induléastol
szamitva), t id6pontokban (¢t = 1,2,---), amelyek természetes szamok. Mivel a maso-
dik kerékparos fél perccel az els6 utan indul és &llandé 1 perc sebességgel halad, igy a
keresztez&déseknél az id6pontokban t+0,5 (t = 1,2, - ) jelenik meg, amelyek nem ter-
mészetes szamok. Ezért nincs olyan id6pont, amikor a kerékparosok egyszerre lennének

a keresztezddéseknél.

(b) Mivel a kerékparosok azonos sebességgel és fél perc kiilonbséggel haladnak, egyikiik
sem érheti utol a mésikat: a keresztez6désnél ez nem torténhet meg, ahogyan kordbban
bizonyitottuk; egy negyed kézepén sem torténhet ez meg, mert az ellenkezd feltételezés és
az azonos sebességgel valo haladas feltétele szerint a kovetkezs keresztez6désnél egyszerre

lennének jelen, ami lehetetlen.
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(c) Tehat, ha a kerékparosok taldlkozhatnak, akkor csak egy negyed kozepén, és csak akkor,
ha egymassal szemben haladnak. De ez utébbi is lehetetlen, mert ebben az esetben az

egyikiik szamara a fekete negyed balra, a méasikuk szaméra pedig jobbra lenne.

2.5. feladatsor

2

< (m+y)2

1. Adott, ho — <
gy 2+ 2 2

. Bizonyitsuk be, hogy = 4+ y = 1! [1]

2,21 2 2 2 2

Tty ts<rvtyecdr+dy +2<drt+dysdrt —dr+1+4y  —4dy+1<0&
20 —1=0

2z -1+ 2y —-1)72<0& 2r—-1)°+2y—1)2 =0« sr+y=1
2y—1=0

2. Oldjuk meg a kévetkezs egyenletet! [1]
|$2 +4$+2| — 51J3r16

Ha az 5ztl6
3

< 0, akkor az egyenletnek nincs megoldasa, mivel ebben az esetben az egyenlet
bal oldala nemnegativ, mig a jobb oldala negativ.

Legyen

x> —15(1)
52418 > 0, akkor |22 + 4z + 2| = 220 & 2% + 4z 4 2 = —5=HE(9)

2?4 dx + 2 = 22H18(3)

Oldjuk meg kiilon az (2) és (3) egyenleteket:
2t Az+2 = -0 o 302412046 = —br—16 < 32 +172422 = 0 & 3(z+4)(z+2) = 0.

Ahol

Azonban a gyokok egyike se felel meg az (1) feltételnek.
24w +2 =520 & 322412246 =52+16 © 322+ Tz - 10 =0 < 3(z+ 2)(z—1) = 0.

Ahol

Azonban csak az x = 1 felel meg az (1) feltételnek. Igy ennek az egyenletnek az egyetlen

gyoke az x = 1.
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2.8. abra. ABCD négyszog

3. Az ABCD négyszogrol ismert, hogy BAD/ = CDAZ = 60°, valamint a CAD/ = CDB/.
Bizonyitsd be, hogy AB + CD = AD! [1] Folytassuk az AB és C'D szemkozti oldalainak
meghosszabbitasat a metszéspontjukig S pontban. Mivel az adott feltételek szerint BAD/ =
CDAZ = 60°, ezért az ADS héromszog szabalyos haromszog. Ebbdl kovetkezik, hogy AS =
SD = AD. Vizsgéljuk meg az ADC és DSB haromszogeket:
mivel AD = DS, CAD/ = BDS/ = «, és ADC/Z = DSBZ = 60°, ezért az ADC és DSB
haromszogek egyenlk az oldal és a mellékelt szogek alapjan. Ezért DC' = SB és AC = DB.
Mivel AS = SD és BS = CD, ezért AS—BS = SD—CD. Ebbdl kévetkezik, hogy AB = SC.
Mivel AD = AS, ezért AD = AB+ BS = AB + CD. Tovdbba AC = BD.

4. A P(x) = 2% + px + q masodfokt egyenlet D diszkriminénsa pozitiv. Hany gyoke lehet a
P(x) + P(x + v/D) = 0 egyenletnek? [1]
A feltételek szerint a masodfoki polinom P(z) = 2% + px + ¢ diszkriminansa D = p??4q.
Vizsgaljuk meg, hany gyoke lehet a kovetkezd egyenletnek:
P = (z)+ P(z++v/D) =0. (1)
Tekintsiik meg az egyenlet bal oldalat:
P(2)+P(2+VD) = 2> +pr+q+(z+vD)*+p(x+vD)+q = 22*+22(p+vD)+D+pvD+2g.
Akkor a (1) masodfoku egyenlet D diszkriminansa egyenl6:
Dx = 4(p+Vd)? —8(D+pvVD+2q) = 4p*>+8pvV/D+4D—8D—8p/D—16q = 4p*> —4D—16q =
4(p? — 4q) — 4D = 4D — 4D = 0.

Mivel a Dx = 0, ezért az egyenletnek két gydke van:

—2(p+vD) _ _ ptV/p?—4q
7 = .

X1 = T = 3

Tehat a masodfoki polinom P(x) = 22+ px + q diszkriminénsa pozitiv, akkor a P(z)+ P(z +

VD = 0) egyenletnek mindig van egy valos gyoke:

_ pHy/p?—4q (
2

T = dupla gyok).

5. Az 1,2,3, - ,25 szamokat 5 x 5 0s négyzetes tablazatba helyeztiik el agy, hogy minden sor-
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ban a szamokat névekvs sorrendben helyeztiik el. Mi lehet a legkisebb értéke az 3. oszlopban
1évs szamok osszegeének? [1]

A feladat feltétele szerint az 1,2,3,--- ,25 szamokat egy 5 x 5-0s négyzetes tablazatban kell
elhelyezni tigy, hogy minden egyes (i-edik) sorban a szamok (a;, b;, ¢;, d;, e;) névekvé sorrend-
ben legyenek (a; < b; < ¢; < d; < e;). Jeloljikk S-sel annak a legkisebb értéknek az Gsszegét,
amelyet a harmadik oszlopban 16v6 szamok (c¢1 +ca 4¢3+ ¢4 +¢5) Osszege ad ki a tablazatban.

A legkisebb lehetséges szam az ¢;-edik sor harmadik helyére (az 1 és 25 k6zotti szamok koziil)

a, |b | |d |e U (2 [3 [ [ | [o [ J10 12 [13
a, | b, |¢, |d, |e | [4 |5 |6 |en | | [on |- |14 [15 |16
a, | b, |e |d, |e | [7 |8 |9 [|on | | [on [ [17 [18 [19
b, e [d, e | [10 |10 [12 [ [ | [ [ [20 [21 |22

b, |c, |d. |e | [13 [14 [15 |.o. [on | [on [ |23 |24 |25

2.6.

2.9. dbra. Tablazat

a 3, mivel az elsé két poziciot az 1 és 2 szamokkal kell kitolteni, mivel az kisebb, mint a 3.
A legkisebb lehetséges szam az ¢;-edik sor harmadik helyére (a 4 és 25 kozotti szamok koziil)
a 6, mivel az els6 két poziciét a 4 és 5 szamokkal kell kitolteni, mivel az kisebb, mint a 6.

A legkisebb lehetséges szam az c;-edik sor harmadik helyére (a 7 és 25 kozotti szamok koziil)
a 9, mivel az elsé két poziciot a 7 és 8 szamokkal kell kitolteni, mivel az kisebb, mint a 9.

A legkisebb lehetséges szam az ¢;-edik sor harmadik helyére (a 10 és 25 kozotti szamok koziil)
a 12, mivel az els6 két poziciét a 10 és 11 szamokkal kell kitdlteni, mivel az kisebb, mint a
12.

A legkisebb lehetséges szam az ¢;-edik sor harmadik helyére (a 13 és 25 kozotti szamok koziil)
a 15, mivel az els6 két poziciét a 13 és 14 szamokkal kell kitdlteni, mivel az kisebb, mint a
15.

Mivel a tablazat kitoltése soran (a feladat feltételeinek megfelelen) minden sor harmadik
helyére a lehetséges legkisebb szamot valasztottuk, a harmadik oszlopban 1év§ szamok legki-
sebb Osszértéke az emlitett szdmok Osszege: 3, 6, 9, 12 és 15.

Tehat S =3+6+9+ 12+ 15 = 45.

feladatsor

. Az f(z) fiiggvény alakja 22£% ahol a, b, ¢, d szamok. Adott, hogy f(0) =1, f(1) =0, f(2) = 3.

cx+d’
Mennyi f(3) értéke? [1]

Az f(x) figgvény alakja ‘Z;”ig, ahol a, b, ¢,d szamok. Tudjuk, hogy az f(0) = 1, f(1) = 0,
f(2)=3.

Mivel f(0) = % = 1 egyenls, ezért a d = b, és igy az f(x) fliggvény felirhaté a kovetkezd

forméban:
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flz) =22,

fl@) = &=

Hasonloképpen, az f(2) = 2¢=¢ = 3 fiiggvényre vonatkozo6 feltételbsl kapjuk, hogy a =

ac—a

6¢ — 3a. Innen ¢ = %a.

Ezért az f(x) fiiggvényt felirhatjuk a kovetkezsképpen:

f(J?)* ax—a __ a(z—1) _ g—1 _ 3(z—1)

- %awfa - a(%:pfl) - %wfl 2x—3 °

A megadott feltételek mellett az a nem lehet 0. Valoban, az ellentétes feltételezésbdl a ko-

vetkez§ feltételeket kapjuk: 1 = g, 0=-" 3=

pw Tl;d, amelyek egyszerre nem teljesiilhetnek.

Ennek megfelelGen:

_33=1) _
f(3) — 93-3 —

. Bizonyitsa be, hogy ha cosz # 0, akkor |222213| > 4 [1]

cosT

Mivel barmely valés x esetén érvényes a kovetkezd azonossag cos2x = 2cos?x — 1, ezért

2 2 2
ot = |2t = 2ol = o enfa = 2. feose + g = 2ol + )

Mutassuk meg, hogy Vo # 7 + 7k, k € Z teljesiil az egyenlStlenség |cosz| + L > 2. Mivel

cosx

cosx # 0, ezért

|cosz| + -1 > 2 & |cosx|? — 2|cosz| + 1 > 0 < (|cosz| —1)? > 0.

cosTr —

Mivel az utolsé egyenl6tlenség (|cosz| — 1) > 0 igaz, igy megallapithato, hogy a kovetkezs

egyenl6tlenség is igaz:

|M\ > 4, amikor cosx # 0.

cosx

. A CH szakasz az ABC derékszogi haromszog magassaga, amely az AB atfogéra van huzva.
Az O1, Oy és O pontok az ACH, BCH, ABC héaromszogek beirt koreinek kozéppontjai.
Bizonyitsa be, hogy CO; L O104 és CO = 0105! [1] El6szor bizonyitsuk be, hogy a CO; L
010,.

Ehhez vizsgaljuk meg az O1CO- haromszoget és allapitsuk meg, hogy az O pont ennek a
haromszognek a magassagpontja.

Legyen az AC'B haromszog A cstcsabol induldo A0, szogfelezd az O102C haromszog COo
oldalat a K7 pontban metszi. Ekkor az AK;C haromszogbdl kovetkezik, hogy:

AK,C/ =180° — CAK,Z — ACK; = 180° — CAK,Z — (ACOZ + OCK /) =
180° — & — (45° + (45° — £)) = 90°.
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2.10. abra. ABC derékszogti haromszog

Ezért az O1 K7 magassaga az O102C haromszognek.
Legyen az ACB héaromszog B csucsabol induld AO. szogfelezs az O102C haromszog C O,
oldalat a Ks pontban metszé. Ekkor az BK>C' haromszoghél kovetkezik, hogy:

BK,C/ =180° — CBKy/ — BCKy = 180° — CBKy/ — (BCOZ + OCKy/) =
180° — 5 — (45° + (45° — £)) = 90°

Ezért az Oz Ko magassaga az O102C haromszognek.

Mivel az O1 K7 és O K5 az O1C O, haromszog magassagai és azok O pontban metszik egy-
mést, a CO egyenes meréleges lesz az O10-0ldalra. Most bizonyitsuk be az egyenlGséget:
CO = 010s.

Nézziik mmeg az OCB és Oz H B haromszogeket.

CBO/=HBO,/ =5 00B/=0,HB = 45°.

Akkor

CB — HB

innen
_ OC-HB
O-.H = a5

A COA és HO; A hdromszogek hasonloségabol OAC/ = O1AHZ = §, ACOZ = AHO,Z =

45° vagyis % = ?41;[{, tehat

_ AH.-OC
O1H = ABOC,

Az O1HO5 haromszogben Pithagorasz-tétele alapjan:

010, = JHOZ + HO = (/0GB 4 AIOC* _ oC . /152 | Al

0C -/ B2 + e =oc - \[18 + 4L —oc . \[4Z = ocC.

Tehat CO = 0102.
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4. Létezik-e olyan természetes szam a, hogy a x,, = n? 4+ 2007an + 2006a? sorozatban barmely
két szomszédos elem relativ prim legyen? [1]

T, = n24+2007an+2006a2 = (n+2003a)(n+a)Vn € N, akkor z,,+1 = (n+1+2006a)(n+a+1).

(a) (n+2006a), (n+ a),(n+2006a +1),(n+a+1) €N

(b) LNKO (n + 2006a; n + 2006a + 1) = 1, LNKO (n+a;n+a+1) =

Hogy létezik-e olyan természetes a szam, amelynél a {x,} adott természetes szamsorozat

barmely két szomszédos eleme, x,, és x(n + 1) , relativ primek, ekvivalens azzal azzal, hogy

z(n+1)
Tn

létezik-e olyan természetes a szidm, amelynél minden tort nem egyszertsithets.

Tekintettel a feltételre:

zn+1) _ (nt+a+1)(n+2006a+1)

Ty (n+a)(n+2006)

Akkor és csak akkor nem egyszertisithetd, ha

n+a+1 és n+2006a+1
n+2006a n+a

tortek nem egyszertsithetdk.

Nyilvanval6é, hogy minden természetes a esetén, ha n = 2004a + 1 a tort Mjﬁ““ =2

egyszerisithetd, és ha n = 2004a — 2 a tort is egyszertsithetd n’f:g%gga = % .

Igy barmely természetes a esetén az {x,} sorozat n = 2004a + 1, n = 2004a + 2 vagy

n = 2004a — 2, n = 2004a — 1 nem relativ primek. Ezért ilyen természetes a nem létezik.

5. Egy egység oldali négyzetben 2006 szabalyos haromszoget helyeztek el, amelyek keriiletének

Osszege 300. Bizonyitsa be, hogy legalabb harom ilyen haromszognek van kozos pontja. [1]

Legyen a1, az,- - - ,a2006 a haromszog adott oldalainak hossztisagai. A haromszog keriiletét a
3a; képlettel tudjuk meghatarozni, innen kapjuk, hogy a 22006 = 300, tehat 22006 ;=
100.

A szabéalyos haromszog teriiletét a %az képlettel hatadrozhaté meg, az Osszes haromszog

teriiletét pedig 22006 V3 a? képlettel szamolhatjuk ki.
(a1 +ag +-+an)? <na?+a3+---+a2).

Tehat (M)Sa%-i-a%-f—""Fa%-

Felirhat6 a kovetkezd:

(1002 _ 1 2006 2006 a2
2006 - m(z a;) < E a;-

(100)* 2006, 9 f 2006
2006 Y3 <y (a2 - 3 = Zi:l S;.
(100)> /3 _ 10000 = V3 _ 2500\/3 _ 12503

2006 4 2006 4 2006 1003
12503 . 2 & 1250/3 > 2006 < 625v/3 > 1003 & (625v/3)2 > 10032 & 1171875 >

1006009, akkor 2 < $27°%° 5,

Az utols6 egyenlGtlenségbdl kovetkezik, hogy legalabb harom ilyen haromszognek van nem

iires metszete, akkor legalabb harom haromszognek van kozos pontja.
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3. Modszertani elemzés

3.1. A feladatok felépitése

A versenyfeladatok, olyan feladatok, melyek megoldasahoz egyedi megkozelités sziikséges. A

versenyfeladatok tartalmanak elemzése alapjan a kovetkezéket kell tartalmaznia:

e a feladatok nehézségi szintjének névekedése az els6tdl a kovetkezsig;
e a feladatok az iskolai matematika tanterv alapjan allitandé Gssze;
e tartalmaznia kell mind algebrai, mind mértani feladatokat;

e nem hagyoményos feladatok, melyek kihivast jelentenek a résztvevének.

Az iskolai matematika tanterv alapjan allitando Gssze a versnyfeladatok, példaul az 5. osztaly
szamaéra szamrejtvények, mérds feladatok, logikai és szoveges feladatok szerepelnek; a 6. oszté-
lyosban mértani alakzatok tulajdonségaival kapcsolatos feladatok, logikai, széveges feladatok,
szamrejtvények; 7. osztalyban egyenletek megoldaséaval, oszthatosagi feladatok természetes
szamokkal, logaikai feladatok; 8. osztalyban algebrai kifejezések atalakitaséaval, fliggvénygra-
fikonok szerkesztésével, haromszogek elemeivel kapcsolatos feladatok, logikai feladatok; 9.
osztalyban oszthatésag, masodfoki egyenletek és tulajdonsagaik, algebrai kifejezések atala-
kitasa, haromszdgek alapvets elemei, kombinatorikai feladatok, 10. osztdlyban méasodfoku
egyenletek, haromszogek és tulajdonsagai, négyszogek és tulajdonsagaik, bizonyitasi felada-
tok, 11. osztalyban fiiggvényekkel kapcsolatos, Gsszetettebb algebrai és mértani feladatok.

A feladatok megoldasa sordn a didkok nehézségekbe iitk6zhetnek a feladatok logikai Ossze-

tetsége, algebrai atalakitasok, szemléletvaltas miatt.

3.2. Gyakorlati préba

A szakdolgozatom egyik fontos része a gyakorlati proba, amit jelen esetben 7. osztalyos ta-
nulok oldottak meg (a 2. feladatsort) és toltotték ki a kérdsivet. A didkok két kiilonbozs
iskolabol toltotték ki gy, mint a Zapszonyi Gimnazium és a Pilisvorosvari Altalanos Iskola .
A feladatsor els6 és a masodik feladata a legtobb didk szamaéra jol sikeriilt. A harmadik ese-
tén viszont sokat id6ztek a megoldason, néhol elakadtak és hibakat ejtettek, de az eredmény
visszahelyettesitése, az ellenérzés sokat segitett. A negyedik feladatban a széveg pontos ér-
telmezése kisebb akadalyt jeletett a didkoknak. Az utols6 feladat mar nagyobb kihivés volt

és tobb didknak nem sikeriilt 6nall6an megoldani.

3.3. Visszajelz6 kérdéiv

A feladatsor kiértékelését a kovetkezSkben szeretném bemutatni. A kérdsivet ketts csoport

minden jelenlévs tagja kitoltotte. A grafikonokon jeldlve vannak a vélasztésok szama és az
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a véalaszlehtGségek aranya a kitolt6k szaméhoz viszonyitva. Ahogy véarhato is volt az els6
feladatokat nagyobb szamba jelolték a didkok a kdnnyebbnek és ahogy haladtak tovabb fo-
kozatosan egyre nehezebbnek titulaltak a feladatokat.

1. kérdés

Milyen nehézséglinek érezted az elsd feladatot? (1 - Nagyon kénny(, 5 - Nagyon
nehéz)

25 vélasz

8(32%)

3.1. 4bra. 1. kérdés

2. kérdés

Milyen nehézséglinek érezted a masodik feladatot? (1 - Nagyon konnyd, 5 - Nagyon
nehéz)

25 valasz

13 (52%)

1 (4%)

2 (8%)

3.2. 4bra. 2. kérdés
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3. kérdés

4. kérdés

5. kérdés

Milyen nehézséglinek érezted a harmadik feladatot? (1 - Nagyon konnyd, 5 -
Nagyon nehéz)

25 valasz

2
3 8 (32%)
4 8 (32%)
5
3.3. abra. 3. kérdés
Milyen nehézséglinek érezted a negyedik feladatot? (1 - Nagyon konnyd, 5 - Nagyon
nehéz)
25 vélasz
1
2
3 9 (36%)
4
5 3(12%)
0 2 4 5 8 10
3.4. abra. 4. kérdés
Milyen nehézséglinek érezted az 6tddik feladatot? (1 - Nagyon konnyd, 5 - Nagyon
nehéz)
25 vélasz
1 1 (4%)
2
3
4
5 9 (36%)
0 2 4 6 8 10

3.5. abra. 5. kérdés
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6. kérdés

Mi okozott nehézséget feladatok megoldasanal? (Tobb vélaszt is megjeldlhetsz. Ha
mas oka is volt, kérlek fejtsd ki az "Egyéb" mezonéll)

25 valasz

10 (40%)
10 (40%)

a feladat Gsszetetsége
a feladat logikai felépitése.

az Uj anyag beépitése a feladat. .

a feladat hosszusaga 3 (12%)

az adatok szamontartasa 7 (28%)
nem volt nehézségem
feladatok értelmezése 1 (4%)

1(4%)

3.6. dbra. 6. kérdés

Osszességében a feladatsor esetén hasznosnak tartom a visszajelzéseket, hiszen Gszintén sa-

jat belatasuk szerint toltotték ki, igy egyszertien fel lehet mérni a feladatok nehézségét és

konnyebben lehet kdvetkeztetéseket levonni.
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Osszefoglalé

A versenyfeladatok beépitése a matematikaoktatasba szamos el6nnyel jar, amelyek hozza-
jarulhatnak a didkok tudasanak, problémamegoldd képességeinek és logikai gondolkodasuk
fejlesztéséhez.

Ugy gondolom, hogy a dolgozatom irasa alatt sok 1j érdekességre tettem szert, amit a jo-
vében alkalmazni tudok. Bemutattam néhany problémét is, amelyekkel foglalkozni kell, és
torekedni fogok a legjobb moédszerek alkalmazésara és folyamatos fejlédésre. Fontos, hogy
a didkok szamara kihivasokat allitsunk, mert ez motivéalja Gket, és sziikség esetén segitséget

nyuajtsunk nekik a tanulasi folyamat zokkenémentessége érdekében.

29



Irodalomjegyzék

[1] Osszukran Matematika olimpia masodik fordulé feladatsorai - 2010

https://ddpu.edu.ua/fmk/publications/manuals/manual_06.pdf?fbclid=IwZXh0bgNh
ZWOCMTAAAROOKKPmmyarwFm1]zj9eBAeX-8N4-
Y_p4mxibiG57690X5VQ8vZbHQKftE_aem_AVi21ifhfUqwGrxCoArzQBEdP]UgP3fL8mh
ObiAie5cZwuau-WPMcvGp YwdH-Ge3VX0I3moHVKANZR11CHbVIcYn

[2] Osszukran Matematika olimpia masodik fordulé feladatsorai - 2016

https://erudyt.net/navchalni-predmety/matematika/olimpiadni-zadachi-rozv-
yazannya-zadach-ii-etapu-vseukrayins-koyi-uchnivs-koyi-olimpiady-z-matematyky-

6-11-klas.html
[3] Osszukran Matematika olimpia masodik fordulé feladatsorai - 2014
https://ddpu.edu.ua/fmk/publications/manuals/manual_10.pdf

[4] https://naurok-com-ua.translate.goog/metodi-rozv-yazuvannya-olimpiadnih-

zavdan-103925.html?_x_tr_sl=uk& x_tr_tl=hu&_x_tr_hl=hu&_x_tr_pto=sc

[5]
https://www.magyarpedagogia.hu/index.php/magyarpedagogia/article/download/
141/140/152

30



Abrak jegyzéke

2.1.
2.2,
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.
2.9.
2.10.
3.1.
3.2,
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.

Két szam Osszeszorzasa (¥) . . . .. Lo e 11
Két szam Osszeszorzasa (latin betdk) . . . .. . .. ..o 12
Két szam Osszeszorzasa végeredmeény . . . . . . .. ..o 12
ABC haromszog . . . . . . .o 15
Figura . . . . . . e 15
Sakkos mintédzat . . . ... ..o 16
ABCD paralelogramma . . . . . . . ... 17
ABCD négyszog . . . - o o 20
Tablazat . . . . . . o e e e e 21
ABC derékszogt haromszog . . . . . . . ... 23
1.kérdés . . . . o L 26
2.kérdés ..o 26
3.kérdés . .. e 27
4. kérdés . . ... e 27
S.okérdés . .. .o 27
6. kérdés . . . .. e 28

31



Pe3rome

MareMaTiKa € HEBi'€MHOIO0 YaCTHHOIO HABYAJILHOTO TPOLECY, SKa CYMPOBOKYE YUYHIB Bil
MOYATKOBOI HIKOJIM JI0 CKJIaJlaHHS ICHHTIB HEOOXIIHUX JUIs OTpUMaHHs aTectary. [IpoTrsrom
[BOTO MEPIoY YUHI CTUKAIOTHCS 3 PI3SHUMH TUIIAMU 337ad, 110 JIOMOMararoTh iM 3700yBaTu K
TEOPETUYHI, TaK 1 MPaKTU4HI 3HaHHS. [IpencTaBIeHHs NPOCTINIMX Ta CKIAJHIMNX OJiMITiaHUX
3aJa4 Ma€ Ha METi IHTETrpaIliio IMX 3aBAaHb y IPOIEC BUKIIAIaHHSI MaTEMATUKH.

[TouyBm mpo MaTeMaTW4HI OJIMITIATU, YYHI MOXYTh OJpasy 3raJlaTh Mpo oyiMmiaau ado
3MaraHHsl, Taki K KOHKypc iMeHi lmonu 3pini, koHKYpC iMeHi 30apaa ['eui juist yuHiB 3-6 Kjacis,
KOHKypc iMeHi Biktopa Tepebemi mist yuniB 7-11 xmaciB, konkypc Kenrypy Tomro, ie BOHHU
CTHKAIOTHhCS 3 YMCICHHUMHU THIIAMU 33/1a4. Y CHIIIHE PO3B’sI3aHHS OJIMITIQJIHUX 3a/1a4 BUMarae
BUKOPHUCTAHHSA SIK TEOPETHUHUX, TaK 1 MPAaKTUYHUX METO/IB, 110 € YACTUHOIO MO€T poboTu. Bona
BKJIIOUA€ pi3HI HAOOpH 3a1ay, SKi JOMOMAaraloTh y4HSM OHOBHUTH CBOI 3HAHHS 3 BiJNOBIAHOT
TEMATHUKH Ta MOJICTTIUTH PO3B’I3aHHS 3aB/IaHb.

MeTor0 poOOTH € TaKOXK aHaTI3 MPAKTUIHHUX 33J1a9 1 JIOCBIY, OB'I3aHUX 13 3a/1a4aMH Ta IXHIMHU
HaOopamMu. BBaxaeThCsi BaXIMBUM, 10O BHCHOBKHM, 3pOOJICHI Ha OCHOBI BHPIIICHHS 3ajad,
COpUSUTM TIOKPAIICHHIO SKOCTI OCBITU. MoTuBalieo s pobdoTH € OakaHHsA, 1m00 yuHI
3aiiManucs OUTBI 3aXOIUTIOIOYMMH Ta 3MICTOBHUMH 33/1a4aMi Ha ypokax. OHUM 3 HaiOLIpIINX
BUKJIMKIB Y BHKJIAJaHHI MAaTeMaTHKH € TMiATPUMaHHS PI3HOMAHITHOCTI Ta IIKaBOCTi YpOKIB.
BaxnuBo, 1100 yuHi mijJ yac po3B's3aHHS 3a/lad HE MPOCTO MOKJIAAATUCS Ha TOTOBI PO3B'SI3KH, a
i camocTiitHo Mucauiau. Kpim Toro, Ha ypokax BaXJIMBO, II00 Y4HI OOTOBOPIOBAJIM MiXK 00010
3aBJaHHS Ta JITHIIICS CBOIMH JTyMKaMH IIIOJIO iX BHPIIICHHS, PO3BUBAIOYHN ce0e Ta CBOIO TPYITY.
[Topsia 13 MOBTOPEHHSM BIIOMUX TE€M 1 IPUHIIMIIIB Ta iX MPABUIBHUM 3aCTOCYBaHHIM, BaKJIMBUM
€ 1 BUKOPUCTAHHS Ha MPAKTUIl CKIAJHIMINX JIOTIYHHMX 3aJ]a4, OCKUIbKH TaKUW THUI MHCICHHS
HeoOXimHul y 6aratbox cdepax xkurta. OmiMmiagHi 3a7adi € OUTBIINM BUKJIMKOM 1 BUMAararTh
0araTokpoKOBOTO IIJIaHYBaHHS Ta peaii3ailii, HDK 3BUYAMHI 3aBIaHHS I TPEHYBaHHS.
Hespakatoun Ha Te, 110 Y4HI MOKYTh MOKYTh MaTH CyMHIB B NPAaKTUYHIN 3aCTOCOBHOCTI TaKUX
3a/1a4, BaXKIIMBO DPO3YMITH Ta 3aCTOCOBYBAaTH HABUYKM PO3B’SI3aHHS OJIMITIA] HHUX 3ajad,
OCKIUJIBKM BOHM PO3BUBAIOTH JIOTIYHE MUCIICHHS, SIKe Oy/ie KOPUCHUM y MaHOyTHHOMY.

PoGoTa Takox cripaeThcs Ha BIACHUHN JOCBI TUTNIOMAaHTKH, aJKe HEOJJHOPAa30BO Opajia y4acTh
y MaTeMaTUYHHUX 3MaraHHsX y HIKIJIbHI POKH.

OCHOBHOIO METOIO POOOTH € JOTIOMOTa YYHSIM Yy 3HAHOMCTBI 3 OUIBII CKJIATHUMU 3a/a4aMu II1e
JI0 CKIIQJaHHS 1CTIMTIB JUIsl OTPUMAaHHS aTecTaTy. BBaxkaro, 10 SKIIO y4HI Ha0yIyTh JOCBIY Y
BUPIIICHHI TaKUX 3aBJlaHb Ha paHHIX e€Tarax, To B MallOyTHbOMY iM Oyze Jeriie BnopaTHucs SK 13

MPOCTIMIUMH, TaK 1 3 CKJIQAHIIIINMU 3aBIaHHIMHU.
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