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♥②❡❧♥❡❦✱ ♠✐♥t ❛ ❤❛❣②♦♠á♥②♦s ❣②❛❦♦r❧ó ❢❡❧❛❞❛t♦❦✳ ❇ár ❡❧➤❢♦r❞✉❧❤❛t✱ ❤♦❣② ❛ ❞✐á❦♦❦ ❦ér❞➤❥❡❧❡③✐❦

♠❡❣ ❛③ ✐❧②❡♥ ❢❡❧❛❞❛t♦❦ ❣②❛❦♦r❧❛t✐ ❛❧❦❛❧♠❛③❤❛tósá❣át✱ ❢♦♥t♦s ♠❡❣ért❡♥✐ü❦ és ❛❧❦❛❧♠❛③♥✐✉❦ ❡③❡❦❡t ❛

❦és③sé❣❡❦❡t✱ ♠✐✈❡❧ ❢❡❥❧❡s③t✐❦ ❛ ❧♦❣✐❦❛✐ ❣♦♥❞♦❧❦♦❞ást✱ ❛♠❡❧②❡t ❦és➤❜❜ ❛③ é❧❡t ♠ás t❡rü❧❡t❡✐♥ ✐s ❤❛s③✲

♥♦sít❤❛t♥❛❦✳

❆ s③❛❦❞♦❧❣♦③❛t♦♠❜❛♥ s❛❥át t❛♣❛s③t❛❧❛tró❧ ✐s ❜❡ t✉❞♦❦ s③á♠♦❧♥✐✱ ❤✐s③❡♥ ❞✐á❦❦♦r♦♠❜❛♥ tö❜❜s③ör

✐s rés③t ✈❡tt❡♠ ♠❛t❡♠❛t✐❦❛✈❡rs❡♥②❡❦❡♥✳ ❊③❡❦ ❛ ✈❡rs❡♥②❡❦ ✈❡❣②❡s ér③❡❧♠❡❦❡t ✈á❧t♦tt❛❦ ❦✐ ❜❡❧➤❧❡♠✱

❤✐s③❡♥ ❡❣②s③❡rr❡ ✐③❣✉❧✱ ❞❡ ✐❞❡❣❡s❦❡❞✐❦ ✐s ❛ t❛♥✉❧ó✱ ❤♦❣②❛♥ á❧❧❥❛ ♠❛❥❞ ❛ s❛r❛t ❛ ✈❡té❧❦❡❞➤ ❢♦❧②❛♠á♥✱

♠✐♥❞ ♣♦③✐tí✈✱ ♠✐♥❞ ♥❡❣❛tí✈ ér③❡❧♠❡❦ ✐s ❦❛✈❛r♦❣♥❛❦ ❛ ✈❡rs❡♥②③➤❜❡♥ ❛ ♠❡❣♦❧❞ás♦❦ ❧❡✈❡③❡tés❡❦♦r✱

❛ttó❧ ❢ü❣❣➤❡♥✱ ❤♦❣② ❤❡❧②❡s✲❡ ♠❡❣♦❧❞ás✱ ✈❛❣② ❡❧❥✉t ❛ ✈é❣❡r❡❞♠é♥②❤❡③✱ ✈❛❣② ❜❡❧❡ t✉❞✲❡ ❦❡③❞❡♥✐✳

❆ ❞♦❧❣♦③❛t ❝é❧❥❛✱ ❤♦❣② s❡❣íts❡ ❛ ❞✐á❦♦❦❛t✱ ❤♦❣② ♠ár ❛③ ér❡ttsé❣✐ ❡❧➤tt t❛❧á❧❦♦③③❛♥❛❦ öss③❡t❡tt❡❜❜

❢❡❧❛❞❛t♦❦❦❛❧✱ ❛♠❡❧②❡❦ ❦✐❤í✈ást ❥❡❧❡♥t❤❡t♥❡❦ s③á♠✉❦r❛✳ Ú❣② ✈é❧❡♠✱ ❤♦❣② ❤❛ ❛ ❞✐á❦♦❦ ♠ár ❦♦rá♥ t❛✲

♣❛s③t❛❧❛t♦❦❛t s③❡r❡③♥❡❦ ✐❧②❡♥ tí♣✉sú ❢❡❧❛❞❛t♦❦ ♠❡❣♦❧❞ásá❜❛♥✱ ❛❦❦♦r ❦ö♥♥②❡❜❜❡♥ ❜♦❧❞♦❣✉❧♥❛❦ ♠❛❥❞

❦és➤❜❜ ❛③ ❡❣②s③❡r➯❜❜ és ❜♦♥②♦❧✉❧t❛❜❜ ❢❡❧❛❞❛t♦❦❦❛❧ ✐s✳

✻



✶✳ Pr♦❜❧é♠❛❢♦rrás♦❦

❆♠❛t❡♠❛t✐❛ ♦❦t❛tás ❢➤ ❝é❧❥❛ ❛③ ✐s♠❡r❡t❡❦ ♠❡❣s③❡r③és❡✱ ❣②❛❦♦r❧ás❛ és ❛ ❞✐á❦♦❦ t✉❞ásá♥❛❦ ❢❡❥❧❡s③tés❡✳

❙❛❥♥♦s ✈✐s③♦♥t ❡❧➤❢♦r❞✉❧❤❛t♥❛❦ ♦❧②❛♥ ❛❦❛❞á❧②♦❦✱ ♣r♦❜❧é♠á❦✱ ♠❡❧②❡❦ ❤átrá❧t❛t❤❛t❥á❦ ❛ ❝é❧t és ❡③❡❦

♥❡♠ ❢❡❧tét❧❡♥ü❧ ♠❛t❡♠❛t✐❦❛✐ ♣r♦❜❧é♠á❦✱ ❤❛♥❡♠ ❧❡❤❡t♥❡❦ ❡❣②é♥✐❡❦✱ ♠❡❧②❡❦r❡ ér❞❡♠❡s ♦❞❛✜❣②❡❧♥✐ és

s③á♠ítás❜❛ ✈❡♥♥✐✳

❆❦❛❞á❧②❦é♥t ❦✐❡♠❡❧♥é♠ ❛ ♠♦t✐✈á❝✐ó ❤✐á♥②át✱ ❛ s③♦r♦♥❣ást✱ ❛③ ✐❞➤❤✐á♥②t✱ ❛♠✐t ❛ t♦✈á❜❜✐❛❦❜❛♥ ❦✐

s③❡r❡t♥é❦ ♠❛❥❞ ❢❡❥t❡♥✐✳

✶✳✶✳ ❱❡rs❡♥②❡❦❤❡③ ✈❛❧ó ♠♦t✐✈á❝✐ó ❤✐á♥②❛

❆ ♠❛t❡♠❛t✐❦❛✈❡rs❡♥②❡❦ ❤❛❧❧❛tá♥ ❡❧➤s③ör ❛ ❦✐❤í✈ás ❛③ ❛♠✐ ❡s③ü♥❦❜❡ ❥✉t❤❛t✱ ♠❛❥❞ ❛ s✐❦❡r és ❛ ❦✉❞❛r❝✳

❆ ❦❡③❞és❤❡③ s③ü❦sé❣ ✈❛♥ ♠❛❣❛❜✐③t♦ssá❣r❛✱ t✉❞ásr❛✱ ♣r♦❜❧é♠❛♠❡❣♦❧❞ó ❦é♣❡ssé❣r❡✱ ❧♦❣✐❦❛✐ ❦é③sé❣r❡✱

st❜✳✱ ❛ s✐❦❡r❤❡③ ✈❡③❡t➤ út❤♦③✳ ❆ ♠❛t❡♠❛t✐❦❛✈❡rs❡♥②❡❦❡♥ ✈❛❧ó rés③✈ét❡❧ á❧t❛❧ s③á♠♦s ♣♦③✐tí✈ é❧♠é♥②✲

❜❡♥ ❧❡❤❡t rés③❡ ❛ ❞✐á❦♥❛❦✱ ❞❡ ❝s✉♣á♥ ❛ ♣ró❜á❧❦♦③ás ✐s ♠❡❣❛❞❤❛t❥❛ ❛ ❦❡❧❧➤ örö♠öt és ✐③❣❛❧♠❛t✱ ❛

❧é♥②❡❣ ❛③✱ ❤♦❣② ♣❡❞❛❣ó❣✉s ✈❡❞❥❡ ❧❡ ❛ ✈❡rs❡♥② és ❛ ❤❡❧②❡③és á❧t❛❧ ❡❧ér❡♥❞➤ s✐❦❡rt❡❧❡♥sé❣ t❡r❤ét ❛ ❞✐á❦

✈á❧❧áró❧✳

❆❤❤♦③✱ ❤♦❣② ♣♦③✐tí✈ ✈✐ss③❛❥❡❧③és❡❦❡t ❦❛♣❤❛ss❛♥❛❦ és ♠♦t✐✈á❧t❛❦ ♠❛r❛❞❥❛♥❛❦ ❛ ✈❡rs❡♥②③ésr❡ ✱ s③❡✲

r✐♥t❡♠ ❢♦♥t♦s✱ ❤♦❣② ❦ét s③❡♠♣♦♥t❜ó❧ ✐s ér✈é♥②❡sítsü❦ ❛ t❡❧❥❡sít♠é♥②ü♥❦❡t✳ ❆③ ❡❣②✐❦ s③❡♠♣♦♥t ❛

t❛♥✉❧ó❦ ♣♦③✐tí✈ ✈✐ss③❛❥❡❧③és❡ és ❛ ♠❛t❡♠❛t✐❦❛✐ ❡r➤ssé❣❡✐❦ ❡❧✐s♠❡rés❡✳ ❆ ♠♦t✐✈á❝✐ó ♠ár ♥➤ ❛❦❦♦r ✐s

❤❛ ❛ ❞✐á❦ tö❜❜ ♠❛❣❛❜✐③t♦ssá❣♦t ér❡③ ❛❜❜❛♥ ❛♠✐t ❝s✐♥á❧✳ ❍❛ ❡③ tö❜❜ ❞✐á❦❜❛♥ ✐s ♠❡❣törté♥✐❦✱ ❛❦❦♦r

♠ár ❛ társ❛s ♠♦t✐✈á❝✐ó ✐s ❤❛táss❛❧ ❧❡s③ rá❥✉❦✳ ❚❡❤át ❛❦❦♦r tö❜❜❡♥ ✐s s③❡r❡t♥é♥❡❦ ♠❛❥❞ ✈❡rs❡♥②r❡

❥ár♥✐✱ ❛❦ár ❡❣②♠ás ❦ö③ött ✐s ♠❡❣♠ér❡tt❡t♥✐ ♠❛❣✉❦❛t✳ ❆ ♠ás✐❦ s③❡♠♣♦♥t ❛③ é❧♠é♥②❦ö③♣♦♥túsá❣✱

❛③ ❡r❡❞♠é♥② ❢♦♥t♦ssá❣á♥❛❦ ❝sö❦❦❡♥tés❡✳ ❊❧é❣ ♥❡❤é③ ❡❧✈♦♥❛t❦♦③t❛t♥✐ ❛③ ❡r❡❞♠é♥②r➤❧✱ ❛rró❧ ❤♦❣②

❤♦❣②❛♥ ✐s t❡❧❥❡sít ❛ ❞✐á❦ ❛ tö❜❜✐ ❞✐á❦❤♦③ ❦é♣❡st✱ ❞❡ ❡❜❜➤❧ ❢❛❦❛❞ó❛♥ s③♦r♦♥❣ás ✐s ❦✐❛❧❛❦✉❧❤❛t✳

❋♦♥t♦s♥❛❦ t❛rt♦♠✱ ❤♦❣② ❛ ❞✐á❦♦❦❜❛♥ ❛ ♠♦t✐✈á❝✐ó ♠❡❣♥➤❥ö♥ ❛ ✈❡rs❡♥②❡❦ ✐rá♥t✱ ♠❡rt ❛ r❡♥❞s③❡✲

r❡s ✈❡rs❡♥②❡♥ ✈❛❧ó rés③✈ét❡❧ á❧t❛❧ r❡♥❣❡t❡❣❡t ❢❡❥❧➤❞♥❡❦ ✭s③❡♠❧é❧❡t✈á❧tás✱ ❢❡❧❛❞❛t♠❡❣♦❧❞ás✐ s③❡♠❧é❧❡t✱

♥❡❤é③sé❣❡❦ ❢❡❧♦❧❞ás❛✮✳

✶✳✷✳ ▼❛t❡♠❛t✐❦❛✐ s③♦r♦♥❣ás

❆ ♠❛t❡♠❛t✐❦❛✐ s③♦r♦♥❣ás✱ ♠❡❧② ré❣ót❛ ❥❡❧❡♥ ❧é✈➤ ♣r♦❜❧é♠❛ s♦❦ ❞❡✜♥í❝✐ó❥á✈❛❧ t❛❧á❧❦♦③❤❛t✉♥❦✱ ❞❡ ❛

❧❡❣✐s♠❡rt❡❜❜ ♠❡❣❤❛tár♦③ás✿ ❊❣②❢❛❥t❛ ♥②♦♠ás és s③♦r♦♥❣ás ér③és❡✱ ❛♠❡❧② s③á♠♦❦❦❛❧ ✈❛❧ó ❢♦❣❧❛❧❦♦③ás

és ♠❛t❡♠❛t✐❦❛✐ ♣r♦❜❧é♠á❦ ♠❡❣♦❧❞ás❛ s♦rá♥ ❥❡❧❡♥t❦❡③✐❦ s③é❧❡s❦ör➯❡♥ ❛ ❤ét❦ö③♥❛♣✐ é❧❡t❜❡♥ és ✐s❦♦❧❛✐

❤❡❧②③❡t❜❡♥ ❡❣②❛rá♥t✳ ❆ s③♦r♦♥❣ás tö❜❜ ❢♦r♠á❜❛♥ ✐s ♠❡❣❥❡❧❡♥❤❡t✱ ér③❡❧♠✐ és ✈✐s❡❧❦❡❞és❡s s③✐♥t❡♥ ✐s

♠❡❣♥②✐❧✈á♥✉❧✱ ❛♠✐❦♦r ③❛✈❛rt❛♥✱ ❢és③❦❡❧➤❞✈❡ ✈é❣③✐❦ ❛ ❢❡❧❛❞❛t✉❦❛t ❛ ❞✐á❦♦❦✱ tö❜❜♥②✐r❡ s♦❦ ❤✐❜á✈❛❧✱

✉❣②❛♥❛❦❦♦r ✈✐s③♦♥②❧❛❣ ❣②♦rs❛♥✱ ❝s❛❦❤♦❣② ♠❡♥❡❦ü❧❥❡♥❡❦ ❡❜❜➤❧ ❛ s③♦r♦♥❣❛tó ❢❡❧❛❞❛t❤❡❧②③❡t❜➤❧✳ ❬✺❪

❊③ ❛ ❢❛❥t❛ s③♦r♦♥❣ás ❦✐✈á❧tó ♦❦❛✐ ❧❡❤❡t♥❡❦✿

✭✶✮ ❤❡❧②③❡t✐ té♥②❡③➤❦✿ ♠❛t❡♠❛t✐❦❛ ❞♦❧❣♦③❛t írás❛✱ ór❛✐ ❢❡❧❛❞❛t♠❡❣♦❧❞ás❀

✭✷✮ s③♦❝✐á❧✐s té♥②❡③➤❦✿ t❛♥ár✐ ❛tt✐t➯❞ö❦ és s③♦r♦♥❣ás♦❦✱ s③ü❧➤❦ s③♦r♦♥❣ás❛❀

✼



✭✸✮ ❛❧❦❛t✐ té♥②❡③➤❦✿ ❛ ❞✐á❦ ❜❡❧s➤ ❥❡❧❧❡♠③➤✐ ✭é♥❤❛té❦♦♥②sá❣✱ é♥❦é♣✮❀

✭✹✮ ♦❦t❛tás✐ és ❦ör♥②❡③❡t✐ ❢❛❦t♦r♦❦

✭✺✮ ❦✉❞❛r❝é❧♠é♥②❡❦✳ ❬✹❪

▼✐♥t ❧át❥✉❦ ❛ s③♦r♦♥❣ás ♠érté❦❡ ❢ü❣❣ ❛ s③ü❧➤❦ és ❛ t❛♥ár♦❦ s③❡r❡♣ét➤❧ ✐s✳ P❡❞❛❣ó❣✉s rés③r➤❧ ❛③ ❡❣②✐❦

❢♦♥t♦s té♥②❡③➤ ❛③ ❛③ ✐❞➤♥②♦♠ás✱ ♦❞❛ ❦❡❧❧ ✜❣②❡❧♥✐✱ ❤♦❣② ❡❣② ö♥á❧❧ó ✈❛❣② ❞♦❧❣♦③❛t ❡s❡té♥ ❡❧❡❣❡♥❞➤

✐❞➤t ❛❞❥✉♥❦ ❛ ♠❡❣♦❧❞ásr❛✱ ✉❣②❛♥✐s ❧❡❤❡t ✈❛❧❛❦✐ ❧❛s❛❜❜❛♥ t✉❞❥❛ ♠❡❣♦❧❞❛♥✐ ❛③ ❛❞♦tt ❢❡❧❛❞❛t♦t és ❤❛

❛③ ✐❞➤ ♠✐❛tt s③♦r♦♥❣ás ❧é♣ ❢❡❧ ❛ ❞✐á❦❜❛♥✱ ❛❦❦♦r r♦♠❧✐❦ ❛ t❡❧❥❡sít♠é♥②❡✳

❉✐❝sér❡t❡t ❛❦❦♦r ér❞❡♠❡s ❛❞♥✐✱ ❤❛ ❛ ❞✐á❦ s❛❥át ♠❛❣❛ ér ❡❧ ❡r❡❞♠é♥②t✱ ❞❡ ❛ tú❧③ás❜❛ s❡ s③❛❜❛❞

❡s♥✐ ❛ ❞✐❝sér❡tt❡❧✱ ♠❡rt ✈é❣ü❧ ♥❡❣❛tí✈ ❤❛tást ✈á❧t❤❛t ❦✐✳ ❍❛ ❝s❛❦ ❛ ❥ó ♠❡❣♦❧❞ás♦❦❛t ❞✐❝sér❥ü❦✱ és ❛

❤❡❧②t❡❧❡♥ ✈❛❣② ♣♦♥t❛t❧❛♥ ♠❡❣♦❧❞ás♦❦❛t ✐s ♠❡❣❢❡❧❡❧➤❡♥ ❦♦rr✐❣á❧❥✉❦✱ ❝sö❦❦❡♥t❤❡t❥ü❦ ❛ s③♦r♦♥❣ást✳ ❬✺❪

✶✳✸✳ ■❞➤❤✐á♥②

❆ ♠❛✐ ✈✐❧á❣ r♦❤❛♥ó ❤ét❦ö③♥❛♣❥❛✐❜❛♥ ❛ ❞✐á❦♦❦ r❡♥❣❡t❡❣ ✐♥❣❡r♥❡❦ ✈❛♥♥❛❦ ❦✐té✈❡✱ ❤✐s③❡♥ s③á♠♦s

❧❡❤❡t➤sé❣ tár✉❧ ❡❧é❥ü❦✱ ❛♠✐ r❡♥❣❡t❡❣ ✐❞➤t ✐❣é♥②❡❧ ✭✐❧②❡♥ ❛❦ár ❛ ✈✐❧á❣❜❛♥ ✈❛❧ó tá❥é❦♦③ó❞ás✱ ❦ü❧ö♥❜ö✲

③➤ t❛♣❛s③t❛❧❛ts③❡r③és❡❦✮✳ ❚❛♥✉❧♠á♥②✐ ❦ö✈❡t❡❧♠é♥②❡✐❦❡♥ ❢❡❧ü❧✱ ✈❛♥♥❛❦ ❤♦❜❜✐❥❛✐❦✱ ❛♠✐❦❜❡♥ ❥ó❧ ér③✐❦

♠❛❣✉❦❛t és ❛♠✐❦❜❡♥ ❦✐t❡❧❥❡s❡❞♥❡❦✱ ❡♠✐❛tt ❛③ ✐s❦♦❧á❜❛♥ ❦♦♥❝❡♥trá❝✐ó❥✉❦ r♦♠♦❧❤❛t✱ í❣② t❛♥✉❧♠á♥②✐

❡r❡❞♠é♥②❡✐❦ és t❡❧❥s❡ít♠é♥②ü❦ ✐s✳ ❆ ❦ü❧ö♥❜ö③➤ t❡rü❧❡t❡❦❡♥ ✈❛❧ó ♠❡❣❢❡❧❡❧és s♦❦ ✐❞➤t és ❡♥❡r❣✐át ✈❡s③

❡❧ ❛ ❞✐á❦♦❦tó❧✱ ❡♠✐❛tt ❡❧➤❢♦r❞✉❧✱ ❤♦❣② ❛ t❛♥✉❧ás ✐s ❤áttér❜❡ s③♦r✉❧✳

▼❡❣♦❧❞❛♥✐ ❛ ♣r♦❜❧é♠át ♥❡♠ t✉❞❥✉❦✱ ❞❡ ❦❡③❡❧❤❡t❥ü❦✱ ♠é❣♣❡❞✐❣ ❡❜❜❡♥ ❛③ ❡s❡t❜❡♥ ♠❡❣értéss❡❧ és

❡♠♣át✐á✈❛❧✱ ú❣②✱ ❤♦❣② ❛ ❞✐á❦♦❦ ❡r❡❞♠é♥②❡ssé❣é❤❡③ ✈❡③❡ss❡♥✳

✽



✷✳ ❋❡❧❛❞❛t♦❦ és ♠❡❣♦❧❞ás❛✐❦

✷✳✶✳ ❢❡❧❛❞❛ts♦r

✶✳ ❊❣② t❡r♠é❦ ✺✵✵ ❤r✐✈♥②á❜❛ ❦❡rü❧t✳ ❊❣② ✐❞➤ ✉tá♥ 10%✲❦❛❧ ❡♠❡❧❦❡❞❡tt ❛③ ár❛✱ ♠❛❥❞ 10%✲❦❛❧

❝sö❦❦❡♥t✳ ❍❛tár♦③③❛ ♠❡❣ ❛③ ú❥ ár❛t✦ ❬✶❪

▼✐✈❡❧ ❛ t❡r♠é❦ ❡r❡❞❡t✐ ár❛ ✺✵✵ ❤r✐✈♥②❛ ✈♦❧t✱ ❡③ért 10%✲♦s ❡♠❡❧és ✉tá♥ ❛ t❡r♠é❦ ár❛ ❤r✐✈♥②á✲

❜❛♥✿

500 + 500
100 · 10 = 500 + 50 = 550✳

❊③✉tá♥ ❛ ár❛t ✶✵✪✲❦❛❧ ❝sö❦❦❡♥t✈❡ ❛③ ú❥ ár ❤r✐✈♥②á❜❛♥✿

550− 550
100 · 10 = 550− 55 = 495✳

✷✳ ❘❡❣❣❡❧ ✾ ór❛❦❦♦r ❡❣② s③❡♠é❧②✈♦♥❛t ❡❧✐♥❞✉❧t ❛③ ❆ á❧❧♦♠ásró❧✱ ♠❛❥❞ ✶✶ ór❛❦❦♦r ✉❣②❛♥❡rr➤❧ ❛③

á❧❧♦♠ásró❧ ❡❣② ❣②♦rs✈♦♥❛t ✐s ❡❧✐♥❞✉❧t ✉tá♥❛✳ ▼❡❦❦♦r❛ tá✈♦❧sá❣r❛ ❦❡❧❧ ❡❧❡♥❣❡❞♥✐❡ ❛ s③❡♠é❧②✈♦✲

♥❛t♥❛❦ ❛ ❣②♦rs✈♦♥❛t♦t ❛③ ❆ á❧❧♦♠ástó❧✱ ❤❛ ❛ s③❡♠é❧②✈♦♥❛t s❡❜❡ssé❣❡ ✺✹ ❦♠✴❤✱ ❛ ❣②♦rs✈♦♥❛té

♣❡❞✐❣ ✼✷ ❦♠✴❤❄ ❬✶❪

▲❡❣②❡♥ t ❛③ ❛③ ✐❞➤✱ ❛♠í❣ ❛ s③❡♠é❧②✈♦♥❛t♥❛❦ ❤❛❧❛❞♥✐❛ ❦❡❧❧✱ ♠✐❡❧➤tt ❡❧❡♥❣❡❞♥é ❛ ❣②♦rs✈♦♥❛t♦t✳

❊❦❦♦r ❛ ❣②♦rs✈♦♥❛t t−2 órát ❤❛❧❛❞t ❛③ ❡♠❧ít❡tt ❡s❡♠é♥② ❡❧➤tt✳ ▼✐✈❡❧ ❛③ ❡s❡♠é♥② ✐❞➤♣♦♥t❥á❜❛♥

♠✐♥❞❦ét ✈♦♥❛t ✉❣②❛♥❛③t ❛ tá✈♦❧sá❣♦t t❡tt❡ ♠❡❣✱ ❛③ ❛❧á❜❜✐ ❡❣②❡♥❧➤sé❣ á❧❧ ❢❡♥♥✿

54t = 72(t− 2)✳

❖❧❞❥✉❦ ♠❡❣ ❛③ ❡❣②❡♥❧❡t❡t✿

54t = 72(t− 2)✱ 54t = 72t− 144✱ 72t− 54t = 144✱ 18t = 144✱ t = 144
18 = 8✳

❚❡❤át ❛ s③❡♠é❧②✈♦♥❛t♥❛❦ ✽ órá♥ át ❦❡❧❧ ❤❛❧❛❞♥✐❛✱ ♠✐❡❧➤tt ❡❧❡♥❣❡❞✐ ❛ ❣②♦rs✈♦♥❛t♦t✱ ❛♠❡❧② ✾

ór❛❦♦r ✐♥❞✉❧t ❛③ ❆ á❧❧♦♠ásró❧✳ ❊③ért ❛ s③❡♠é❧②✈♦♥❛t ✽ ór❛ ❛❧❛tt ❛③ ❛❧á❜❜✐ tá✈♦❧sá❣♦t t❡s③✐

♠❡❣✿

S = 54 · 8 = 432 ❦♠✳

❮❣② ❛ ❣②♦rs✈♦♥❛t ✹✸✷ ❦♠✲r❡ ❛③ ❆ á❧❧♦♠ástó❧ ér✐ ✉t♦❧ ❛ s③❡♠é❧②✈♦♥❛t♦t✳

✸✳ ❆❞♦tt ❦ét s③á♠ ♠❡❧②❡❦ ♥❡♠ ♦s③t❤❛tó❦ ❡❣②♠áss❛❧ és ❧❡❣❦✐s❡❜❜ ❦ö③ös tö❜❜s③örösü❦ ❛ ✻✸✵✱ ♠í❣

❛ ❧❡❣♥❛❣②♦❜❜ ❦ö③ös ♦s③tó❥✉❦ ❛ ✶✽✳ ❍❛tár♦③③✉❦ ♠❡❣ ❡③❡❦❡t ❛ s③á♠♦❦❛t✦ ❬✶❪

▲❡❣②❡♥ x és y ❛ ❦❡r❡s❡tt s③á♠♦❦✳ ❊❦❦♦r ❛ ❢❡❧tét❡❧❡❦ ❛❧❛♣❥á♥ ❛③ ❛❧á❜❜✐ ❡❣②❡♥❧➤sé❣❡❦ t❡❧❥❡sü❧♥❡❦✿

LKKT (x, y) = 630 = 2 · 32 · 5 · 7❀
LNKO(x, y) = 18 = 2 · 32✳

✾



❆③ ♠ás♦❞✐❦ ❡❣②❡♥❧➤sé❣❜➤❧ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱ ❤♦❣② ❛ ❦❡r❡s❡tt s③á♠♦❦ ❛❧❛❦❥❛✿x = 18 · x′✱ y = 18 · y′✱
❛❤♦❧ x′ és y′ r❡❧❛tí✈ ♣rí♠❡❦✳

❆③ ❡❧s➤ ❡❣②❡♥❧➤sé❣❜➤❧ ❦ét ❧❡❤❡tsé❣❡s ❡s❡t ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✿

✭❛✮ x = 18 · 5✱ y = 18 · 7 ✭✈❛❣② x = 18 · 7, y = 18 · 5✮❀

✭❜✮ x = 18 · 5 · 7✱ y = 18 · 1 ✭✈❛❣② x = 18 · 1, y = 18 · 5 · 7✮✳

▼✐✈❡❧ ❛ ❦❡r❡s❡tt s③á♠♦❦ ♥❡♠ ♦s③t❤❛tó❦ ❡❣②♠áss❛❧✱ ❛ ♠ás♦❞✐❦ ❡s❡t ♥❡♠ ❢❡❧❡❧ ♠❡❣ ❛ ❢❡❧❛❞❛t

❢❡❧tét❡❧❡✐♥❡❦✳ ❊③ért ❛ ❦❡r❡s❡tt s③á♠♦❦✿ x = 90 és y = 126✳

✹✳ ❆ ❦ö♥②✈ ♦❧❞❛❧❛✐♥❛❦ s③á♠♦③ásá❤♦③ ✶✸✾✷ s③á♠❥❡❣②r❡ ✈❛♥ s③ü❦sé❣✳ ❍á♥② ♦❧❞❛❧ ✈❛♥ ❡❜❜❡♥ ❛

❦ö♥②✈❜❡♥❄ ❬✶❪

❆③ ❡❧s➤ ✾ ♦❧❞❛❧ s③á♠ár❛ ✾ ❞❛r❛❜ ✶✲❡s s③á♠❥❡❣②r❡ ❧❡s③ s③ü❦sé❣✿ 9 · 1✳
❆ ✶✵✳ ♦❧❞❛❧tó❧ ❛ ✾✾✳ ♦❧❞❛❧✐❣ t❡r❥❡❞➤ ♦❧❞❛❧❛❦ s③á♠♦③ásá❤♦③ (99 − 10 + 1) · 2 = 90 · 2 = 180

s③á♠❥❡❣②r❡ ❧❡s③ s③ü❦sé❣✱ ❛♠✐ ✾✵ ♦❧❞❛❧✳

❆ ✶✵✵✳ ♦❧❞❛❧tó❧ ❛ ✾✾✾✳ ♦❧❞❛❧✐❣ t❡r❥❡❞➤ ♦❧❞❛❧❛❦ s③á♠♦③ásá❤♦③ (999−100+1)·3 = 2700 s③á♠❥❡❣②r❡

❧❡s③ s③ü❦sé❣✱ ❛♠✐ ✾✵✵ ♦❧❞❛❧✳

▼✐✈❡❧ öss③❡s❡♥ ✶✸✾✷ s③á♠❥❡❣②r❡ ✈❛♥ s③ü❦sé❣ ❛③ öss③❡s ♦❧❞❛❧❛❦ s③á♠♦③ásá❤♦③✱ ❡③ért ❛ ❦ö♥②✈❜❡♥

tö❜❜ ♠✐♥t ✾✾✱ ❞❡ ❦❡✈❡s❡❜❜ ♠✐♥t ✾✾✾ ♦❧❞❛❧ ✈❛♥✳

❚♦✈á❜❜á✱ ❛ ❤ár♦♠❥❡❣②➯ ♦❧❞❛❧s③á♠♦❦ s③á♠♦③ásá❤♦③ ♣♦♥t♦s❛♥ 1392 − 9 · 1 − 90 · 2 = 1203

s③á♠❥❡❣②r❡ ✈❛♥ s③ü❦sé❣✳

❊③ért ❛ ❤ár♦♠❥❡❣②➯ ♦❧❞❛❧s③á♠♦❦ s③á♠❛ 1203
3 = 401 ♦❧❞❛❧✳

❚❡❤át ❛ ❦ö♥②✈❜❡♥ öss③❡s❡♥ 9 + 90 + 401 = 500 ♦❧❞❛❧ ✈❛♥✳

✺✳ ❆ ❦ör❜❡ ✷✵✵✸ t❡r♠és③❡t❡s s③á♠♦t írt❛❦✳ ❇✐③♦♥②íts✉❦ ❜❡✱ ❤♦❣② ❧❡s③ ❦ét s③♦♠s③é❞♦s s③á♠✱

❛♠❡❧②❡❦ öss③❡❣❡ ♣ár♦s✦ ❬✶❪

✷✵✵✸ t❡r♠és③❡t❡s s③á♠❜ó❧ ❧❡❣❛❧á❜❜ ✶✵✵✷ s③á♠ ♣ár♦s ✈❛❣② ♣ár❛t❧❛♥✳ ❆③❛③✱ ♠✐✈❡❧ ✷✵✵✸ ❞❛r❛❜

s③á♠✉♥❦ ✈❛♥✱ í❣② ❛ ♣ár♦s és ♣ár❛t❧❛♥ s③á♠♦❦ ❦ö③ü❧ ✈❛❧❛♠❡❧②✐❦❜➤❧ ✶✲❣②❡❧ ❦❡✈❡s❡❜❜ ❧❡s③✱ ♠✐♥t

❛ ♠ás✐❦❜ó❧✳

❋❡❧tét❡❧❡③③ü❦✱ ❤♦❣② ❛ ✷✵✵✸ s③á♠❜ó❧ ♣é❧❞á✉❧ tö❜❜ ❛ ♣ár♦s✱ ♠✐♥t ❛ ♣ár❛t❧❛♥✱ ❛❦❦♦r ✶✵✵✷ ♣ár♦s

s③á♠ ✈❛♥✳

❍❛ ❢❡❧tét❡❧❡③③ü❦✱ ❤♦❣② ❛ ❦ör❜❡♥ ♥✐♥❝s ❦ét s③♦♠s③é❞♦s s③á♠✱ ❛♠❡❧②❡❦ öss③❡❣❡ ♣ár♦s✱ ❛③ ❛③t

❥❡❧❡♥t✐✱ ❤♦❣② ❛ ❦ört ú❣② r❡♥❞❡③✐❦ ❡❧✱ ❤♦❣② ❛ s③á♠♦❦ ✈á❧t❛❦♦③✈❛ ✈❛♥♥❛❦✱ ♣ár♦s✱ ♣ár❛t❧❛♥✱

♣ár♦s✱ ♣ár❛t❧❛♥ st❜✳ ❉❡ ❡❜❜❡♥ ❛③ ❡s❡t❜❡♥ ❛ ❦ör❜❡♥ ❧❡❣❛❧á❜❜ ✷✵✵✹ s③á♠♥❛❦ ❦❡❧❧ ❧❡♥♥✐❡✳ ❚❡❤át

❡❧❧❡♥t♠♦♥❞ást értü♥❦ ❡❧ ❛ ❢❡❧tét❡❧❧❡❧✱ ♠❡rt ❛ ❦ör❜❡♥ ♣♦♥t♦s❛♥ ✷✵✵✸ t❡r♠és③❡t❡s s③á♠ t❛❧á❧❤❛tó✳

✷✳✷✳ ❢❡❧❛❞❛ts♦r

✶✳ ▼✐❧②❡♥ a ♣❛r❛♠ét❡r érté❦♥é❧ ✈❛♥ ❛③ ax − 2a = 2x − 4 ❡❣②❡♥❧❡t♥❡❦ ✈é❣t❡❧❡♥ s♦❦ ♠❡❣♦❧❞ás❛❄

❬✷❪

❱✐③s❣á❧❥✉❦ ♠❡❣✱ ❤♦❣② ❛③ ax − 2a = 2x − 4 ❡❣②❡♥❧❡t a ♣❛r❛♠ét❡ré♥❡❦ ♠❡❧② érté❦♥é❧ ❧❡s③

✈é❣t❡❧❡♥ ♠❡❣♦❧❞ás❛✳

✶✵



ax− 2a = 2x− 4❀

ax− 2x = 2a− 4❀

x(a− 2) = 2(a− 2)

❆❤❤♦③✱ ❤♦❣② ❛③ ❡❣②❡♥❧❡t ♠✐♥❞❡♥ x érté❦r❡ t❡❧❥❡sü❧❥ö♥✱ ❛ ❜❛❧♦❧❞❛❧♦♥ ❧é✈➤ ❡❣②ütt❤❛tó♥❛❦ (a−2)

♥✉❧❧á♥❛❦ ❦❡❧❧ ❧❡♥♥✐❡✱ ❦ü❧ö♥❜❡♥ ❛③ ❡❣②❡♥❧❡t ♥❡♠ ❧❡❤❡t ✐❣❛③ ♠✐♥❞❡♥ x✲r❡✱ ♠❡rt ❛③ x✲❡s t❛❣

✈á❧t♦③❤❛t✱ ♠í❣ ❛ ❥♦❜❜ ♦❧❞❛❧♦♥ á❧❧❛♥❞ó érté❦ ♥❡♠✿ a− 2 = 0✳

❮❣② ❛③ a érté❦é♥❡❦ ✷✲♥❡❦ ❦❡❧❧ ❧❡♥♥✐❡✿ a = 2✳

❊❧❧❡♥➤r✐③③ü❦✱ ❤♦❣② ❡③ ❛③ érté❦ ✈❛❧ó❜❛♥ ✈é❣t❡❧❡♥ s♦❦ ♠❡❣♦❧❞ást ❛❞✲❡✱ ❤❛ a = 2✱ ❛③ ❡r❡❞❡t✐

❡❣②❡♥❧❡t í❣② ♥é③ ❦✐✿ 2x − 4 = 2x − 4✳ ❊③ ❛③♦♥♦s❛♥ ✐❣❛③ ♠✐♥❞❡♥ x✲r❡✱ ♠✐✈❡❧ ♠✐♥❞❦ét ♦❧❞❛❧

t❡❧❥❡s❡♥ ♠❡❣❡❣②❡③✐❦✳

❚❡❤át✱ ✈❛❧ó❜❛♥✱ ❤❛ a = 2✱ ❛③ ❡❣②❡♥❧❡t♥❡❦ ✈é❣t❡❧❡♥ s♦❦ ♠❡❣♦❧❞ás❛ ✈❛♥✳

✷✳ ❆❞♦tt ✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹ ❝♠ ❤♦ss③úsá❣ú s③❛❦❛s③♦❦✳ ❍á♥② ❦ü❧ö♥❜ö③➤ ❡❣②❡♥❧➤s③árú ❤ár♦♠s③ö❣❡t ❦és③ít✲

❤❡tü♥❦ ❛ ♠❡❣❛❞♦tt ❤♦ss③úsá❣ú s③❛❦❛s③♦❦❜ó❧❄ ❬✷❪

❊❣② ❡❣②❡♥❧➤s③árú ❤ár♦♠s③ö❣ ❦ét ❡❣②❡♥❧➤ ❤♦ss③úsá❣ú ♦❧❞❛❧❧❛❧ r❡♥❞❡❧❦❡③✐❦✳ ▲❡❣②❡♥ s③ár❛❦

❤♦ss③❛ b✱ ❛③ ❛❧❛♣ ❤♦ss③❛ a✳ ❊❦❦♦r✿

a = 1 ❛❧❛♣ú ❡❣②❡♥❧➤s③árú ❤ár♦♠s③ö❣❡❦✿ (1; 1; 1), (1; 2; 2), (1; 3; 3), (1; 4; 4)❀

a = 2 ❛❧❛♣ú ❡❣②❡♥❧➤s③árú ❤ár♦♠s③ö❣❡❦✿ (2; 2; 2), (2; 3; 3), (2; 4; 4)❀

a = 3 ❛❧❛♣ú ❡❣②❡♥❧➤s③árú ❤ár♦♠s③ö❣❡❦✿ (3; 2; 2), (3; 3; 3), (3; 4; 4)❀

a = 4 ❛❧❛♣ú ❡❣②❡♥❧➤s③árú ❤ár♦♠s③ö❣❡❦✿ (4; 3; 3), (4; 4; 4)✳

❚❡❤át öss③❡s❡♥ ✶✷ ❦ü❧ö♥❜ö③➤ ❡❣②❡♥❧➤s③árú ❤ár♦♠s③ö❣ ❦és③ít❤❡t➤ ❛③ ❛❞♦tt s③❛❦❛s③♦❦❜ó❧✳

✸✳ ❑ét s③á♠ öss③❡s③♦r③ás❛❦♦r ♥é❤á♥② s③á♠❥❡❣②❡t ❝s✐❧❧❛❣❣❛❧ ✭✯✮ ❤❡❧②❡tt❡sít❡ttü♥❦✱ és ♠❡❣❦❛♣t✉❦

❛③ ❡r❡❞♠é♥②t✳ ❍❡❧②❡tt❡sítsü❦ ✈✐ss③❛ ❛ ❝s✐❧❧❛❣♦❦ ❤❡❧②ér❡ ❛ ♠❡❣❢❡❧❡❧➤ s③á♠❥❡❣②❡❦❡t✦ ❬✷❪

❆③ ❡❣②s③❡r➯sé❣ ❦❡❞✈éért ❝s❡ré❧❥ü❦ ❧❡ ❛ ❝s✐❧❧❛❣♦❦❛t ❛ ❧❛t✐♥ á❜é❝é ❜❡t➯✐r❡✳

✷✳✶✳ á❜r❛✳ ❑ét s③á♠ öss③❡s③♦r③ás❛ ✭✯✮

❊❧➤s③ör ✐s 3 + 2 = 5✱ t❡❤át ❛③ l = 5 ✈❛❣② l = 6✳ ❆ h = 1✳

▼✐✈❡❧ ❛ h2k5 s③á♠ ❛③ a1b s③á♠ ✸✲♠❛❧ ✈❛❧ó s③♦r③❛tá♥❛❦ ❛③ ❡r❡❞♠é♥②❡✱ ✐♥♥❡♥ ❦❛♣❥✉❦✱ ❤♦❣② ❛

b = 5✳

❆ d3e s③á♠ ❛③ a15 s③á♠ ✷✲✈❡❧ ✈❛❧ó s③♦r③❛tá♥❛❦ ❛③ ❡r❡❞♠é♥②❡✱ t❡❤át e = 0✱ í❣② ❛③ n ✐s ✵✲✈❛❧

✶✶



✷✳✷✳ á❜r❛✳ ❑ét s③á♠ öss③❡s③♦r③ás❛ ✭❧❛t✐♥ ❜❡t➯❦✮

❡❣②❡♥❧➤✳

▼✐✈❡❧ ❛③ ✶✷❦✺ s③á♠ ❛③ a15 és ❛ ✸ s③♦③❛tá♥❛❦ ❛③ ❡r❡❞♠é♥②✱ ✐♥♥❡♥ ❦❛♣❥✉❦✱ ❤♦❣② k = 4✳

❍❛ k ✹✲❡❧ ❡❣②❡♥❧➤✱ ❛❦❦♦r ❛③ a = 4✱ ♠✐✈❡❧ ❛③ ✶✷✹✺ s③á♠♦t ❛③ a15 és ❛ ✸ s③♦r③❛t❛✳

▼✐✈❡❧ ❛ d30 ❛ ✹✶✺✲ös s③á♠ és ❛ ✷ s③♦r③❛tá♥❛❦ ❛③ ❡r❡❞♠é♥②❡✱ ❛❦❦♦r d ❝s❛❦ ✽ ❧❡❤❡t✳

❆③ m ❝s❛❦ ✺ ❧❡❤❡t✱ ♠✐✈❡❧ 8 + 2 + 5 = 15✳

❆③ f + 4 + 1 ̸= 18✱ ❛③❛③ f + 4 + 1 = 8✱ ❡③ért f = 3✳

❆ 3 + g = 3✱ t❡❤át g = 0✳

❆③ ✉t♦❧só ✐s♠❡r❡t❧❡♥ ❛ ❝✱ ❛♠✐ ❝s❛❦✐s ✽✲❝❛❧ ❧❡❤❡t ❡❣②❡♥❧➤✳

✷✳✸✳ á❜r❛✳ ❑ét s③á♠ öss③❡s③♦r③ás❛ ✈é❣❡r❡❞♠é♥②

✹✳ ❆③ a s③á♠ ✷✺✪✲❦❛❧ ♥❛❣②♦❜❜✱ ♠✐♥t ❛ b s③á♠✳ ❍á♥② s③á③❛❧é❦❦❛❧ ❧❡s③ ❦✐s❡❜❜ ❛ b s③á♠ ❛③ ❛

s③á♠❤♦③ ✈✐s③♦♥②ít✈❛❄ ❬✷❪

▼✐✈❡❧ ❛③ a s③á♠ ✷✺✪✲❦❛❧ ♥❛❣②♦❜❜ ❛ b s③á♠♥á❧ ❢❡❧ír❤❛tó ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❡❣②❡♥❧➤sé❣✿

a = b+ b
100 · 25 = b+ b

4 = 5
4b✳

❚❡❤át

b = 4
5b ✈❛❣② b

a
= 4

5 ✳

✶✷



❱❛❣②✐s ❛ b s③á♠ ❛③ a s③á♠♥❛❦ ❛ 4
5 ✲ét t❡s③✐ ❦✐✱ ❛♠✐ 4

5 · 100 = 80%✳ ❊③ért ❛ b s③á♠ 20%✲❦❛❧

❦✐s❡❜❜✱ ♠✐♥t ❛③ a s③á♠✳

✺✳ ▼✐♥❞❡♥ ♣♦♥t ❛③ ❡❣②❡♥❡s❡♥ ❦é❦ ✈❛❣② ♣✐r♦s s③í♥➯r❡ ✈❛♥ ❢❡st✈❡✳ ❇✐③♦♥②íts✉❦ ❜❡✱ ❤♦❣② ❡③❡♥ ❛③

❡❣②❡♥❡s❡♥ t❛❧á❧❤❛tó ❤ár♦♠ ❦ü❧ö♥❜ö③➤ ♣♦♥t ❛③ ❆✱ ❇✱ ❈ ✉❣②❛♥❛③③❛❧ ❛ s③í♥♥❡❧ ✈❛♥♥❛❦ ❢❡st✈❡✱ és

ú❣② ❤❡❧②❡③❦❡❞♥❡❦ ❡❧✱ ❤♦❣② ❛ ❇ ❛③ ❆❈ s③❛❦❛s③ ❢❡❧❡③➤♣♦♥t❥❛✳ ❬✷❪

❚❡❣②ü❦ ❢❡❧✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❡♥ ♣♦♥t ❛③ ❡❣②❡♥❡s❡♥ ❦é❦ ✈❛❣② ♣✐r♦s s③í♥➯✳ ❆③ á❧❧ítást ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤

❧é♣és❡❦❦❡❧ ❜✐③♦♥②ít❥✉❦✿

✭❛✮ ❱é❣t❡❧❡♥ s♦❦ ♣♦♥t ✈❛♥ ❛③ ❡❣②❡♥❡s❡♥✿

❆③ ❡❣②❡♥❡s ♠✐♥❞❡♥ ♣♦♥t❥❛ ❦é❦ ✈❛❣② ♣✐r♦s✱ és ♠✐✈❡❧ ✈é❣t❡❧❡♥ s♦❦ ♣♦♥t ✈❛♥ ❛③ ❡❣②❡♥❡s❡♥✱

❜✐③t♦s❛♥ ✈❛♥♥❛❦ ✈é❣t❡❧❡♥ s♦❦ ❦é❦ és ✈é❣t❡❧❡♥ s♦❦ ♣✐r♦s ♣♦♥t❥❛✳

✭❜✮ ❆③ á❧❧ítás ❢❡❧tét❡❧❡③és❡✿

❋❡❧tét❡❧❡③③ü❦ ❛③ ❡❧❧❡♥❦❡③➤❥ét✱ ❤♦❣② ♥✐♥❝s ❤ár♦♠ ♦❧②❛♥ ❦ü❧ö♥❜ö③➤ ♣♦♥t ❆✱ ❇✱ ❈✱ ❛♠❡❧②❡❦

✉❣②❛♥❛③③❛❧ ❛ s③í♥♥❡❧ ✈❛♥♥❛❦ ❢❡st✈❡✱ és ❛ ❇ ♣♦♥t ❛③ ❆❈ s③❛❦❛s③ ❢❡❧❡③➤♣♦♥t❥❛✳

✭❝✮ ❱✐③s❣á❧❥✉❦ ♠❡❣ ❛③ ❡❣②❡♥❡s ♠✐♥❞❡♥ ❧❡❤❡tsé❣❡s ❤ár♦♠ ♣♦♥t❥át✿

❱❡❣②ü❦ ❛③ ❡❣②❡♥❡s ❤ár♦♠ ❡❣②♠ást ❦ö✈❡t➤ ♣♦♥t❥át✱ ♠♦♥❞❥✉❦ P✱ ◗✱ és ❘✱ ❛❤♦❧ ◗ ❛ P❘

s③❛❦❛s③ ❢❡❧❡③➤♣♦♥t❥❛✳ ❍❛ ❡③❡❦ ❛ ♣♦♥t♦❦ ❦ü❧ö♥❜ö③➤ s③í♥❡❦❦❡❧ ✈❛♥♥❛❦ ❢❡st✈❡ ✭❦ét ❦é❦ és

❡❣② ♣✐r♦s✱ ✈❛❣② ❦ét ♣✐r♦s és ❡❣② ❦é❦✮✱ ❛③ ♠ár✐s ❡❧❧❡♥t♠♦♥❞ásr❛ ✈❡③❡t✳ ▼✐✈❡❧ ♠✐♥❞❡❣②✐❦

♣♦♥t ❦é❦ ✈❛❣② ♣✐r♦s✱ ❧❡❣❛❧á❜❜ ❦ét ♣♦♥t♥❛❦ ✉❣②❛♥♦❧②❛♥ s③í♥➯♥❡❦ ❦❡❧❧ ❧❡♥♥✐❡✳

✭❞✮ ❚ér❥ü♥❦ ✈✐ss③❛ ❛ ♣♦♥t♦❦ ❦ö③ött✐ tá✈♦❧sá❣♦❦❤♦③✿

❚❡❦✐♥tsü♥❦ ♥é❣② ❡❣②♠ást ❦ö✈❡t➤ ♣♦♥t♦t ❛③ ❡❣②❡♥❡s❡♥✱ ♣é❧❞á✉❧ ❆✱ ❇✱ ❈ és ❉✱ ❛❤♦❧ ❇ ❛

❆❈ ❢❡❧❡③➤♣♦♥t❥❛ és ❈ ❛ ❇❉ ❢❡❧❡③➤♣♦♥t❥❛✳ ▼✐✈❡❧ ♠✐♥❞❡♥ ♣♦♥t ✈❛❣② ❦é❦ ✈❛❣② ♣✐r♦s✱ ❦ét

❡❣②♠ást ❦ö✈❡t➤ ♣♦♥t ❜✐③t♦s❛♥ ❛③♦♥♦s s③í♥➯ ❧❡s③✳

✭❡✮ Pé❧❞á❦ és ❡❧❧❡♥♣é❧❞á❦ ❦❡r❡sés❡✿

❍❛ ❆ és ❈ ❛③♦♥♦s s③í♥➯✱ ❛❦❦♦r ❇ ✭❛ ❢❡❧❡③➤♣♦♥t✮ ✉❣②❛♥❡③❡♥ s③í♥♥❡❧ ❦❡❧❧ r❡♥❞❡❧❦❡③♥✐❡✱

❤♦❣② ♥❡ ❧❡❣②❡♥ ❡❧❧❡♥t♠♦♥❞ás✳ ❯❣②❛♥❛❦❦♦r✱ ❤❛ ❇ és ❉ ✐s ✉❣②❛♥♦❧②❛♥ s③í♥➯❡❦✱ ❛❦❦♦r ❈ ✭❛

❢❡❧❡③➤♣♦♥t✮ ✐s ✉❣②❛♥❡③❡♥ s③í♥♥❡❧ ❦❡❧❧ r❡♥❞❡❧❦❡③♥✐❡✳

❊③❡❦ ❛❧❛♣❥á♥ ❜ár♠❡❧②✐❦ ❤ár♦♠ ♣♦♥t ❡s❡té♥✱ ❛♠❡❧②❡❦ ❦ö③é♣♣♦♥t❦é♥t ❡❣② ♠ás✐❦ ♣♦♥t♦t t❛r✲

t❛❧♠❛③♥❛❦✱ ♠✐♥❞✐❣ t❛❧á❧✉♥❦ ❤ár♦♠ ❛③♦♥♦s s③í♥➯ ♣♦♥t♦t✱ ❛♠❡❧②❡❦ ❡❣② s③❛❦❛s③ ❢❡❧❡③➤♣♦♥t❥át ✐s

♠❛❣✉❦❜❛♥ ❢♦❣❧❛❧❥á❦✳

❊③ért ♠✐♥❞✐❣ ❧ét❡③✐❦ ❤ár♦♠ ❦ü❧ö♥❜ö③➤ ♣♦♥t ❛③ ❡❣②❡♥❡s❡♥✱ ❛♠❡❧②❡❦ ❛③♦♥♦s s③í♥➯❡❦ és ❦ö③ü❧ü❦

❛③ ❡❣②✐❦ ♣♦♥t ❛ ♠ás✐❦ ❦ét ♣♦♥t á❧t❛❧ ♠❡❣❤❛tár♦③♦tt s③❛❦❛s③ ❢❡❧❡③➤♣♦♥t❥❛✳ ❊③ ❜✐③♦♥②ít❥❛ ❛③

á❧❧ítást✳

✷✳✸✳ ❢❡❧❛❞❛ts♦r

✶✳ ■s♠❡rt✱ ❤♦❣② ac+ ad+ bc+ bd = 68 és c+ d = 4✳ ▼❡♥♥②✐✈❡❧ ❧❡s③ ❡❣②❡♥❧➤ ❛③ a+ b+ c+ d❄ ❬✸❪

❆❧❛❦íts✉❦ át ❛③ ac+ ad+ bc+ bd = 68 ❡❣②❡♥❧❡t ❜❛❧ ♦❧❞❛❧át✿

✶✸



ac+ ad+ bc+ bd = a(c+ d) + b(c+ d) = (c+ d)(a+ b)

(c+ d)(a+ b) = 68

▼✐✈❡❧ t✉❞❥✉❦✱ ❤♦❣② ❛ c+ d = 4✱ ❡③ért

4 · (a+ b) = 68

a+ b = 68 : 4 = 17

■♥♥❡♥ ❦❛♣❥✉❦✱ ❤♦❣② ❛③ a+ b+ c+ d = (a+ b) + (c+ d) = 17 + 4 = 21✳

✷✳ ❆ ❣②❡r❡❦❡❦ ✶✵✵ ❦❣ ❣♦♠❜át ❣②➯❥tött❡❦✱ ❛♠❡❧②♥❡❦ ❛ ♥❡❞✈❡ssé❣t❛rt❛❧♠❛ ✾✾✪✱ ♠❛❥❞ ♠❡❣s③árí✲

t♦ttá❦ ➤❦❡t ✾✽✪✲r❛✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ♠❡❣s③árít♦tt ❣♦♠❜❛ tö♠❡❣❡❄ ❬✷❪

▼✐✈❡❧ ❛ ❦❡③❞❡t✐ ❣♦♠❜❛ ♥❡❞✈❡ssé❣t❛rt❛❧♠❛ ✾✾✪ ✈♦❧t✱ ❛③❛③ ❛ ❣♦♠❜❛ ✾✾✪✲❛ ✈í③ ✈♦❧t✱ í❣② ❛ ❣♦♠❜❛

✭❛♠❡❧② ❛ ❣♦♠❜❛ s③árítás❛ ✉tá♥ ♠❛r❛❞✮ tö♠❡❣❡ ✶✪ ✈♦❧t✳ ❚❡❤át ❛ ✶✵✵ ❦❣✲♦s ❣②➯❥tött ❣♦♠❜❛

tö♠❡❣❡✿ 100 · 1
100 = 1 ❦❣✳

❆③ á❧❧ítás s③❡r✐♥t ❛ ❣♦♠❜át ♠❡❣s③árít♦ttá❦✱ í❣② ❛ ♥❡❞✈❡ssé❣t❛rt❛❧♦♠ ✾✽✪ ❧❡tt✳ ❆ ❣♦♠❜❛ tö✲

♠❡❣❡ ✶ ❦❣✱ ❛♠✐ ❛ s③árít♦tt ❣♦♠❜á❦ tö♠❡❣é♥❡❦ ✷✪✲❛✳ ❍❛ ❛ ❣♦♠❜❛ tö♠❡❣❡ ✶ ❦❣✱ és ❡③ ✷✪✲❛ ❛

s③árít♦tt ❣♦♠❜á❦ tö♠❡❣é♥❡❦✱ ❛❦❦♦r ❛ s③árít♦tt ❣♦♠❜á❦ öss③tö♠❡❣❡ ① ❦❣✱ ❛❤♦❧ ① ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤

❡❣②❡♥❧❡tt❡❧ s③á♠♦❧❤❛tó✿

0, 02x = 1

❊❜❜➤❧ ❦❛♣❥✉❦✱ ❤♦❣②✿

x = 1
0,02 = 50

❚❡❤át ❛ ♠❡❣s③ár❛❞t ❣♦♠❜❛ tö♠❡❣❡ ✺✵ ❦❣✳

✸✳ ❍❛tár♦③③✉❦ ♠❡❣ ❛③t ❛③ a ♣❛r❛♠ét❡r érté❦❡t✱ ❛♠❡❧②r❡ ❛③ a2x− 2a = 4x− 4 ❡❣②❡♥❧❡t♥❡❦ ♥✐♥❝s

♠❡❣♦❧❞ás❛✳ ❬✷❪

❱é❣❡③③ü❦ ❡❧ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❡❦✈✐✈❛❧❡♥s át❛❧❛❦ítás♦❦❛t ❛③ ❡❣②❡♥❧❡t ❜❛❧ és ❥♦❜❜ ♦❧❞❛❧á♥✿

a2x− 2a = 4x− 4 ⇒ a2x− 4x = 2a− 4 ⇒ (a2 − 4)x = 2(a− 2)✳

❆③ ❡❣②❡♥❧❡t ❝s❛❦ ❛❦❦♦r ♥❡♠ ❧❡s③ ♠❡❣♦❧❞❤❛tó✱ ❤❛ ❛③ ❛❧á❜❜✐ ❢❡❧tét❡❧❡❦ t❡❧❥❡sü❧♥❡❦✿







(a− 2)(a+ 2) = 0,

2(a− 2) ̸= 0

◆❡♠ ♥❡❤é③ ❡❧❧❡♥➤r✐③♥✐✱ ❤♦❣② ❛③ ❡❣②❡♥❧❡tr❡♥❞s③❡r ❡❣②❡t❧❡♥ ♠❡❣♦❧❞ás❛ ❛③ a = −2✳ ◆②✐❧✈á♥✈❛❧ó✱

❤♦❣② a = −2 ❡s❡té♥ ❛③ ❡❣②❡♥❧❡t ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❛❧❛❦♦t ö❧t✐✿ 0 · x = −8 t❡❤át ♥✐♥❝s ♠❡❣♦❧❞ás❛✳

✹✳ ❆③ ABC ❤ár♦♠s③ö❣ AB ♦❧❞❛❧á♥ ❢❡❧✈❡tt❡❦ ❡❣② K ♣♦♥t♦t✳ ❆ CK s③❛❦❛s③ ♠❡ts③✐ ❛③ AM sú❧②✲

✈♦♥❛❧t ❛ P ♣♦♥t❜❛♥✱ ú❣②✱ ❤♦❣② AK = AP ✳ ❍❛tár♦③③✉❦ ♠❡❣ ❛ BK : PM ❛rá♥②át✦ ❬✷❪

❚❤❛❧és③ tét❡❧❡ és ❛③ ❛rá♥②♦s s③❛❦❛s③♦❦ tét❡❧❡ ❛❧❛♣❥á♥✿

✶✹



✷✳✹✳ á❜r❛✳ ❆❇❈ ❤ár♦♠s③ö❣

❍ú③③✉♥❦ ❡❣② ❡❣②❡♥❡st ❛③ M ♣♦♥t♦♥ ❦❡r❡s③tü❧✱ ❛♠❡❧② ♣ár❤✉③❛♠♦s ❛ CK ❡❣②❡♥❡ss❡❧✱ és ♠❡ts③✐

❛③ AB ❡❣②❡♥❡st ❛③ N ♣♦♥t❜❛♥✳ ▼✐✈❡❧ CM = MB✱ és ❛ ♣ár❤✉③❛♠♦s CK és MN ❡❣②❡♥❡✲

s❡❦ ♠❡ts③✐❦ ❛ CBA∠ ♦❧❞❛❧❛✐t✱ ❚❤❛❧és③ tét❡❧❡ s③❡r✐♥t KN = NB✳ ❊❜❜➤❧ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱ ❤♦❣②

KB = 2KN ✳

▼✐✈❡❧ ❛ ♣ár❤✉③❛♠♦s PK és MN ❡❣②❡♥❡s❡❦ ♠❡ts③✐❦ ❛ MAB∠ ♦❧❞❛❧❛✐t✱ és ❧❡✈á❣♥❛❦ ❛③ ♦❧✲

❞❛❧❛❦♦♥ AP és PM ✈❛❧❛♠✐♥t AK és KN s③❛❦❛s③♦❦❛t✱ ❛③ ✧❛rá♥②♦s s③❛❦❛s③♦❦ tét❡❧é♥❡❦✧

♠❡❣❢❡❧❡❧➤❡♥ ❢❡♥♥á❧❧ ❛③ ❛rá♥② AP : PM = AK : KN ✱ ❛♠✐❜➤❧ ✭❛③ ❛rá♥②♦ssá❣ t✉❧❛❥❞♦♥sá❣❛

❛❧❛♣❥á♥✮ ❛③ ❛rá♥② AP
AK

= PM
KN

✳ ❆ ❢❡❧tét❡❧ s③❡r✐♥t AP = AK✳ ❮❣② ✐❣❛③ ❛③ ❡❣②❡♥❧➤sé❣ 1 = PM
KN

✱

❡❜❜➤❧ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱ ❤♦❣② PM = KN ✳

❆③ ❡❧➤③➤❦❜➤❧ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦ BK : PM ❛rá♥②✿

BK : PM = 2KN : KN = 2 : 1✳

✺✳ ▲❡❤❡tsé❣❡s✲❡ ❡❣② 10× 10✲❡s ♥é❣②③❡t❡t ✷✺ ❞❛r❛❜ ❛③ á❜rá♥ ❧át❤❛tó ✜❣✉rár❛ ❢❡❧✈á❣♥✐ ❬✷❪

✷✳✺✳ á❜r❛✳ ❋✐❣✉r❛

✭❛✮ ❙③í♥❡③③ü❦ ❜❡ ❛ 10× 10✲❡s ♥é❣②③❡t❡t ❦ét s③í♥r❡ ✭s③ür❦❡ és ❢❡❤ér✮ s❛❦❦♦s ♠✐♥tá③❛t❜❛♥✿

✭❜✮ ❑ö♥♥②❡♥ ❡❧❧❡♥➤r✐③❤❡t➤✱ ❤♦❣② ❛ ♠❡❣❛❞♦tt s③í♥❡③és✐ ♠ó❞s③❡rr❡❧ ❛ 1× 1✲❡s s③ür❦❡ és ❢❡❤ér

❝❡❧❧á❦ s③á♠❛ ❡❣②❡♥❧➤✱ ❛♠✐ ✺✵✳

✭❝✮ ❆ 10 × 10✲❡s ♥é❣②③❡t ❜ár♠❡❧② ❡❧❤❡❧②❡③❦❡❞ésé✈❡❧ ✭❛ s③í♥❡③❡tt ♥é❣②③❡t ❤❛tár❛✐♥ ❜❡❧ü❧✮

t❡tr♦♠✐♥ó❜❛♥ ❛③ ❛❧á❜❜✐❛❦ ❧❡❤❡t♥❡❦✿

❼ ✈❛❣② ✸ s③ür❦❡ és ✶ ❢❡❤ér ❝❡❧❧❛ ✲ ✶✳ tí♣✉sú t❡tr♦♠✐♥ó✱

❼ ✈❛❣② ✶ s③ür❦❡ és ✸ ❢❡❤ér ❝❡❧❧❛ ✲ ✷✳ tí♣✉sú t❡tr♦♠✐♥ó✳

✶✺



✷✳✻✳ á❜r❛✳ ❙❛❦❦♦s ♠✐♥tá③❛t

✭❞✮ ❚❡❣②ü❦ ❢❡❧✱ ❤♦❣② ❛ 10×10✲❡s ♥é❣②③❡t❡t ✷✺ t❡tr♦♠✐♥ór❛ ❧❡❤❡t ❢❡❧♦s③t❛♥✐✳ ❊❦❦♦r ❛ ✭❝✮ ♣♦♥t

✜❣②❡❧❡♠❜❡✈ét❡❧é✈❡❧ ❡③❡❦ ❦ö③ött✿ ♥ ❞❛r❛❜ ✶✳ tí♣✉sú t❡tr♦♠✐♥ó és ✭✷✺ ✲ ♥✮ ❞❛r❛❜ ✷✳ tí♣✉sú

t❡tr♦♠✐♥ó ✈❛♥✱ ❛❤♦❧ ♥ ❡❣② ♥❡♠♥❡❣❛tí✈ ❡❣és③ s③á♠ ✭n ∈ N ∪ {0}✮✳

❼ ❙③á♠♦❧❥✉❦ ♠❡❣ ❛ s③ür❦❡ ❝❡❧❧á❦ s③á♠át✳ ❊❣②rés③t✱ ❛ s③ür❦❡ ❝❡❧❧á❦ s③á♠❛ ✺✵✳ ▼ásrés③t

♣❡❞✐❣✿ 3 · n+ 1 · (25− n)✳ ❚❡❤át ✐❣❛③ ❛③ ❡❣②❡♥❧➤sé❣✿ 3 · n+ 1 · (25− n) = 50✱ ❛♠✐❜➤❧

2n = 25✱ n = 12, 5 /∈ Z✳

❼ ❮❣② ❡❧❧❡♥t♠♦♥❞ás❜❛ üt❦ö③tü♥❦ ❛③③❛❧✱ ❤♦❣② n ∈ N∪{0}✳ ❊③ért ❛ ❢❡❧tét❡❧❡③ésü♥❦✱ ❤♦❣②

❛ 10× 10✲❡s ♥é❣②③❡t❡t ✷✺ t❡tr♦♠✐♥ór❛ ❧❡❤❡t ❢❡❧♦s③t❛♥✐✱ ❤❡❧②t❡❧❡♥✳

❚❡❤át ♥❡♠ ❧❡❤❡tsé❣❡s✳

✷✳✹✳ ❢❡❧❛❞❛ts♦r

✶✳ ❍❛s♦♥❧íts❛ öss③❡ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ s③á♠♦❦❛t✿ 1√
3+

√
2
és

√

5− 2
√
6✦ ❬✶❪

1√
3+

√
2
= (

√
3−

√
2)

(
√
3+

√
2)·(

√
3−

√
2)

=
√
3−

√
2

(
√
3)2−(

√
2)2

=
√
3−

√
2

3−2 =
√

(
√
3−

√
2)2 =

√

(
√
3)2 − 2

√
3
√
2 +

√

(2)2 =
√

3− 2
√
6 + 2 =

√

5− 2
√
6✳

✷✳ ❆ ❛✱❜✱❝✱❞ ❡❣és③ s③á♠♦❦ ❦✐❡❧é❣ít✐❦ ❛③ a−b
c+d

= a+b
c−d

❢❡❧tét❡❧t✳ ▲❡❤❡t✲❡ ❛③ ❛❜❝❞ s③♦r③❛t ❡❣②❡♥❧➤

✶✵✵✵✲r❡❧❄ ❬✶❪

❱✐③s❣á❧❥✉❦ ♠❡❣✱ ❤♦❣② ❧❡❤❡t✲❡ ❛③ ❛❜❝❞ s③♦r③❛t ✶✵✵✵✱ ❤❛ ❛③ ❡❣és③❡❦ ❛✱ ❜✱ ❝✱ ❞ ❦✐❡❧é❣ít✐❦ ❛③

a−b
c−d

= a+b
c+d

❢❡❧tét❡❧t✳

▲❡❣②❡♥ d ̸= ±c✱ ❛❦❦♦r (a− b)(c+d) = (a+ b)(c−d) ✈❛❣② ac+ad− bc− bd = ac−ad+ bc− bd✳

❊③ át❛❧❛❦ít❤❛tó✿ 2(ad − bd) = 0✳ ❚❡❤át ad = bc✳ ❊♥♥❡❦ ♠❡❣❢❡❧❡❧➤❡♥ ❛③ ❛❜❝❞ s③♦r③❛t ❛❧❛❦❥❛✿

abcd = (ad)(bc) = (ad)2✳

❍❛ ❢❡❧tét❡❧❡③③ü❦✱ ❤♦❣② ✈❛❧❛♠✐❧②❡♥ ❡❣és③❡❦ ❛ és ❞ ❡s❡té♥ (ad)2 = 1000 = 10
√
10

2
✱ ✈❛❣②✐s

(ad)2 = 103✳ ❊③ ❛③t ❥❡❧❡♥t✐✱ ❤♦❣② ❛③ ❡❣és③❡❦ ❛ és ❞ s③♦r③❛t❛ ❡❣②❡♥❧➤ ❦❡❧❧ ❧❡❣②❡♥ 10
√
10 ✲♥❡❧✱

❛③❛③✿ ad =
√
1000✱ ❛♠✐ ♥❡♠ ❧❡❤❡tsé❣❡s✱ ♠✐✈❡❧ ❛③ ad s③♦r③❛t♥❛❦ ❡❣és③ s③á♠♥❛❦ ❦❡❧❧❡♥❡ ❧❡♥♥✐❡✱

❞❡
√
1000 ✐rr❛❝✐♦♥á❧✐s s③á♠✳ ❊♥♥❡❦ ♠❡❣❢❡❧❡❧➤❡♥ ♥❡♠ ❧❡❤❡tsé❣❡s✱ ❤♦❣② ❛③ ❛❜❝❞ s③♦r③❛t ✶✵✵✵

❧❡❣②❡♥✳

✸✳ ❇✐③♦♥②íts❛ ❜❡✱ ❤♦❣② ❜ár♠❡❧② ♣❛r❛❧❡❧♦❣r❛♠♠át ♣♦♥t♦s❛♥ ✾ ❡❣②❡♥❧➤ s③árú ❤ár♦♠s③ö❣r❡ ❧❡❤❡t

✶✻



❢❡❧✈á❣♥✐✦ ❬✶❪

▲❡❣②❡♥ ABCD ❡❣② t❡ts③➤❧❡❣❡s ♣❛r❛❧❡❧♦❣r❛♠♠❛✳ ❍ú③③✉❦ ♠❡❣ ❛ BB′ és DD′ ♠❛❣❛ssá❣♦❦❛t✳

❏❡❧ö❧❥ü❦ t♦✈á❜❜á E✲✈❡❧ ❛ BD′ s③❛❦❛s③ ❢❡❧❡③➤♣♦♥t❥át✳

✭❛✮ ❱✐③s❣á❧❥✉❦ ♠❡❣ ❛③ AB′B ❞❡ré❦s③ö❣➯ ❤ár♦♠s③ö❣❡t✱ és ❧❡❣②❡♥ S ❛③ AB′ át❢♦❣ó ❢❡❧❡③➤✲

♣♦♥t❥❛✳ ▼✐♥t ✐s♠❡r❡t❡s✱ S1 ❛③ AB′B ❤ár♦♠s③ö❣ ❦öré írt ❦ör ❦ö③é♣♣♦♥t❥❛✳ ❮❣② AS1 =

S1B = S1B
′✱ ✈❛❣②✐s ❛③ AS1B

′ és BS1B
′ ❤ár♦♠s③ö❣❡❦ ❡❣②❡♥❧➤ s③árú❛❦✳

✷✳✼✳ á❜r❛✳ ❆❇❈❉ ♣❛r❛❧❡❧♦❣r❛♠♠❛

✭❜✮ ❱✐③s❣á❧❥✉❦ ♠❡❣ ❛ BB′E ❞❡ré❦s③ö❣➯ ❤ár♦♠s③ö❣❡t✱ és ❧❡❣②❡♥ S2 ❛ B′E át❢♦❣ó ❢❡❧❡③➤♣♦♥t✲

❥❛✳ ❮❣② ❛ BS2B
′ és BS2E ❤ár♦♠s③ö❣❡❦ ❡❣②❡♥❧➤ s③árú❛❦✳

✭❝✮ ❱✐③s❣á❧❥✉❦ ♠❡❣ ❛③ ED′D ❞❡ré❦s③ö❣➯ ❤ár♦♠s③ö❣❡t✱ és ❧❡❣②❡♥ S3 ❛③ ED át❢♦❣ó ❢❡❧❡③➤✲

♣♦♥t❥❛✳ ❮❣② ❛③ ES3D′ és DS3D′ ❤ár♦♠s③ö❣❡❦ ❡❣②❡♥❧➤ s③árú❛❦✳

✭❞✮ ❱✐③s❣á❧❥✉❦ ♠❡❣ ❛DD′C ❞❡ré❦s③ö❣➯ ❤ár♦♠s③ö❣❡t✱ és ❧❡❣②❡♥ S4 ❛ CD át❢♦❣ó ❢❡❧❡③➤♣♦♥t❥❛✳

❮❣② ❛③ DS4C
′ és DS4D

′ ❤ár♦♠s③ö❣❡❦ ❡❣②❡♥❧➤ s③árú❛❦✳

✭❡✮ ❋❡❧é♣ítés s③❡r✐♥t ❛ BB′DD′ ♥é❣②s③ö❣ té❣❧❛❧❛♣✱ és E ❛ BD′ s③❛❦❛s③ ❢❡❧❡③➤♣♦♥t❥❛✳ ❊③ért

❛ BB′E és DD′E ❞❡ré❦s③ö❣➯ ❤ár♦♠s③ö❣❡❦ ❡❣②❡♥❧➤❡❦ ✭❦ét ❜❡❢♦❣ó ❛❧❛♣❥á♥✮✳ ❊❜❜➤❧ ❦ö✲

✈❡t❦❡③✐❦✱ ❤♦❣② BE = ED′✳ ❮❣② ❛ BED′ ❤ár♦♠s③ö❣ ❡❣②❡♥❧➤ s③árú✳

❮❣② ♥②♦❧❝ ✈á❣áss❛❧ t❡ts③➤❧❡❣❡s ♣❛r❛❧❡❧♦❣r❛♠♠át ❢❡❧✈á❣❤❛t✉♥❦ ❦✐❧❡♥❝ ❡❣②❡♥❧➤ s③árú ❤ár♦♠s③ö❣✲

r❡✳ ❆ ❦é♣❡♥ ❡③❡❦❡t ✶✲t➤❧ ✾✲✐❣ ✈❛♥ s③á♠♦③✈❛✳

✹✳ ▼✐❧②❡♥ a érté❦❡❦ ❡s❡té♥ ✈❛♥ ❛③ (x2 + (2a − 1)x − 2a) · (x2 + (1 − a)x − a) = 0 ❡❣②❡♥❧❡t♥❡❦

♣♦♥t♦s❛♥ ❤ár♦♠ ❦ü❧ö♥❜ö③➤ ❣②ö❦❡❄ ❬✶❪

(x2(2a− 1)x− 2a) · (x2 + (1− a)x− a) = 0) ⇔ (x− 1)(x+ 2a)(x+ 1)(x− a) = 0 ⇔
(x− 1)(x+ 1)(x2 + ax− 2a2) = 0✳

◆②✐❧✈á♥✈❛❧ó✱ ❤♦❣② ❛ x2 + ax− 2a2 = 0 ❡❣②❡♥❧❡t ♠❡❣♦❧❞ás❛✐ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ s③á♠♦❦✿

x1 = −a−3a
2 és x2 = −a+3a

2 = a✳

❆③ ❡❣②❡♥❧❡t♥❡❦ ❛❦❦♦r és ❝s❛❦ ❛❦❦♦r ✈❛♥ ❤ár♦♠ ❦ü❧ö♥❜ö③➤ ❣②ö❦❡✱ ❤❛ t❡❧❥❡sü❧ ❛③ ❛❧á❜❜✐ ❢❡❧tét❡❧❡❦

❡❣②✐❦❡✿

✶✼





















x1 = x2

x1 ̸= 1

x1 ̸= −1



















x1 ̸= x2

x1 = 1

x2 ̸= −1



















x1 ̸= x2

x1 = −1

x2 ̸= 1



















x1 ̸= x2

x2 = 1

x1 ̸= −1



















x1 ̸= x2

x2 = −1

x1 ̸= 1.

❆❤♦❧























−2a = a

−2a = 1

−2a = −1

a = 1

a = −1

⇒























a = 0

a = − 1
2

a = 1
2

a = 1

a = −1.

▼❡❣♦❧❞ás✿ ±1✱ ± 1
2 ✱ ✵✳

✺✳ ❊❣② ✈é❣t❡❧❡♥ ✈ár♦s❜❛♥ ❛③ öss③❡s ❜❧♦❦❦ ❡❣②❢♦r♠❛ ♠ér❡t➯ ♥é❣②③❡t✳ ❊❣② ❦❡ré❦♣ár♦s ❡❧✐♥❞✉❧t ❡❣②

✉t❝❛s❛r♦❦ró❧✳ ❋é❧ ♣❡r❝ ♠ú❧✈❛ ❡❣② ♠ás✐❦ ❦❡ré❦♣ár♦s ✐♥❞✉❧t ✉tá♥❛✳ ▼✐♥❞❦❡tt❡♥ á❧❧❛♥❞ó s❡❜❡s✲

sé❣❣❡❧✱ ♣❡r❝❡♥❦é♥t ✶ ❜❧♦❦❦♥②✐t ❤❛❧❛❞♥❛❦✱ és ♠✐♥❞❡♥ ✉t❝❛s❛r❦♦♥ ❥♦❜❜r❛ ✈❛❣② ❜❛❧r❛ ❢♦r❞✉❧♥❛❦✳

❚❛❧á❧❦♦③❤❛t♥❛❦✲❡ ✈❛❧❛❤♦❧❄ ❬✶❪

❋❡ssü❦ ❛ ✈ár♦s ♥❡❣②❡❞❡✐t s❛❦❦tá❜❧❛s③❡r➯❡♥✱ ú❣② ❤♦❣② ♠✐♥❞❦ét ❦❡ré❦♣ár♦s ✐♥❞✉❧ás❛❦♦r ❥♦❜❜r❛

❡❣② ❢❡❦❡t❡ ♥❡❣②❡❞ ❧❡❣②❡♥✳ ❮❣② ❜ár♠❡❧②✐❦ ♣✐❧❧❛♥❛t❜❛♥ ♠✐♥❞❦ét ❦❡ré❦♣ár♦s ❥♦❜❜r❛ ❡❣② ❢❡❦❡t❡

♥❡❣②❡❞❞❡❧ t❛❧á❧❥❛ ♠❛❣át s③❡♠❜❡♥✳

❊③ ✈❛❧ó❜❛♥ í❣② ✈❛♥✱ ♠❡rt ♠✐♥❞❡♥ ❦❡r❡s③t❡③➤❞és❜❡♥ ✭❛③ ❡❧s➤ ✐♥❞✉❧ás✐ ♣♦♥t ❦✐✈ét❡❧é✈❡❧✮ ♠✐♥❞❡♥

❦❡ré❦♣ár♦s ❦öt❡❧❡③➤❡♥ ❡❧❢♦r❞✉❧✿

❼ ✈❛❣② ❜❛❧r❛✱ ❡❦❦♦r ❥♦❜❜r❛ t➤❧❡ ❡❣② ❢❡❦❡t❡ ♥❡❣②❡❞ ✈❛♥✱ ❛♠❡❧② ❦ü❧ö♥❜ö③✐❦ ❛ttó❧✱ ❛♠❡❧②❡t

é♣♣❡♥ ❡❧❤❛❣②♦tt❀

❼ ✈❛❣② ❥♦❜❜r❛✱ ❡❦❦♦r ❛ ❦❡ré❦♣ár♦s ♠❡❣❦❡rü❧✐ ✭❜❛❧r❛ ♠❛r❛❞✈❛ t➤❧❡✮ ✉❣②❛♥❛③t ❛ ❢❡❦❡t❡ ♥❡✲

❣②❡❞❡t✱ ❛♠❡❧②❡t é♣♣❡♥ ❡❧❤❛❣②♦tt✳

✭❛✮ ❆ ❦❡ré❦♣ár♦s♦❦ ♥❡♠ t❛❧á❧❦♦③❤❛t♥❛❦ ❡❣②❡t❧❡♥ ❦❡r❡s③t❡③➤❞és♥é❧ s❡♠✳ ❊③ ❛❜❜ó❧ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱

❤♦❣② ❛③ ❡❧s➤ ❦❡ré❦♣ár♦s ♠✐♥❞❡♥ ♣❡r❝❜❡♥ ♠❡❣❥❡❧❡♥✐❦ ❡❣② ❦❡r❡s③t❡③➤❞és♥é❧ ✭❛③ ✐♥❞✉❧ástó❧

s③á♠ít✈❛✮✱ t ✐❞➤♣♦♥t♦❦❜❛♥ (t = 1, 2, · · · )✱ ❛♠❡❧②❡❦ t❡r♠és③❡t❡s s③á♠♦❦✳ ▼✐✈❡❧ ❛ ♠ás♦✲

❞✐❦ ❦❡ré❦♣ár♦s ❢é❧ ♣❡r❝❝❡❧ ❛③ ❡❧s➤ ✉tá♥ ✐♥❞✉❧ és á❧❧❛♥❞ó ✶ ♣❡r❝ s❡❜❡ssé❣❣❡❧ ❤❛❧❛❞✱ í❣② ❛

❦❡r❡s③t❡③➤❞és❡❦♥é❧ ❛③ ✐❞➤♣♦♥t♦❦❜❛♥ t+0, 5 (t = 1, 2, · · · ) ❥❡❧❡♥✐❦ ♠❡❣✱ ❛♠❡❧②❡❦ ♥❡♠ t❡r✲

♠és③❡t❡s s③á♠♦❦✳ ❊③ért ♥✐♥❝s ♦❧②❛♥ ✐❞➤♣♦♥t✱ ❛♠✐❦♦r ❛ ❦❡ré❦♣ár♦s♦❦ ❡❣②s③❡rr❡ ❧❡♥♥é♥❡❦

❛ ❦❡r❡s③t❡③➤❞és❡❦♥é❧✳

✭❜✮ ▼✐✈❡❧ ❛ ❦❡ré❦♣ár♦s♦❦ ❛③♦♥♦s s❡❜❡ssé❣❣❡❧ és ❢é❧ ♣❡r❝ ❦ü❧ö♥❜sé❣❣❡❧ ❤❛❧❛❞♥❛❦✱ ❡❣②✐❦ü❦

s❡♠ ér❤❡t✐ ✉t♦❧ ❛ ♠ás✐❦❛t✿ ❛ ❦❡r❡s③t❡③➤❞és♥é❧ ❡③ ♥❡♠ törté♥❤❡t ♠❡❣✱ ❛❤♦❣②❛♥ ❦♦rá❜❜❛♥

❜✐③♦♥②ít♦tt✉❦❀ ❡❣② ♥❡❣②❡❞ ❦ö③❡♣é♥ s❡♠ törté♥❤❡t ❡③ ♠❡❣✱ ♠❡rt ❛③ ❡❧❧❡♥❦❡③➤ ❢❡❧tét❡❧❡③és és

❛③ ❛③♦♥♦s s❡❜❡ssé❣❣❡❧ ✈❛❧ó ❤❛❧❛❞ás ❢❡❧tét❡❧❡ s③❡r✐♥t ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❦❡r❡s③t❡③➤❞és♥é❧ ❡❣②s③❡rr❡

❧❡♥♥é♥❡❦ ❥❡❧❡♥✱ ❛♠✐ ❧❡❤❡t❡t❧❡♥✳

✶✽



✭❝✮ ❚❡❤át✱ ❤❛ ❛ ❦❡ré❦♣ár♦s♦❦ t❛❧á❧❦♦③❤❛t♥❛❦✱ ❛❦❦♦r ❝s❛❦ ❡❣② ♥❡❣②❡❞ ❦ö③❡♣é♥✱ és ❝s❛❦ ❛❦❦♦r✱

❤❛ ❡❣②♠áss❛❧ s③❡♠❜❡♥ ❤❛❧❛❞♥❛❦✳ ❉❡ ❡③ ✉tó❜❜✐ ✐s ❧❡❤❡t❡t❧❡♥✱ ♠❡rt ❡❜❜❡♥ ❛③ ❡s❡t❜❡♥ ❛③

❡❣②✐❦ü❦ s③á♠ár❛ ❛ ❢❡❦❡t❡ ♥❡❣②❡❞ ❜❛❧r❛✱ ❛ ♠ás✐❦✉❦ s③á♠ár❛ ♣❡❞✐❣ ❥♦❜❜r❛ ❧❡♥♥❡✳

✷✳✺✳ ❢❡❧❛❞❛ts♦r

✶✳ ❆❞♦tt✱ ❤♦❣② x2

2+ y2

2

≤ (x+y)2

2 ✳ ❇✐③♦♥②íts✉❦ ❜❡✱ ❤♦❣② x+ y = 1✦ ❬✶❪

x2 + y2 + 1
2 ≤ x+ y ⇔ 4x2 + 4y2 + 2 ≤ 4x+ 4y ⇔ 4x2 − 4x+ 1 + 4y2 − 4y + 1 ≤ 0 ⇔

(2x− 1)2 + (2y − 1)2 ≤ 0 ⇔ (2x− 1)2 + (2y − 1)2 = 0 ⇔







2x− 1 = 0

2y − 1 = 0
⇔ x+ y = 1.

✷✳ ❖❧❞❥✉❦ ♠❡❣ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❡❣②❡♥❧❡t❡t✦ ❬✶❪

|x2 + 4x+ 2| = 5x+16
3

❍❛ ❛③ 5x+16
3 < 0✱ ❛❦❦♦r ❛③ ❡❣②❡♥❧❡t♥❡❦ ♥✐♥❝s ♠❡❣♦❧❞ás❛✱ ♠✐✈❡❧ ❡❜❜❡♥ ❛③ ❡s❡t❜❡♥ ❛③ ❡❣②❡♥❧❡t

❜❛❧ ♦❧❞❛❧❛ ♥❡♠♥❡❣❛tí✈✱ ♠í❣ ❛ ❥♦❜❜ ♦❧❞❛❧❛ ♥❡❣❛tí✈✳

▲❡❣②❡♥

5x+16
3 ≥ 0✱ ❛❦❦♦r |x2 + 4x+ 2| = 5x+16

3 ⇔



















x ≥ − 16
5 (1)

x2 + 4x+ 2 = − 5x+16
3 (2)

x2 + 4x+ 2 = 5x+16
3 (3)

❖❧❞❥✉❦ ♠❡❣ ❦ü❧ö♥ ❛③ ✭✷✮ és ✭✸✮ ❡❣②❡♥❧❡t❡❦❡t✿

x2+4x+2 = − 5x+16
3 ⇔ 3x2+12x+6 = −5x−16 ⇔ 3x2+17x+22 = 0 ⇔ 3(x+ 11

3 )(x+2) = 0✳

❆❤♦❧

x = − 11
3

x = −2

❆③♦♥❜❛♥ ❛ ❣②ö❦ö❦ ❡❣②✐❦❡ s❡ ❢❡❧❡❧ ♠❡❣ ❛③ ✭✶✮ ❢❡❧tét❡❧♥❡❦✳

x2+4x+2 = 5x+16
3 ⇔ 3x2+12x+6 = 5x+16 ⇔ 3x2+7x− 10 = 0 ⇔ 3(x+ 10

3 )(x− 1) = 0✳

❆❤♦❧

x = − 10
3

x = 1

❆③♦♥❜❛♥ ❝s❛❦ ❛③ x = 1 ❢❡❧❡❧ ♠❡❣ ❛③ ✭✶✮ ❢❡❧tét❡❧♥❡❦✳ ❮❣② ❡♥♥❡❦ ❛③ ❡❣②❡♥❧❡t♥❡❦ ❛③ ❡❣②❡t❧❡♥

❣②ö❦❡ ❛③ x = 1✳

✶✾



✷✳✽✳ á❜r❛✳ ❆❇❈❉ ♥é❣②s③ö❣

✸✳ ❆③ ❆❇❈❉ ♥é❣②s③ö❣r➤❧ ✐s♠❡rt✱ ❤♦❣② BAD∠ = CDA∠ = 60◦✱ ✈❛❧❛♠✐♥t ❛ CAD∠ = CDB∠✳

❇✐③♦♥②íts❞ ❜❡✱ ❤♦❣② AB + CD = AD✦ ❬✶❪ ❋♦❧②t❛ss✉❦ ❛③ AB és CD s③❡♠❦ö③t✐ ♦❧❞❛❧❛✐♥❛❦

♠❡❣❤♦ss③❛❜❜ítását ❛ ♠❡ts③és♣♦♥t❥✉❦✐❣ S ♣♦♥t❜❛♥✳ ▼✐✈❡❧ ❛③ ❛❞♦tt ❢❡❧tét❡❧❡❦ s③❡r✐♥t BAD∠ =

CDA∠ = 60◦✱ ❡③ért ❛③ ADS ❤ár♦♠s③ö❣ s③❛❜á❧②♦s ❤ár♦♠s③ö❣✳ ❊❜❜➤❧ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱ ❤♦❣② AS =

SD = AD✳ ❱✐③s❣á❧❥✉❦ ♠❡❣ ❛③ ADC és DSB ❤ár♦♠s③ö❣❡❦❡t✿

♠✐✈❡❧ AD = DS✱ CAD∠ = BDS∠ = α✱ és ADC∠ = DSB∠ = 60◦✱ ❡③ért ❛③ ADC és DSB

❤ár♦♠s③ö❣❡❦ ❡❣②❡♥❧➤❦ ❛③ ♦❧❞❛❧ és ❛ ♠❡❧❧é❦❡❧t s③ö❣❡❦ ❛❧❛♣❥á♥✳ ❊③ért DC = SB és AC = DB✳

▼✐✈❡❧ AS = SD és BS = CD✱ ❡③ért AS−BS = SD−CD✳ ❊❜❜➤❧ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱ ❤♦❣② AB = SC✳

▼✐✈❡❧ AD = AS✱ ❡③ért AD = AB +BS = AB + CD✳ ❚♦✈á❜❜á AC = BD✳

✹✳ ❆ P (x) = x2 + px + q ♠ás♦❞❢♦❦ú ❡❣②❡♥❧❡t ❉ ❞✐s③❦r✐♠✐♥á♥s❛ ♣♦③✐tí✈✳ ❍á♥② ❣②ö❦❡ ❧❡❤❡t ❛

P (x) + P (x+
√
D) = 0 ❡❣②❡♥❧❡t♥❡❦❄ ❬✶❪

❆ ❢❡❧tét❡❧❡❦ s③❡r✐♥t ❛ ♠ás♦❞❢♦❦ú ♣♦❧✐♥♦♠ P (x) = x2 + px+ q ❞✐s③❦r✐♠✐♥á♥s❛ D = p2?4q✳

❱✐③s❣á❧❥✉❦ ♠❡❣✱ ❤á♥② ❣②ö❦❡ ❧❡❤❡t ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❡❣②❡♥❧❡t♥❡❦✿

P = (x) + P (x+
√
D) = 0✳ ✭✶✮

❚❡❦✐♥tsü❦ ♠❡❣ ❛③ ❡❣②❡♥❧❡t ❜❛❧ ♦❧❞❛❧át✿

P (x)+P (x+
√
D) = x2+px+q+(x+

√
D)2+p(x+

√
D)+q = 2x2+2x(p+

√
D)+D+p

√
D+2q✳

❆❦❦♦r ❛ ✭✶✮ ♠ás♦❞❢♦❦ú ❡❣②❡♥❧❡t D∗ ❞✐s③❦r✐♠✐♥á♥s❛ ❡❣②❡♥❧➤✿

D∗ = 4(p+
√
d)2−8(D+p

√
D+2q) = 4p2+8p

√
D+4D−8D−8p

√
D−16q = 4p2−4D−16q =

4(p2 − 4q)− 4D = 4D − 4D = 0✳

▼✐✈❡❧ ❛ D∗ = 0✱ ❡③ért ❛③ ❡❣②❡♥❧❡t♥❡❦ ❦ét ❣②ö❦❡ ✈❛♥✿

x1 = x2 = −2(p+
√
D)

4 = −p+
√

p2−4q

2 ✳

❚❡❤át ❛ ♠ás♦❞❢♦❦ú ♣♦❧✐♥♦♠ P (x) = x2+px+q ❞✐s③❦r✐♠✐♥á♥s❛ ♣♦③✐tí✈✱ ❛❦❦♦r ❛ P (x)+P (x+
√
D = 0) ❡❣②❡♥❧❡t♥❡❦ ♠✐♥❞✐❣ ✈❛♥ ❡❣② ✈❛❧ós ❣②ö❦❡✿

x = −p+
√

p2−4q

2 ✭❞✉♣❧❛ ❣②ö❦✮✳

✺✳ ❆③ 1, 2, 3, · · · , 25 s③á♠♦❦❛t 5× 5 ös ♥é❣②③❡t❡s tá❜❧á③❛t❜❛ ❤❡❧②❡③tü❦ ❡❧ ú❣②✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❡♥ s♦r✲

✷✵



❜❛♥ ❛ s③á♠♦❦❛t ♥ö✈❡❦✈➤ s♦rr❡♥❞❜❡♥ ❤❡❧②❡③tü❦ ❡❧✳ ▼✐ ❧❡❤❡t ❛ ❧❡❣❦✐s❡❜❜ érté❦❡ ❛③ ✸✳ ♦s③❧♦♣❜❛♥

❧é✈➤ s③á♠♦❦ öss③❡❣é♥❡❦❄ ❬✶❪

❆ ❢❡❧❛❞❛t ❢❡❧tét❡❧❡ s③❡r✐♥t ❛③ 1, 2, 3, · · · , 25 s③á♠♦❦❛t ❡❣② 5× 5✲ös ♥é❣②③❡t❡s tá❜❧á③❛t❜❛♥ ❦❡❧❧

❡❧❤❡❧②❡③♥✐ ú❣②✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❡♥ ❡❣②❡s ✭✐✲❡❞✐❦✮ s♦r❜❛♥ ❛ s③á♠♦❦ (ai, bi, ci, di, ei) ♥ö✈❡❦✈➤ s♦rr❡♥❞✲

❜❡♥ ❧❡❣②❡♥❡❦ (ai < bi < ci < di < ei)✳ ❏❡❧ö❧❥ü❦ ❙✲s❡❧ ❛♥♥❛❦ ❛ ❧❡❣❦✐s❡❜❜ érté❦♥❡❦ ❛③ öss③❡❣ét✱

❛♠❡❧②❡t ❛ ❤❛r♠❛❞✐❦ ♦s③❧♦♣❜❛♥ ❧é✈➤ s③á♠♦❦ (c1+c2+c3+c4+c5) öss③❡❣❡ ❛❞ ❦✐ ❛ tá❜❧á③❛t❜❛♥✳

❆ ❧❡❣❦✐s❡❜❜ ❧❡❤❡tsé❣❡s s③á♠ ❛③ ci✲❡❞✐❦ s♦r ❤❛r♠❛❞✐❦ ❤❡❧②ér❡ ✭❛③ ✶ és ✷✺ ❦ö③ött✐ s③á♠♦❦ ❦ö③ü❧✮

✷✳✾✳ á❜r❛✳ ❚á❜❧á③❛t

❛ ✸✱ ♠✐✈❡❧ ❛③ ❡❧s➤ ❦ét ♣♦③í❝✐ót ❛③ ✶ és ✷ s③á♠♦❦❦❛❧ ❦❡❧❧ ❦✐tö❧t❡♥✐✱ ♠✐✈❡❧ ❛③ ❦✐s❡❜❜✱ ♠✐♥t ❛ ✸✳

❆ ❧❡❣❦✐s❡❜❜ ❧❡❤❡tsé❣❡s s③á♠ ❛③ ci✲❡❞✐❦ s♦r ❤❛r♠❛❞✐❦ ❤❡❧②ér❡ ✭❛ ✹ és ✷✺ ❦ö③ött✐ s③á♠♦❦ ❦ö③ü❧✮

❛ ✻✱ ♠✐✈❡❧ ❛③ ❡❧s➤ ❦ét ♣♦③í❝✐ót ❛ ✹ és ✺ s③á♠♦❦❦❛❧ ❦❡❧❧ ❦✐tö❧t❡♥✐✱ ♠✐✈❡❧ ❛③ ❦✐s❡❜❜✱ ♠✐♥t ❛ ✻✳

❆ ❧❡❣❦✐s❡❜❜ ❧❡❤❡tsé❣❡s s③á♠ ❛③ ci✲❡❞✐❦ s♦r ❤❛r♠❛❞✐❦ ❤❡❧②ér❡ ✭❛ ✼ és ✷✺ ❦ö③ött✐ s③á♠♦❦ ❦ö③ü❧✮

❛ ✾✱ ♠✐✈❡❧ ❛③ ❡❧s➤ ❦ét ♣♦③í❝✐ót ❛ ✼ és ✽ s③á♠♦❦❦❛❧ ❦❡❧❧ ❦✐tö❧t❡♥✐✱ ♠✐✈❡❧ ❛③ ❦✐s❡❜❜✱ ♠✐♥t ❛ ✾✳

❆ ❧❡❣❦✐s❡❜❜ ❧❡❤❡tsé❣❡s s③á♠ ❛③ ci✲❡❞✐❦ s♦r ❤❛r♠❛❞✐❦ ❤❡❧②ér❡ ✭❛ ✶✵ és ✷✺ ❦ö③ött✐ s③á♠♦❦ ❦ö③ü❧✮

❛ ✶✷✱ ♠✐✈❡❧ ❛③ ❡❧s➤ ❦ét ♣♦③í❝✐ót ❛ ✶✵ és ✶✶ s③á♠♦❦❦❛❧ ❦❡❧❧ ❦✐tö❧t❡♥✐✱ ♠✐✈❡❧ ❛③ ❦✐s❡❜❜✱ ♠✐♥t ❛

✶✷✳

❆ ❧❡❣❦✐s❡❜❜ ❧❡❤❡tsé❣❡s s③á♠ ❛③ ci✲❡❞✐❦ s♦r ❤❛r♠❛❞✐❦ ❤❡❧②ér❡ ✭❛ ✶✸ és ✷✺ ❦ö③ött✐ s③á♠♦❦ ❦ö③ü❧✮

❛ ✶✺✱ ♠✐✈❡❧ ❛③ ❡❧s➤ ❦ét ♣♦③í❝✐ót ❛ ✶✸ és ✶✹ s③á♠♦❦❦❛❧ ❦❡❧❧ ❦✐tö❧t❡♥✐✱ ♠✐✈❡❧ ❛③ ❦✐s❡❜❜✱ ♠✐♥t ❛

✶✺✳

▼✐✈❡❧ ❛ tá❜❧á③❛t ❦✐tö❧tés❡ s♦rá♥ ✭❛ ❢❡❧❛❞❛t ❢❡❧tét❡❧❡✐♥❡❦ ♠❡❣❢❡❧❡❧➤❡♥✮ ♠✐♥❞❡♥ s♦r ❤❛r♠❛❞✐❦

❤❡❧②ér❡ ❛ ❧❡❤❡tsé❣❡s ❧❡❣❦✐s❡❜❜ s③á♠♦t ✈á❧❛s③t♦tt✉❦✱ ❛ ❤❛r♠❛❞✐❦ ♦s③❧♦♣❜❛♥ ❧é✈➤ s③á♠♦❦ ❧❡❣❦✐✲

s❡❜❜ öss③érté❦❡ ❛③ ❡♠❧ít❡tt s③á♠♦❦ öss③❡❣❡✿ ✸✱ ✻✱ ✾✱ ✶✷ és ✶✺✳

❚❡❤át S = 3 + 6 + 9 + 12 + 15 = 45✳

✷✳✻✳ ❢❡❧❛❞❛ts♦r

✶✳ ❆③ f(x) ❢ü❣❣✈é♥② ❛❧❛❦❥❛ ax+b
cx+d

✱ ❛❤♦❧ a, b, c, d s③á♠♦❦✳ ❆❞♦tt✱ ❤♦❣② f(0) = 1✱ f(1) = 0✱ f(2) = 3✳

▼❡♥♥②✐ f(3) érté❦❡❄ ❬✶❪

❆③ f(x) ❢ü❣❣✈é♥② ❛❧❛❦❥❛ ax+b
cx+d

✱ ❛❤♦❧ a, b, c, d s③á♠♦❦✳ ❚✉❞❥✉❦✱ ❤♦❣② ❛③ f(0) = 1✱ f(1) = 0✱

f(2) = 3✳

▼✐✈❡❧ f(0) = b
d
= 1 ❡❣②❡♥❧➤✱ ❡③ért ❛ d = b✱ és í❣② ❛③ f(x) ❢ü❣❣✈é♥② ❢❡❧ír❤❛tó ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤

❢♦r♠á❜❛♥✿

✷✶



f(x) = ax+b
cx+b

✳

▼✐✈❡❧ f(1) = a+b
c+b

= 0✱ és b = −a í❣②

f(x) = ax−a
cx−a

✳

❍❛s♦♥❧ó❦é♣♣❡♥✱ ❛③ f(2) = 2a−a
ac−a

= 3 ❢ü❣❣✈é♥②r❡ ✈♦♥❛t❦♦③ó ❢❡❧tét❡❧❜➤❧ ❦❛♣❥✉❦✱ ❤♦❣② a =

6c− 3a✳ ■♥♥❡♥ c = 2
3a✳

❊③ért ❛③ f(x) ❢ü❣❣✈é♥②t ❢❡❧ír❤❛t❥✉❦ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤❦é♣♣❡♥✿

f(x) = ax−a
2
3ax−a

= a(x−1)

a( 2
3x−1)

= x−1
2
3x−1

= 3(x−1)
2x−3 ✳

❆ ♠❡❣❛❞♦tt ❢❡❧tét❡❧❡❦ ♠❡❧❧❡tt ❛③ a ♥❡♠ ❧❡❤❡t ✵✳ ❱❛❧ó❜❛♥✱ ❛③ ❡❧❧❡♥tét❡s ❢❡❧tét❡❧❡③és❜➤❧ ❛ ❦ö✲

✈❡t❦❡③➤ ❢❡❧tét❡❧❡❦❡t ❦❛♣❥✉❦✿ 1 = b
d
✱ 0 = b

c+d
✱ 3 = b

3c+d
✱ ❛♠❡❧②❡❦ ❡❣②s③❡rr❡ ♥❡♠ t❡❧❥❡sü❧❤❡t♥❡❦✳

❊♥♥❡❦ ♠❡❣❢❡❧❡❧➤❡♥✿

f(3) = 3(3−1)
2·3−3 = 2✳

✷✳ ❇✐③♦♥②íts❛ ❜❡✱ ❤♦❣② ❤❛ cosx ̸= 0✱ ❛❦❦♦r | cos2x+3
cosx

| ≥ 4✳ ❬✶❪

▼✐✈❡❧ ❜ár♠❡❧② ✈❛❧ós x ❡s❡té♥ ér✈é♥②❡s ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❛③♦♥♦ssá❣ cos2x = 2cos2x− 1✱ ❡③ért

| cos2x+3
cosx

| = | 2cos2x−1+3
cosx

| = | 2cos2x+2
cosx

| = 2 · | cos2x+1
cosx

| = 2 · |cosx+ 1
cosx

| = 2(|cosx|+ 1
|cosx| )✳

▼✉t❛ss✉❦ ♠❡❣✱ ❤♦❣② ∀x ̸= π
2 + πk, k ∈ Z t❡❧❥❡sü❧ ❛③ ❡❣②❡♥❧➤t❧❡♥sé❣ |cosx| + 1

cosx
≥ 2✳ ▼✐✈❡❧

cosx ̸= 0✱ ❡③ért

|cosx|+ 1
cosx

≥ 2 ⇔ |cosx|2 − 2|cosx|+ 1 ≥ 0 ⇔ (|cosx| − 1)2 ≥ 0✳

▼✐✈❡❧ ❛③ ✉t♦❧só ❡❣②❡♥❧➤t❧❡♥sé❣ (|cosx| − 1)2 ≥ 0 ✐❣❛③✱ í❣② ♠❡❣á❧❧❛♣ít❤❛tó✱ ❤♦❣② ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤

❡❣②❡♥❧➤t❧❡♥sé❣ ✐s ✐❣❛③✿

| cos2x+3
cosx

| ≥ 4✱ ❛♠✐❦♦r cosx ̸= 0✳

✸✳ ❆ CH s③❛❦❛s③ ❛③ ABC ❞❡ré❦s③ö❣➯ ❤ár♦♠s③ö❣ ♠❛❣❛ssá❣❛✱ ❛♠❡❧② ❛③ AB át❢♦❣ór❛ ✈❛♥ ❤ú③✈❛✳

❆③ O1✱ O2 és O ♣♦♥t♦❦ ❛③ ACH✱ BCH✱ ABC ❤ár♦♠s③ö❣❡❦ ❜❡írt ❦ör❡✐♥❡❦ ❦ö③é♣♣♦♥t❥❛✐✳

❇✐③♦♥②íts❛ ❜❡✱ ❤♦❣② CO1 ⊥ O1O2 és CO = O1O2✦ ❬✶❪ ❊❧➤s③ör ❜✐③♦♥②íts✉❦ ❜❡✱ ❤♦❣② ❛ CO1 ⊥
O1O2✳

❊❤❤❡③ ✈✐③s❣á❧❥✉❦ ♠❡❣ ❛③ O1CO2 ❤ár♦♠s③ö❣❡t és á❧❧❛♣íts✉❦ ♠❡❣✱ ❤♦❣② ❛③ O ♣♦♥t ❡♥♥❡❦ ❛

❤ár♦♠s③ö❣♥❡❦ ❛ ♠❛❣❛ssá❣♣♦♥t❥❛✳

▲❡❣②❡♥ ❛③ ACB ❤ár♦♠s③ö❣ A ❝sú❝sá❜ó❧ ✐♥❞✉❧ó AO1 s③ö❣❢❡❧❡③➤ ❛③ O1O2C ❤ár♦♠s③ö❣ CO2

♦❧❞❛❧át ❛ K1 ♣♦♥t❜❛♥ ♠❡ts③✐✳ ❊❦❦♦r ❛③ AK1C ❤ár♦♠s③ö❣❜➤❧ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱ ❤♦❣②✿

AK1C∠ = 180◦ − CAK1∠−ACK1 = 180◦ − CAK1∠− (ACO∠+OCK1∠) =

180◦ − α
2 − (45◦ + (45◦ − α

2 )) = 90◦✳

✷✷



✷✳✶✵✳ á❜r❛✳ ❆❇❈ ❞❡ré❦s③ö❣➯ ❤ár♦♠s③ö❣

❊③ért ❛③ O1K1 ♠❛❣❛ssá❣❛ ❛③ O1O2C ❤ár♦♠s③ö❣♥❡❦✳

▲❡❣②❡♥ ❛③ ACB ❤ár♦♠s③ö❣ B ❝sú❝sá❜ó❧ ✐♥❞✉❧ó AO2 s③ö❣❢❡❧❡③➤ ❛③ O1O2C ❤ár♦♠s③ö❣ CO1

♦❧❞❛❧át ❛ K2 ♣♦♥t❜❛♥ ♠❡ts③➤✳ ❊❦❦♦r ❛③ BK2C ❤ár♦♠s③ö❣❜➤❧ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱ ❤♦❣②✿

BK2C∠ = 180◦ − CBK2∠−BCK2 = 180◦ − CBK2∠− (BCO∠+OCK2∠) =

180◦ − β
2 − (45◦ + (45◦ − β

2 )) = 90◦

❊③ért ❛③ O2K2 ♠❛❣❛ssá❣❛ ❛③ O1O2C ❤ár♦♠s③ö❣♥❡❦✳

▼✐✈❡❧ ❛③ O1K1 és O2K2 ❛③ O1CO2 ❤ár♦♠s③ö❣ ♠❛❣❛ssá❣❛✐ és ❛③♦❦ ❖ ♣♦♥t❜❛♥ ♠❡ts③✐❦ ❡❣②✲

♠ást✱ ❛ CO ❡❣②❡♥❡s ♠❡r➤❧❡❣❡s ❧❡s③ ❛③ O1O2♦❧❞❛❧r❛✳ ▼♦st ❜✐③♦♥②íts✉❦ ❜❡ ❛③ ❡❣②❡♥❧➤sé❣❡t✿

CO = O1O2✳

◆é③③ü❦ ♠♠❡❣ ❛③ OCB és O2HB ❤ár♦♠s③ö❣❡❦❡t✳

CBO∠ = HBO2∠ = β
2 ✱ OCB∠ = O2HB = 45◦✳

❆❦❦♦r

OC
CB

= O2H
HB

✱

✐♥♥❡♥

O2H = OC·HB
CB

✳

❆ COA és HO1A ❤ár♦♠s③ö❣❡❦ ❤❛s♦♥❧ósá❣á❜ó❧ OAC∠ = O1AH∠ = α
2 ✱ ACO∠ = AHO1∠ =

45◦ ✈❛❣②✐s OC
AC

= O1H
AH

✱ t❡❤át

O1H = AH·OC
AC

✳

❆③ O1HO2 ❤ár♦♠s③ö❣❜❡♥ P✐t❤❛❣♦rás③✲tét❡❧❡ ❛❧❛♣❥á♥✿

O1O2 =
√

HO2
2 +HO2

1 =
√

OC2·HB2

CB2 + AH2·OC2

AC2 = OC ·
√

HB2

CB2 + AH2

AC2 =

OC ·
√

HB2

AB·BH
+ AH2

AB·AH
= OC ·

√

HB
AB

+ AH
AB

= OC ·
√

AB
AB

= OC✳

❚❡❤át CO = O1O2✳

✷✸



✹✳ ▲ét❡③✐❦✲❡ ♦❧②❛♥ t❡r♠és③❡t❡s s③á♠ a✱ ❤♦❣② ❛ xn = n2 + 2007an+ 2006a2 s♦r♦③❛t❜❛♥ ❜ár♠❡❧②

❦ét s③♦♠s③é❞♦s ❡❧❡♠ r❡❧❛tí✈ ♣rí♠ ❧❡❣②❡♥❄ ❬✶❪

xn = n2+2007an+2006a2 = (n+2003a)(n+a)∀n ∈ N✱ ❛❦❦♦r xn+1 = (n+1+2006a)(n+a+1)✳

✭❛✮ (n+ 2006a), (n+ a), (n+ 2006a+ 1), (n+ a+ 1) ∈ N

✭❜✮ ▲◆❑❖ (n+ 2006a;n+ 2006a+ 1) = 1✱ ▲◆❑❖ (n+ a;n+ a+ 1) = 1✳

❍♦❣② ❧ét❡③✐❦✲❡ ♦❧②❛♥ t❡r♠és③❡t❡s a s③á♠✱ ❛♠❡❧②♥é❧ ❛ {xn} ❛❞♦tt t❡r♠és③❡t❡s s③á♠s♦r♦③❛t

❜ár♠❡❧② ❦ét s③♦♠s③é❞♦s ❡❧❡♠❡✱ xn és x(n + 1) ✱ r❡❧❛tí✈ ♣rí♠❡❦✱ ❡❦✈✐✈❛❧❡♥s ❛③③❛❧ ❛③③❛❧✱ ❤♦❣②

❧ét❡③✐❦✲❡ ♦❧②❛♥ t❡r♠és③❡t❡s a s③á♠✱ ❛♠❡❧②♥é❧ ♠✐♥❞❡♥ tört
x(n+1)

xn

♥❡♠ ❡❣②s③❡r➯sít❤❡t➤✳

❚❡❦✐♥t❡tt❡❧ ❛ ❢❡❧tét❡❧r❡✿

x(n+1)

xn

= (n+a+1)(n+2006a+1)
(n+a)(n+2006)

❆❦❦♦r és ❝s❛❦ ❛❦❦♦r ♥❡♠ ❡❣②s③❡r➯sít❤❡t➤✱ ❤❛

n+a+1
n+2006a és n+2006a+1

n+a

tört❡❦ ♥❡♠ ❡❣②s③❡r➯sít❤❡t➤❦✳

◆②✐❧✈á♥✈❛❧ó✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❡♥ t❡r♠és③❡t❡s a ❡s❡té♥✱ ❤❛ n = 2004a + 1 ❛ tört n+2006a+1
n+a

= 2

❡❣②s③❡r➯sít❤❡t➤✱ és ❤❛ n = 2004a− 2 ❛ tört ✐s ❡❣②s③❡r➯sít❤❡t➤ n+a+1
n+2006a = 1

2 ✳

❮❣② ❜ár♠❡❧② t❡r♠és③❡t❡s a ❡s❡té♥ ❛③ {xn} s♦r♦③❛t n = 2004a + 1✱ n = 2004a + 2 ✈❛❣②

n = 2004a− 2✱ n = 2004a− 1 ♥❡♠ r❡❧❛tí✈ ♣rí♠❡❦✳ ❊③ért ✐❧②❡♥ t❡r♠és③❡t❡s a ♥❡♠ ❧ét❡③✐❦✳

✺✳ ❊❣② ❡❣②sé❣ ♦❧❞❛❧ú ♥é❣②③❡t❜❡♥ ✷✵✵✻ s③❛❜á❧②♦s ❤ár♦♠s③ö❣❡t ❤❡❧②❡③t❡❦ ❡❧✱ ❛♠❡❧②❡❦ ❦❡rü❧❡té♥❡❦

öss③❡❣❡ ✸✵✵✳ ❇✐③♦♥②íts❛ ❜❡✱ ❤♦❣② ❧❡❣❛❧á❜❜ ❤ár♦♠ ✐❧②❡♥ ❤ár♦♠s③ö❣♥❡❦ ✈❛♥ ❦ö③ös ♣♦♥t❥❛✳ ❬✶❪

▲❡❣②❡♥ a1, a2, · · · , a2006 ❛ ❤ár♦♠s③ö❣ ❛❞♦tt ♦❧❞❛❧❛✐♥❛❦ ❤♦ss③úsá❣❛✐✳ ❆ ❤ár♦♠s③ö❣ ❦❡rü❧❡tét ❛

3ai ❦é♣❧❡tt❡❧ t✉❞❥✉❦ ♠❡❣❤❛tár♦③♥✐✱ ✐♥♥❡♥ ❦❛♣❥✉❦✱ ❤♦❣② ❛
∑2006

i=1 3ai = 300✱ t❡❤át
∑2006

i=1 ai =

100✳

❆ s③❛❜á❧②♦s ❤ár♦♠s③ö❣ t❡rü❧❡tét ❛
√
3
4 a2i ❦é♣❧❡tt❡❧ ❤❛tár♦③❤❛tó ♠❡❣✱ ❛③ öss③❡s ❤ár♦♠s③ö❣

t❡rü❧❡tét ♣❡❞✐❣
∑2006

i=1

√
3
4 a2i ❦é♣❧❡tt❡❧ s③á♠♦❧❤❛t❥✉❦ ❦✐✳

(a1 + a2 + · · ·+ an)
2 ≤ n(a21 + a22 + · · ·+ a2n)✳

❚❡❤át ( (a1+a2+···+an)
2)

n
) ≤ a21 + a22 + · · ·+ a2n✳

❋❡❧ír❤❛tó ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤✿

(100)2

2006 = 1
2006 (

∑2006
i=1 ai) ≤

∑2006
i=1 a2i ✳

(100)2

2006 ·
√
3
4 ≤ ∑2006

i=1 (a2i ·
√
3
4 ) =

∑2006
i=1 Si.

(100)2

2006 ·
√
3
4 = 10000

2006 ·
√
3
4 = 2500

√
3

2006 = 1250
√
3

1003

1250
√
3

1003 > 2 ⇔ 1250
√
3 > 2006 ⇔ 625

√
3 > 1003 ⇔ (625

√
3)2 > 10032 ⇔ 1171875 >

1006009✱ ❛❦❦♦r 2 <
∑2006

i=1 Si✳

❆③ ✉t♦❧só ❡❣②❡♥❧➤t❧❡♥sé❣❜➤❧ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱ ❤♦❣② ❧❡❣❛❧á❜❜ ❤ár♦♠ ✐❧②❡♥ ❤ár♦♠s③ö❣♥❡❦ ✈❛♥ ♥❡♠

ür❡s ♠❡ts③❡t❡✱ ❛❦❦♦r ❧❡❣❛❧á❜❜ ❤ár♦♠ ❤ár♦♠s③ö❣♥❡❦ ✈❛♥ ❦ö③ös ♣♦♥t❥❛✳

✷✹



✸✳ ▼ó❞s③❡rt❛♥✐ ❡❧❡♠③és

✸✳✶✳ ❆ ❢❡❧❛❞❛t♦❦ ❢❡❧é♣ítés❡

❆ ✈❡rs❡♥②❢❡❧❛❞❛t♦❦✱ ♦❧②❛♥ ❢❡❧❛❞❛t♦❦✱ ♠❡❧②❡❦ ♠❡❣♦❧❞ásá❤♦③ ❡❣②❡❞✐ ♠❡❣❦ö③❡❧ítés s③ü❦sé❣❡s✳ ❆

✈❡rs❡♥②❢❡❧❛❞❛t♦❦ t❛rt❛❧♠á♥❛❦ ❡❧❡♠③és❡ ❛❧❛♣❥á♥ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤❦❡t ❦❡❧❧ t❛rt❛❧♠❛③♥✐❛✿

❼ ❛ ❢❡❧❛❞❛t♦❦ ♥❡❤é③sé❣✐ s③✐♥t❥é♥❡❦ ♥ö✈❡❦❡❞és❡ ❛③ ❡❧s➤t➤❧ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤✐❣❀

❼ ❛ ❢❡❧❛❞❛t♦❦ ❛③ ✐s❦♦❧❛✐ ♠❛t❡♠❛t✐❦❛ t❛♥t❡r✈ ❛❧❛♣❥á♥ á❧❧ít❛♥❞ó öss③❡❀

❼ t❛rt❛❧♠❛③♥✐❛ ❦❡❧❧ ♠✐♥❞ ❛❧❣❡❜r❛✐✱ ♠✐♥❞ ♠ért❛♥✐ ❢❡❧❛❞❛t♦❦❛t❀

❼ ♥❡♠ ❤❛❣②♦♠á♥②♦s ❢❡❧❛❞❛t♦❦✱ ♠❡❧②❡❦ ❦✐❤í✈ást ❥❡❧❡♥t❡♥❡❦ ❛ rés③t✈❡✈➤♥❡❦✳

❆③ ✐s❦♦❧❛✐ ♠❛t❡♠❛t✐❦❛ t❛♥t❡r✈ ❛❧❛♣❥á♥ á❧❧ít❛♥❞ó öss③❡ ❛ ✈❡rs♥②❢❡❧❛❞❛t♦❦✱ ♣é❧❞á✉❧ ❛③ ✺✳ ♦s③tá❧②

s③á♠ár❛ s③á♠r❡❥t✈é♥②❡❦✱ ♠ér➤s ❢❡❧❛❞❛t♦❦✱ ❧♦❣✐❦❛✐ és s③ö✈❡❣❡s ❢❡❧❛❞❛t♦❦ s③❡r❡♣❡❧♥❡❦❀ ❛ ✻✳ ♦s③tá✲

❧②♦s❜❛♥ ♠ért❛♥✐ ❛❧❛❦③❛t♦❦ t✉❧❛❥❞♦♥sá❣❛✐✈❛❧ ❦❛♣❝s♦❧❛t♦s ❢❡❧❛❞❛t♦❦✱ ❧♦❣✐❦❛✐✱ s③ö✈❡❣❡s ❢❡❧❛❞❛t♦❦✱

s③á♠r❡❥t✈é♥②❡❦❀ ✼✳ ♦s③tá❧②❜❛♥ ❡❣②❡♥❧❡t❡❦ ♠❡❣♦❧❞ásá✈❛❧✱ ♦s③t❤❛tósá❣✐ ❢❡❧❛❞❛t♦❦ t❡r♠és③❡t❡s

s③á♠♦❦❦❛❧✱ ❧♦❣❛✐❦❛✐ ❢❡❧❛❞❛t♦❦❀ ✽✳ ♦s③tá❧②❜❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐ ❦✐❢❡❥❡③és❡❦ át❛❧❛❦ításá✈❛❧✱ ❢ü❣❣✈é♥②❣r❛✲

✜❦♦♥♦❦ s③❡r❦❡s③tésé✈❡❧✱ ❤ár♦♠s③ö❣❡❦ ❡❧❡♠❡✐✈❡❧ ❦❛♣❝s♦❧❛t♦s ❢❡❧❛❞❛t♦❦✱ ❧♦❣✐❦❛✐ ❢❡❧❛❞❛t♦❦❀ ✾✳

♦s③tá❧②❜❛♥ ♦s③t❤❛tósá❣✱ ♠ás♦❞❢♦❦ú ❡❣②❡♥❧❡t❡❦ és t✉❧❛❥❞♦♥sá❣❛✐❦✱ ❛❧❣❡❜r❛✐ ❦✐❢❡❥❡③és❡❦ át❛❧❛✲

❦ítás❛✱ ❤ár♦♠s③ö❣❡❦ ❛❧❛♣✈❡t➤ ❡❧❡♠❡✐✱ ❦♦♠❜✐♥❛t♦r✐❦❛✐ ❢❡❧❛❞❛t♦❦✱ ✶✵✳ ♦s③tá❧②❜❛♥ ♠ás♦❞❢♦❦ú

❡❣②❡♥❧❡t❡❦✱ ❤ár♦♠s③ö❣❡❦ és t✉❧❛❥❞♦♥sá❣❛✐✱ ♥é❣②s③ö❣❡❦ és t✉❧❛❥❞♦♥sá❣❛✐❦✱ ❜✐③♦♥②ítás✐ ❢❡❧❛❞❛✲

t♦❦✱ ✶✶✳ ♦s③tá❧②❜❛♥ ❢ü❣❣✈é♥②❡❦❦❡❧ ❦❛♣❝s♦❧❛t♦s✱ öss③❡t❡tt❡❜❜ ❛❧❣❡❜r❛✐ és ♠ért❛♥✐ ❢❡❧❛❞❛t♦❦✳

❆ ❢❡❧❛❞❛t♦❦ ♠❡❣♦❧❞ás❛ s♦rá♥ ❛ ❞✐á❦♦❦ ♥❡❤é③sé❣❡❦❜❡ üt❦ö③❤❡t♥❡❦ ❛ ❢❡❧❛❞❛t♦❦ ❧♦❣✐❦❛✐ öss③❡✲

t❡tsé❣❡✱ ❛❧❣❡❜r❛✐ át❛❧❛❦ítás♦❦✱ s③❡♠❧é❧❡t✈á❧tás ♠✐❛tt✳

✸✳✷✳ ●②❛❦♦r❧❛t✐ ♣ró❜❛

❆ s③❛❦❞♦❧❣♦③❛t♦♠ ❡❣②✐❦ ❢♦♥t♦s rés③❡ ❛ ❣②❛❦♦r❧❛t✐ ♣ró❜❛✱ ❛♠✐t ❥❡❧❡♥ ❡s❡t❜❡♥ ✼✳ ♦s③tá❧②♦s t❛✲

♥✉❧ó❦ ♦❧❞♦tt❛❦ ♠❡❣ ✭❛ ✷✳ ❢❡❧❛❞❛ts♦rt✮ és tö❧tötté❦ ❦✐ ❛ ❦ér❞➤í✈❡t✳ ❆ ❞✐á❦♦❦ ❦ét ❦ü❧ö♥❜ö③➤

✐s❦♦❧á❜ó❧ tö❧tötté❦ ❦✐ ú❣②✱ ♠✐♥t ❛ ❩á♣s③♦♥②✐ ●✐♠♥á③✐✉♠ és ❛ P✐❧✐s✈örös✈ár✐ ➪❧t❛❧á♥♦s ■s❦♦❧❛ ✳

❆ ❢❡❧❛❞❛ts♦r ❡❧s➤ és ❛ ♠ás♦❞✐❦ ❢❡❧❛❞❛t❛ ❛ ❧❡❣tö❜❜ ❞✐á❦ s③á♠ár❛ ❥ó❧ s✐❦❡rü❧t✳ ❆ ❤❛r♠❛❞✐❦ ❡s❡✲

té♥ ✈✐s③♦♥t s♦❦❛t ✐❞➤③t❡❦ ❛ ♠❡❣♦❧❞ás♦♥✱ ♥é❤♦❧ ❡❧❛❦❛❞t❛❦ és ❤✐❜á❦❛t ❡❥t❡tt❡❦✱ ❞❡ ❛③ ❡r❡❞♠é♥②

✈✐ss③❛❤❡❧②❡tt❡sítés❡✱ ❛③ ❡❧❧❡♥➤r③és s♦❦❛t s❡❣ít❡tt✳ ❆ ♥❡❣②❡❞✐❦ ❢❡❧❛❞❛t❜❛♥ ❛ s③ö✈❡❣ ♣♦♥t♦s ér✲

t❡❧♠❡③és❡ ❦✐s❡❜❜ ❛❦❛❞á❧②t ❥❡❧❡t❡tt ❛ ❞✐á❦♦❦♥❛❦✳ ❆③ ✉t♦❧só ❢❡❧❛❞❛t ♠ár ♥❛❣②♦❜❜ ❦✐❤í✈ás ✈♦❧t

és tö❜❜ ❞✐á❦♥❛❦ ♥❡♠ s✐❦❡rü❧t ö♥á❧❧ó❛♥ ♠❡❣♦❧❞❛♥✐✳

✸✳✸✳ ❱✐ss③❛❥❡❧③➤ ❦ér❞➤í✈

❆ ❢❡❧❛❞❛ts♦r ❦✐érté❦❡❧ését ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤❦❜❡♥ s③❡r❡t♥é♠ ❜❡♠✉t❛t♥✐✳ ❆ ❦ér❞➤í✈❡t ❦❡tt➤ ❝s♦♣♦rt

♠✐♥❞❡♥ ❥❡❧❡♥❧é✈➤ t❛❣❥❛ ❦✐tö❧tött❡✳ ❆ ❣r❛✜❦♦♥♦❦♦♥ ❥❡❧ö❧✈❡ ✈❛♥♥❛❦ ❛ ✈á❧❛s③tás♦❦ s③á♠❛ és ❛③

✷✺



❛ ✈á❧❛s③❧❡❤t➤sé❣❡❦ ❛rá♥②❛ ❛ ❦✐tö❧t➤❦ s③á♠á❤♦③ ✈✐s③♦♥②ít✈❛✳ ❆❤♦❣② ✈ár❤❛tó ✐s ✈♦❧t ❛③ ❡❧s➤

❢❡❧❛❞❛t♦❦❛t ♥❛❣②♦❜❜ s③á♠❜❛ ❥❡❧ö❧té❦ ❛ ❞✐á❦♦❦ ❛ ❦ö♥♥②❡❜❜♥❡❦ és ❛❤♦❣② ❤❛❧❛❞t❛❦ t♦✈á❜❜ ❢♦✲

❦♦③❛t♦s❛♥ ❡❣②r❡ ♥❡❤❡③❡❜❜♥❡❦ t✐t✉❧á❧tá❦ ❛ ❢❡❧❛❞❛t♦❦❛t✳

✶✳ ❦ér❞és

✸✳✶✳ á❜r❛✳ ✶✳ ❦ér❞és

✷✳ ❦ér❞és

✸✳✷✳ á❜r❛✳ ✷✳ ❦ér❞és

✷✻



✸✳ ❦ér❞és

✸✳✸✳ á❜r❛✳ ✸✳ ❦ér❞és

✹✳ ❦ér❞és

✸✳✹✳ á❜r❛✳ ✹✳ ❦ér❞és

✺✳ ❦ér❞és

✸✳✺✳ á❜r❛✳ ✺✳ ❦ér❞és

✷✼



✻✳ ❦ér❞és

✸✳✻✳ á❜r❛✳ ✻✳ ❦ér❞és

Öss③❡ssé❣é❜❡♥ ❛ ❢❡❧❛❞❛ts♦r ❡s❡té♥ ❤❛s③♥♦s♥❛❦ t❛rt♦♠ ❛ ✈✐ss③❛❥❡❧③és❡❦❡t✱ ❤✐s③❡♥ ➤s③✐♥té♥ s❛✲

❥át ❜❡❧átás✉❦ s③❡r✐♥t tö❧tötté❦ ❦✐✱ í❣② ❡❣②s③❡r➯❡♥ ❢❡❧ ❧❡❤❡t ♠ér♥✐ ❛ ❢❡❧❛❞❛t♦❦ ♥❡❤é③sé❣ét és

❦ö♥♥②❡❜❜❡♥ ❧❡❤❡t ❦ö✈❡t❦❡③t❡tés❡❦❡t ❧❡✈♦♥♥✐✳

✷✽



Öss③❡❢♦❣❧❛❧ó

❆ ✈❡rs❡♥②❢❡❧❛❞❛t♦❦ ❜❡é♣ítés❡ ❛ ♠❛t❡♠❛t✐❦❛♦❦t❛tás❜❛ s③á♠♦s ❡❧➤♥♥②❡❧ ❥ár✱ ❛♠❡❧②❡❦ ❤♦③③á✲

❥ár✉❧❤❛t♥❛❦ ❛ ❞✐á❦♦❦ t✉❞ásá♥❛❦✱ ♣r♦❜❧é♠❛♠❡❣♦❧❞ó ❦é♣❡ssé❣❡✐♥❡❦ és ❧♦❣✐❦❛✐ ❣♦♥❞♦❧❦♦❞ás✉❦

❢❡❥❧❡s③tésé❤❡③✳

Ú❣② ❣♦♥❞♦❧♦♠✱ ❤♦❣② ❛ ❞♦❧❣♦③❛t♦♠ írás❛ ❛❧❛tt s♦❦ ú❥ ér❞❡❦❡ssé❣r❡ t❡tt❡♠ s③❡rt✱ ❛♠✐t ❛ ❥ö✲

✈➤❜❡♥ ❛❧❦❛❧♠❛③♥✐ t✉❞♦❦✳ ❇❡♠✉t❛tt❛♠ ♥é❤á♥② ♣r♦❜❧é♠át ✐s✱ ❛♠❡❧②❡❦❦❡❧ ❢♦❣❧❛❧❦♦③♥✐ ❦❡❧❧✱ és

tör❡❦❡❞♥✐ ❢♦❣♦❦ ❛ ❧❡❣❥♦❜❜ ♠ó❞s③❡r❡❦ ❛❧❦❛❧♠❛③ásár❛ és ❢♦❧②❛♠❛t♦s ❢❡❥❧➤❞ésr❡✳ ❋♦♥t♦s✱ ❤♦❣②

❛ ❞✐á❦♦❦ s③á♠ár❛ ❦✐❤í✈ás♦❦❛t á❧❧íts✉♥❦✱ ♠❡rt ❡③ ♠♦t✐✈á❧❥❛ ➤❦❡t✱ és s③ü❦sé❣ ❡s❡té♥ s❡❣ítsé❣❡t

♥②ú❥ts✉♥❦ ♥❡❦✐❦ ❛ t❛♥✉❧ás✐ ❢♦❧②❛♠❛t ③ö❦❦❡♥➤♠❡♥t❡ssé❣❡ ér❞❡❦é❜❡♥✳

✷✾



30 

 

Irodalomjegyzék 

 

[1] Összukrán Matematika olimpia második forduló feladatsorai - 2010 

https://ddpu.edu.ua/fmk/publications/manuals/manual_06.pdf?fbclid=IwZXh0bgNh

ZW0CMTAAAR00kKPmmyarwFm1Jzj9eBAeX-8N4-

Y_p4mxibiG5769oX5VQ8v2bHQKftE_aem_AVi21ifhfUqwGrxCoArzQBEdPJUgP3fL8mh

0biAie5cZwuau-WPMcvGpYwdH-Gc3VX0l3moHvKdN2R11CHbVIcYn 

[2] Összukrán Matematika olimpia második forduló feladatsorai - 2016 

https://erudyt.net/navchalni-predmety/matematika/olimpiadni-zadachi-rozv-

yazannya-zadach-ii-etapu-vseukrayins-koyi-uchnivs-koyi-olimpiady-z-matematyky-

6-11-klas.html 

 [3] Összukrán Matematika olimpia második forduló feladatsorai - 2014 

https://ddpu.edu.ua/fmk/publications/manuals/manual_10.pdf  

[4] https://naurok-com-ua.translate.goog/metodi-rozv-yazuvannya-olimpiadnih-

zavdan-103925.html?_x_tr_sl=uk&_x_tr_tl=hu&_x_tr_hl=hu&_x_tr_pto=sc 

 [5] 

https://www.magyarpedagogia.hu/index.php/magyarpedagogia/article/download/

141/140/152 

 

 

  



➪❜rá❦ ❥❡❣②③é❦❡

✷✳✶✳ ❑ét s③á♠ öss③❡s③♦r③ás❛ ✭✯✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✷✳✷✳ ❑ét s③á♠ öss③❡s③♦r③ás❛ ✭❧❛t✐♥ ❜❡t➯❦✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✷✳✸✳ ❑ét s③á♠ öss③❡s③♦r③ás❛ ✈é❣❡r❡❞♠é♥② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✷✳✹✳ ❆❇❈ ❤ár♦♠s③ö❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✷✳✺✳ ❋✐❣✉r❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✷✳✻✳ ❙❛❦❦♦s ♠✐♥tá③❛t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✷✳✼✳ ❆❇❈❉ ♣❛r❛❧❡❧♦❣r❛♠♠❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✷✳✽✳ ❆❇❈❉ ♥é❣②s③ö❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✷✳✾✳ ❚á❜❧á③❛t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✷✳✶✵✳ ❆❇❈ ❞❡ré❦s③ö❣➯ ❤ár♦♠s③ö❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✸✳✶✳ ✶✳ ❦ér❞és ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✸✳✷✳ ✷✳ ❦ér❞és ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✸✳✸✳ ✸✳ ❦ér❞és ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✸✳✹✳ ✹✳ ❦ér❞és ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✸✳✺✳ ✺✳ ❦ér❞és ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✸✳✻✳ ✻✳ ❦ér❞és ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✸✶



32 

 

Резюме 
 

Математика є невід'ємною частиною навчального процесу, яка супроводжує учнів від 

початкової школи до складання іспитів необхідних для отримання атестату. Протягом 

цього періоду учні стикаються з різними типами задач, що допомагають їм здобувати як 

теоретичні, так і практичні знання. Представлення простіших та складніших олімпіадних 

задач має на меті інтеграцію цих завдань у процес викладання математики. 

Почувши про математичні олімпіади, учні можуть одразу згадати про олімпіади або 

змагання, такі як конкурс імені Ілони Зріні, конкурс імені Зоарда Гечі для учнів 3-6 класів, 

конкурс імені Віктора Теребеші для учнів 7-11 класів, конкурс Кенгуру тощо, де вони 

стикаються з численними типами задач. Успішне розв’язання олімпіадних задач вимагає 

використання як теоретичних, так і практичних методів, що є частиною моєї роботи. Вона 

включає різні набори задач, які допомагають учням оновити свої знання з відповідної 

тематики та полегшити розв’язання завдань. 

Метою роботи є також аналіз практичних задач і досвіду, пов'язаних із задачами та їхніми 

наборами. Вважається важливим, щоб висновки, зроблені на основі вирішення задач, 

сприяли покращенню якості освіти. Мотивацією для роботи є бажання, щоб учні 

займалися більш захоплюючими та змістовними задачами на уроках. Одним з найбільших 

викликів у викладанні математики є підтримання різноманітності та цікавості уроків. 

Важливо, щоб учні під час розв'язання задач не просто покладалися на готові розв'язки, а 

й самостійно мислили. Крім того, на уроках важливо, щоб учні обговорювали між собою 

завдання та ділилися своїми думками щодо їх вирішення, розвиваючи себе та свою групу. 

Поряд із повторенням відомих тем і принципів та їх правильним застосуванням, важливим 

є і використання на практиці складніших логічних задач, оскільки такий тип мислення 

необхідний у багатьох сферах життя. Олімпіадні задачі є більшим викликом і вимагають 

багатокрокового планування та реалізації, ніж звичайні завдання для тренування. 

Незважаючи на те, що учні можуть можуть мати сумнів в практичній застосовності таких 

задач, важливо розуміти та застосовувати навички розв’язання олімпіад них задач, 

оскільки вони розвивають логічне мислення, яке буде корисним у майбутньому. 

Робота також спирається на власний досвід дипломантки, адже неодноразово брала участь 

у математичних змаганнях у шкільні роки.  

Основною метою роботи є допомога учням у знайомстві з більш складними задачами ще 

до складання іспитів для отримання атестату. Вважаю, що якщо учні набудуть досвіду у 

вирішенні таких завдань на ранніх етапах, то в майбутньому їм буде легше впоратися як із 

простішими, так і з складнішими завданнями. 



Nyilatkozat 

 

Alulírott, Deme Angelika, 014. Középiskolai oktatás (Matematika) képzési program 

hallgatója, kijelentem, hogy a dolgozatomat a II. Rákóczi Ferenc Kárpátaljai Magyar 

Főiskolán, a Matematika és Informatika Tanszéken készítettem, 014. Középiskolai 

oktatás (Matematika) BSc diploma megszerzése végett. 

Kijelentem, hogy a dolgozatot más szakon korábban nem védtem meg, saját 

munkám eredménye, és csak a hivatkozott forrásokat (szakirodalom, eszközök stb.) 

használtam fel. 

Tudomásul veszem, hogy dolgozatomat a II. Rákóczi Ferenc Kárpátaljai Magyar 

Főiskola könyvtárában a kölcsönözhető könyvek között helyezik el. 
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