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BEVEZETES

A matematikai szoftverek, mint példaul a GeoGebra és a VisuMath, egyre inkdbb
fontos szerepet toltenek be a kozépiskolai matematika oktatdsdban. Ez koszonhetd annak,
hogy az informatika térhdéditdsa el nem hanyagolhaté hatdst gyakorol a mindennapi
életiinkre, illetve annak, hogy a jelenkori koriilmények megteremtették az igényt az

informatika hasznalatara az oktatasban is.

A GeoGebra és a VisuMath — nagyon népszerii matematikai szoftverek a kdzépiskolai
tanulok korében. Ezek a szoftverek kiilonbozé eszkozoket és funkciokat kindlnak a
a tanul6k szdmdra, hogy interaktiv médon fedezzék fel ezeket és segitenek a vizudlis

gondolkodds fejlesztésében.

A szakdolgozatom célja, hogy a fentebb emlitett két matematikai szoftvert
Osszehasonlitsam, €s hogy ezaltal megértsiik, melyikiik hogyan és milyen mértékben segiti
eld a matematikai fogalmak tanuldsat €s megértését. A tanulmany sordn 6sszehasonlitjuk a
GeoGebra és a VisuMath funkcionalitdsat, felhaszndl6i élményét és hatékonysagit a
kozépiskolai oktatdsdban. Vizsgdlni fogjuk, hogy melyik szoftver nytjt jobb eszkdzoket a
fogalmak megértéséhez, milyen médon tdmogatjdk a tanulék gondolkoddsat és tanuldsi
folyamatat, hogyan illeszthetk be hatékonyan az oktatdsi tervbe €s a tanuldsi célokba.
Valamint, részletezziik azt, hogy hogyan segitik a tanulok motivaciojat és érdeklddését,
hogyan képesek személyre szabott tanuldsi élményt biztositani, és hogyan lehetnek hatékony

eszk6zok a tanar szamara a differencialt oktatasban.

A munkdm segiteni fog abban, hogy mélyebb megértést nyerjiink a GeoGebra és a
VisuMath jellemzdirdl és alkalmazasi lehetdségeirdl a kzépiskolai matematika oktatdsdban.
Ennek eredményeként jobban meg tudjuk értetni, hogy hogyan lehet ezeket a szoftvereket
hatékonyan felhaszndlni a tanulok matematikai képességeinek fejlesztése és a tuddsuk

elmélyitése érdekében.



AZ OKTATASI SZOFTVEREKROL ALTALANOSAN

Oktatasi szoftvernek egy olyan programot vagy egy olyan alkalmazast neveziink,
amely segédeszkozként szolgal tandroknak és didkoknak is egyardnt a tanulds segitése és

konnyitése altal. .[1]

Tehat, egy oktatdsban haszndlt szoftver, amely a tanitdst €és a tanuldst egésziti ki
kiilonb6zé modszerekkel és modokkal. Ezek lehetnek: az anyag konnyebb formaban torténd

atadasa, jegyzetek kezelése és akdr a tanterem szimuldlésa is. [1]

Rendkiviil sok szempont szerint lehet programokat csoportositani, de az oktatasi
szoftverek legcélszerlibb csoportositasa a funkcid szerinti. A program felhasznalasatol

figgden meg lehet allapitani az alabbi tipusokat: .[1]

e Az online oktatds segitése és/vagy kivitelezése.
e A tananyag kezelése.

e A tanulok munkdjanak és elérehaladasanak kovetése €s ellendrzése.

Egy-egy program nem feltétleniil csak egy fentebb emlitett kategéridba sorolhat6 be.

A kategoéridk fedhetik egymast és eléfordulhat, hogy egybe is folynak.[1]

A matematikai szoftverek alkalmazdsa egyre inkdbb elterjedt a kozépiskolai
geometria oktatdsdban, mivel segitségiikkel interaktiv mddon lehet megkozeliteni és
vizsgdlni a geometriai fogalmakat és Osszefiiggéseket. Két kiemelkedd szoftver, amelyek
gyakran haszndlatosak ebben a kontextusban, a GeoGebra és a VisuMath. Ezek a platformok
kiilonbozé eszkozoket és funkcidkat kindlnak, amelyeket pedagdgiai célokra Ilehet
felhasznalni. Ebben a szakdolgozatban Osszehasonlitjuk ezeket a szoftvereket annak
érdekében, hogy megértsiik, milyen mértékben jarulnak hozzd a kozépiskolai geometria

tanuldsahoz és tanitasdhoz. [2]

A matematikai szoftverek szerepe és hatdsa a matematika oktatdsdban és tanuldsdban
mdr régéta kutatott téma. TObb tanulmany is kiemeli ezeknek a szoftvereknek az eldnyeit,
példaul a vizualis reprezentaciok lehetdségét €s az interaktivitast, amelyek segitik a didkok

geometriai gondolkoddsat €s megértését. [2]



A geometria tanitdsdban és tanuldsiban gyakran tapasztalhatd, hogy a didkok még
mindig hidnyt szenvednek a korok teljes megértéséhez sziikséges kognitiv és
folyamatképességek terén. Habér a tandr dtadja a sziikséges tuddst, hogy segitse a didkokat a
korok fogalmainak megértésében, ugy tinik, a didkok kihivasokkal néznek szembe, amikor
ezt a tuddst egy adott feladatra kell alkalmazniuk. Mintha valami tobbre lenne sziikség ahhoz,
hogy a didkokat irdnyitsuk, igy képesek legyenek a kor tulajdonsdgait manipuldlni, és

valéban megérteni és vizualizdlni azokat. [2]



A SZOFTVEREK ISMERTETESE

2.1. A Geogebra
A GeoGebra egy ingyenes, platform fiiggetlen, magyar forditasban is elérhetd
dinamikus matematikai program. Tém4jaban kapcsolédik a geometridhoz, az algebrdhoz és
az analizishez. Ko6zépiskolai oktatdsi segédletként készitette 2001/2002-ben Markus
Hohenwartera Salzburgi Egyetemen diplomamunkdjanak részeként. A matematikaoktatdssal
kapcsolatos doktori tanulmanyaiban tovébbfejlesztette a programot. A GeoGebrait az elmult
évek sordn szamos nemzetkozi dijjal jutalmaztdk, vildgszerte tobb mint 25 nyelvre forditottdk

le. .[3]

2006 ota az osztrdk oktatdsi minisztérium tdmogatdsa biztositja, hogy a szoftver
oktatdsi célokra ingyenesen felhaszndlhat6 legyen. A fejlesztés 2006 jiliusa 6ta az USA-ban
a Florida Atlantic egyetemen folyik. A GeoGebra egyrészt egy dinamikus
szerkesztOrendszer. A felhasznalo tulajdonképpen egy virtualis szerkesztOkészletet kap a
kezébe, aminek segitségével elkészitheti a kozépiskolai szerkesztések barmelyikét. A
papiron végzett szerkesztésektdl eltéréen viszont itt a kiindulé objektumok (pontok,
egyenesek...) szabadon mozgathatok, ugy hogy a téliik fliggd objektumok veliik egyiitt
mozognak. Mdésrészt egy computer algebrai rendszer, amiben az objektumok algebrai dton
adhat6k meg (pontok koordindtdikkal, egyenesek egyenleteikkel, fliggvények képletiikkel...).
Az objektumokkal kiilonb6zd szamitdsokat is lehet végezni, mint példdul fiiggvények

derivdldsa, integrdldsa stb. [3]

A GeoGebra talan legfontosabb tulajdonsédga, hogy egy kifejezés az algebra ablakban
megfelel egy objektumnak a geometria ablakban, és viszont. Fiiggetleniil att6l, hogy az
objektumot milyen médon vettiik fel (a geometria ablakban szerkesztéssel, vagy az algebra
ablakban paramétereinek megadasdval) mindkét ablakban médosithat6 €s a valtozas a masik

ablakban is lathatd. [3]

A GeoGebra a matematikai objektumokat szabad objektumokra és fliggd
objektumokra osztja. Amikor a fliggé objektumokat egy explicit konstrukcié (algebrai vagy

geometriai) definidlja, a konstrukcid 1épései eszkozbe foglalhatok. Miutdn az eszkoz



definidlva lett, egy uj gomb jelenik meg az eszkdztdron, és a felhaszndld szdmdra egy
megfeleld fliggvénynév is elérhetové valik. Az ilyen eszkdzok 1ényegében fliggvények, és
muikddhetnek geometriai objektumokkal, mint példaul korokkel, vonalakkal és pontokkal.
Az eszk6zok funkcidja a GeoGebraban érdekes, mert lehetdvé teszi geometriai fliggvények
definidldsat, amelyek egy kulcsfontossdgd matematikai folyamatot illusztrdlnak: az
encapsulaciot vagy kompressziét. Ezeket az eszkdzoket hasznalva lehetdség van a szoftver
természetes modon torténd bovitésére, ahogyan a matematikai teriiletek is boviilnek a normal

tanitas soran. [4]

2.2, A VisuMath
VisuMath egy szoftvercsomag a matematika vizualizdlasahoz. Az elsé hivatalosan
kiadott 2.0 verzié mar 2001-ben megjelent. Ezt lehet tekinteni a masodik szerzd éltal inditott
vizualizacios projekt elsé konkrét eredményének. Ennek a projektnek a f6 célja az, hogy
olyan eszkozoket fejlesszenek ki, amelyek ingyenesen elérhetdk és konnyen hasznalhatok
matematikai objektumok vizualizdldsdhoz. Valdéban, a szoftvernek olyannak kell lennie,
hogy azt oktatdsi vagy tudomanyos kontextusban lehessen haszndlni, anélkiil, hogy tul sok

1d6t kellene forditani a hasznalatanak megtanulasara. [5]

Mar 2002-ben kiadtdk a 2.1-es verziét, amely az irds pillanatdig a legfrissebb valtozat.
Ennek a verzidvaltozatnak a {0 fejlesztése az el6zOhdz képest az implicit egyenletek
vizualizdcidjanak bevezetése. Meg kell emliteni tovdbb4, hogy a 2.1-es verziobdl két nyelvi
valtozat érhetd el, egy angol és egy holland, mig a 2.0-s verzié csak holland nyelven 1étezik.
Ettdl a pillanattél kezdve a VisuMathnak megvan a sajat helye az interneten a
www.visumath.be weboldalon, példdkkal, demodkkal és természetesen a szoftverrel,
ingyenesen hozzaférhetden. Ezzel a szoftverrel az ir6 megnyerte az elsé dijat az eurdpai

matematika oktatési akciok versenyén, a TeachMath Excellence’2002-on. [5]

Most 2008-ban megjelenik a VisuMath 1j 3.0-s verzidja, amelyet ugyanazon a
www.visumath.be weboldalon keresztiil érhetiink el. A f6 kiterjesztések a 2.0-s verziéhoz
képest a feliilletek vizualizalasi teriiletén taldlhatok. Pontosabban fogalmazva, mostantol
teljes mértékben kihaszndljadk a szamitégép grafikus gyorsité kartydjanak hardveres
képességeit a képek megjelenitéséhez a kijelzon. Ehhez a VisuMath hasznélja az OpenGL-t,

az ipari szabvanyt a magas teljesitményii grafikakhoz, amelyet kezdetben a Silicon Graphics
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Inc. fejlesztett ki. Egy mdsik fejlesztés az uj parser haszndlata a felhaszndl6 altal bevitt
egyenletek értelmezéséhez. Ez a parser inkébb egy forditéra hasonlit, mint egy értelmezdre,
ahogy az el6z0 verzidban tortént. Ez azt jelenti, hogy a vizualizaci6 eldtti szamitasi id6

jelentésen csokken, ezdltal novelve a teljesitményt. [5]

Nézziik most kozelebbrol a VisuMath 3.0-s verzidjanak jellemzoit. A szoftver
tartalmaz vizualizacids képességeket a harom f6 teriileten: 2D, 3D és Konikus, amelyeket az
fels6 eszkoztarban talalhaté megfeleld gombokkal lehet aktivalni. Habar ennek a cikknek a
fokusza a 3D-objektumok vizualizdldsan van, roviden emlitjiik itt a 2D és Konikusokhoz

kapcsolodo képességeket a teljesség kedvéért. [5]

A 2D-opci6 hasznélataval lehetséges sikgorbék grafikonjait megjeleniteni, amelyeket
egy véltozo fliggvény, egy paraméter egyenlet, egy polus egyenlet vagy egy implicit egyenlet
ir le. Az els6 és masodik derivalt, az atlagfliggvény és a Taylor-sor is kiszdmithatd és
megjelenithet6. Ehhez a VisuMath a hattérben futé dltalanos céld szamitégépes algebrai
rendszer, a YACAS-t hasznalja. Lehetdség van folytonos fliggvények integraljainak
kiszamitasara €s a tertilet, a fels6 Osszeg, az als6 0sszeg €és a Riemann-0sszeg megjelenitésére

18. [5]

A Konikusok opciéval lehetdség van egy konikus altaldnos egyenletének
kiszamitdsdra a standard egyenlet és az azt meghataroz6 ortogondlis transzformacio és eltolds

alapjan. Természetesen ezt a konikust lehet rajzolni, beleértve a megfeleld tengelyeket is. [5]

A 3D opcio 16 célja az, hogy feliileteket jelenitsen meg egy 3D-s térben. A feliileteket
két valtozé fiiggvénye, egy paraméter egyenlet, egy implicit egyenlet vagy hengeres vagy
gdmbi koordindtak segitségével lehet leirni. Habar az "oreg" vizualizacios ablak még mindig
jelen van a visszafelé kompatibilitds érdekében a 2.1-es verzidval, javasolt azonnal attérni az

OpenGL ablakra a maximdlis vizualizacids lehetdségek érdekében. [5]

Valoban, ekkor lehetdség van a nézdpontot forgatassal, eltolassal és nagyitassal
valtoztatni, valamint a vetités tipusat (kdzponti vagy parhuzamos vetités) valos idében.
Tovéabba kiilonbozd szinezési séma hasznalhato, és a megvilagitas és anyag tulajdonsagai,

beleértve a transzparenciat is, megvaltoztathatok. Kiilonb6z6 tipusu vonalak is hozzdadhatok
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a képhez, példaul szintvonalak, és a feliillet részei leviaghatok a koordindta sikokkal

pérhuzamos sikokkal. [5]

A VisuMath vizualiziciés képességeinek ismeretével most az aktudlis vizualizicids
folyamatot vizsgaljuk meg. Ez a tudds nemcsak arra szolgal, hogy jol kinéz6 matematikai
objektumok vizualizdci6it kapjuk meg, hanem arra is, hogy elkeriiljik a lehetséges

buktatokat, mint amelyekrol a 4. fejezetben szamolunk be. [5]

A VisuMath éaltal hasznalt vizualizdcids folyamat egy modell alapd folyamat. Ez a

kovetkezd négy f6 1épésben osszefoglalhato:

crer

1. 3D-pontokat ¢s a feliillet reprezentacidjabol szarmazd megfeleld 3D-
hdromszogeket generdlunk;

2. A 3D-pontokat/hdromszogeket megfeleld izometridval 3D-térben atalakitjuk
annak érdekében, hogy tiikrozziik a megfeleld nézopontbodl torténd nézetet;

3. A 3D-pontokat/hdromszogeket parhuzamosan vagy kdzpontosan, védlasztés
szerint, vetitjilk a nézet sikjaba;

4. Az abrazolt pontokat/haromszogeket megfeleld affin transzformacioval

alakitjuk at a képerny6 pixeleinek koordinataiva a nézet sikjaban. [5]

Néhany esetben ez kiillonbséget fog jelenteni az elért eredményben. Tovabb4a, tovabbi
vizualizdciés "triikkoket" lehet alkalmazni annak érdekében, hogy a vizualizcid
valosaghtiibb vagy "természetesebb" legyen. Az egyik ilyen triikkk az, hogy fényforrast adunk
a jelenethez, és az anyagot, amelybdl a feliilet késziilt, tiikkrozovée tessziik. A VisuMath-ban
egy a nézdpontndl rogzitett fényforras bekapcsolhatd. Tovabba, a fényforras teljesitményét
¢s a feliilet tiikr6z0désének fokat nagyon konnyen lehet dllitani. Ha a simitds kikapcsolva
van, akkor a haromszogelés 0sszes pontja azonos szint kap. Ez azt jelenti, hogy a szinezés
vdaltozasai a vilagitds miatt a haromszogek széleinél jelentkeznek, ami lapos megjelenést
eredményez. Tovdbbi simitds alkalmazhat6 annak érdekében, hogy a szinek siman
véaltozzanak a halézati haromszdgeken beliil. Legaldbb ebben az esetben a legtermészetesebb

hatdst €rjiik el, mivel itt egy sima gombot szeretnénk vizualizalni. [5]

Tovabba, hogy minden pont/hdromszdg normaljat ki kell szamitani a 3D-hédl6zatban

torténd vilagitas haszndlatdhoz. Ez azért sziikséges, mert a vizualis vilagitasi hatas a fény
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sugardnak a felszinre vald visszaverddésének kovetkezménye. Mivel a fénysugar egyenes
vonalat kovet, a visszavert sugar ugyanazzal a szoggel verddik vissza a normalhoz képest,
mint a beérkezd fénysugar. Ezért szilkség van a normdlra. Fontos, hogy minden normal
hasonléan legyen orientdlva, vagy kifelé vagy befelé. Ha nem, akkor furcsa vildgitdsi
artefaktusok jelentkeznek. Egy folt reprezentici6 esetében ezt konnyen el lehet érni, ha az
Osszes haromszoget hasonlé médon orientdljuk. Az implicit fliggvény reprezentaci6 esetében

ez bonyolultabb. Ezekre a részletekre most nem tériink ki. [5]
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A SZOFTVEREK FUNKCIOINAK BEMUTATASA

3.1. A GeoGebra funkcioi
A GeoGebra elérhetd, mint online webes feliilet, mobil applikicid, vagy akar mint
szamitogépes program is. Minden feliilleten elérhetd a GeoGebra altal nyujtott minden
funkci6, igy csak preferencia kérdése, ki melyik feliiletet szeretné haszndlni. Ezen

paragrafuson beliil bemutatom a GeoGebra funkcidit a webes feliileten.

= GeeGebra Calculator Suite | A/ Graphing ~ < m SIGN IN
N o
5} Al
&
i
-2 10 T4
o
Q
Q
123) fx) ABC #&~ X
x ¥y g e 7 8 ] x =
o | | am ]| 4 5 6 + -
< > = i 1 2 3 = &
ans . ( ) 0 . < > «~

Abra 1 A GeoGebra kezdé feliilete
A fenti dbrdn lathatjuk a GeoGebra kezd6 feliiletét. Ez a kép nyilik meg szdmunkra,

amint megnyitjuk a web alkalmazast. Errdl érhetjiik el az alkalmazés tovabbi funkciodit.

b= : “ o

Abra 2 Példafiiggvény a GeoGebrdban
Amint beirunk egy fliggvényt a fliggvényszerkeszté mezdbe, a GeoGebra egyidejiileg

meg is szerkeszti azt nekiink. Lehetdség van az értékekre rakozeliteni és eltavolitani is.
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Abra 4 A grafikon kinézetének vdltoztdsa

Tovabba, testre is szabhatjuk a megjelenitett grafikon kinézetét tetszésiink szerint

mads szinre vagy kitoltés mintara.

@
@

+

i ; '
/

Abra 3 Tébb grafikon megjelenitése

NN

&
@

A

Jo)

@

A fentebbi mintan lathatjuk tobb fliggvény egyidejii megjelenitését a felilleten. A

prezentacié kedvéért ezeket kitdltéssel dbrdzoltam. Ez a fajta dbrdzolds megkonnyitheti a

tananyag megértését a didkok 4ltal integrdlszdmitds témakorben, mivel az dbrdn tisztdn

lathat6 a két fiiggvény 4ltal hatdrolt tertilet.
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Abra 6 Metszéspontok a GeoGebrdban

A metszéspontok funkcié altal konnyedén lathatjuk a fiiggvények metszéspontjait. A

beépitett fliggvény haszndlatdhoz ki kell valasszuk a kivant fiiggvények grafikonjait az dbran,

vagy pedig az Intersect(,,Els6 fliggvény jele”, ,,Masodik fliggvény jele”) paranccsal hivhatjuk

eld ugyanezt az eredményt. A fiiggvény lefutasaval a grafikonon megjelenik a két keresett

metszéspont, illetve a parancssornal a keletkezett két pont is a megfeleld koordinataikkal.

D
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®

@

+

fry=sin(x) 1}
Roots(f, —6.094359¢
= A = (-3.14159247

B=(0,0) %

25 Q

C = (3.14159%511 1
f. 05
//\A B/\C
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Abra 5 Gyokok funkcié

A GeoGebra rendelkezik kiilon fiiggvénnyel a gyokok kiszamitdsara. Ezt tudja

automatikusan generdlni amennyiben kivdlasztjuk a gyok funkciét majd a fliggvényt,

melynek gyokeit meg szeretnénk taldlni. A szemléletesebb bemutatds érdekében, ehhez a

fiiggvényhez az y = sinx grafikont jelenitem meg. A kivélasztdsos mddszer helyett
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hasznélhatjuk a Roots fliggvényt is, melyben elsé paraméterként megadjuk a fliggvény

e

jelolojét, amelynek szeretnénk megtaldlni a gyokeit, masodik és harmadik paraméternek
pedig a kezdd €s végso intervallumot, amelyen keresse a gyokoket.

fry=sin(x) i = =

Extremum(f, —5%94

= A = (-4.71238899
B = (-1.5707%33
C = (157070833 i

D = (4.71238897¢

Abra 7 Extrémumok a GeoGebrdban
A gyokokhoz hasonldoan miikodik az Extremum fliggvény is, amellyel a fiiggvény

sz€lséértekeit talalhatjuk meg.

a=05 :
: zi a=05 ] ]
10 @ 10 () — o T :
b=t f b=-1
-
10 @ 10 ()
fiy=05x%x—1
+ \ .’ 4
#
Q
Sr |
Q

Abra 8 Az y=kx+b fiiggvény Csiiszka haszndlatdval
A csuszka funkci6 a GeoGebraban az egyik legjobb mddja annak, hogy bemutassuk
egy fiiggvény grafikonjdnak valtozasit annak konstans értékeinek valtoztatdsaval. Csuszka
bedllitdsandl rendkiviil fontos az, hogy megfelelden beallitsuk annak kezdd- és végértékét,
illetve a csuszka 1épéskozét. A csiiszka pontjanak mozgatasival vdltoztathatjuk a csuszka
jelenlegi értékét. Amennyiben a fiiggvényben hasznaljuk a cstiszka értékét is, a védltoztatdsok

fiiggvényében egyidejlileg véltozik a fliggvényiink grafikonja is.
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A GeoGebréaban lehetdség van 1étrehozni kiilonb6zé mértani alakzatokat. Ezek koziil
elsésorban a szakaszt, az egyenest ¢és a sugarat mutatom be. Mindegyik alakzat

létrehozasahoz két pont kivalasztasdra van sziikség. A pontok helyzetét ezt kdvetden

06 08 1 12 14 16 18 2 22 24

Abra 10 Szakasz, egyenes és sugdr létrehozdsa

barmikor tudjuk valtoztatni, és ezzel egyetemben valtoznak az alakzatok helyzetei is.

e

08

0.6

0.4

02

AB = 2.2360679774998

AC = 1.1180339887499

[CB = 1.1180339887499]

-12

Egy kivalasztott szakaszon egy egyszerli funkcidval meghatarozhatjuk annak

felez6pontjat a GeoGebra haszndlataval. Ehhez csupéan a szakasz kezdd és végpontjat kell

Abra 9 A felezépont és egységek mérése



megadnunk, vagy pedig a szakasz jelol6jét. Ennek ellendrzésére felhaszndltam a hosszmérés
funkciot is, amellyel be lett bizonyitva, hogy a létrehozott pont az valéban az AB szakasz

felezOpontja. A mérés funkcid tovabba hasznalhatdo még a hosszisagon kiviil szog és teriilet

mérésére is.

A

Abra 11 Merdleges és parhuzamos egyenesek
A felezépont funkcio bemutatdsanal hasznalt AB szakaszunkon lathatd a merdleges
és parhuzamos egyenesek szerkesztései. Ezek alkotdshoz sziikséges megadnunk egy szakaszt
vagy egyenest, melynek szeretnénk megalkotni a merdlegesét vagy parhuzamosat, majd

pedig egy pontot, melyen keresztiil ezeket megszerkeszti a program.
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Abra 12 Szakasz vetitése az x-tengelyre
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Abra 13 Szakasz vetitése az y-tengelyre

abrdkon lathatjuk az AB szakasz x- és y-tengelyekre alkotott vetiileteit. A

20



vetités alkotdsahoz sziikséges megadnunk egy alakzatot, amelyet vetiteni szeretnénk és egy

madsikat, ami szerint vetitiink. A mi esetiinkben ez az AB szakasz, illetve az x- és y-tengely.
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Abra 14 Egyéb sikbeli alakzatok létrehozdsa
A GeoGebraban tovabba van lehetdség egyéb sikbeli alakzatok létrehozasara is. Ezek
lehetnek: kor, kormetszet, koriv, korcikk, sokszogek illetve szabdlyos sokszogek is. Ezekre

ebben a dolgozatban kiilon nem tériink ki.

Abra 15 Térbeli szerkesztés kezdboldala
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Abra 17 Példa egy térbeli alakzatra a GeoGebra 3D szerkesztGjében
A GeoGebra lehetdséget ad arra is, hogy nem csak sik-, hanem térbeli alakzatokat is
szerkessziink és dolgozzunk rajtuk. Amint a GeoGebra feliiletét atvaltjuk a 3D Calculator

mddra, egylitemben a sikbeli kdrnyezet atvalt hdAromdimenzidssa.

Abra 16 Egyéb térbeli alakzatok a GeoGebrdban
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A GeoGebra 3D Calculator, azaz a térbeli szerkesztéjében lehetdség van az alabbi
térbeli alakzatok 1étrehozdsdra is: kocka, hasdb, gomb, henger és kip. Ezeket részletesebben

majd a feladatok megoldasa alatt targyaljuk.

3.2. A VisuMath funkcioi
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Abra 18 A VisuMath kezddoldala
Amint megnyitunk a VisuMath szoftveren beliil egy Uj projektet a fentebbi dbran
lathato kép tarul elénk. A szoftver harom alapvetd o szerkesztd egységgel rendelkezik,

amelyek kivélaszto sdvjat a lentebbi dbran lathatjuk is.

20 30 Cunicz itput a0 VEML -environment

Abra 19 A f6bb funkciok kivalaszté savja
A leggyakrabban hasznalatos ezek koziil a 2D szerkesztd. Ebben lehetdség van
fliggvényt megadni egyvéltozds, paraméteres, polir vagy kozvetlen megadasos
modszerekkel. Az egyvaltozods fliggvényeknél van lehetdség az elsd és masodik derivalt
megjelenitésére és kiszdmitdsara. Folytonos fiiggvényeknél pedig az integralszdmitdsra is

teriiletszamitésra, illetve az also €s felsé Riemann integral vizualizalasara is. [6]
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Abra 20 Az y=x"3 grqﬁl;mz[a, annak elsé das masodik derivdltja
A fentebbi dbran lathatjuk példaként az y = x3 fliggvény, annak elsé és masodik
derivéltjainak grafikonjat. Amit a VisuMath feliiletébe beirni sziikséges az maga a fiiggvény.

A derivaltak értékét és grafikonjat a szoftver automatikusan kiszdmolja.
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Abra 21 A Taylor polinom VisuMath feliileten megjelenitve
A VisuMath-ban, ahogy az fentebb is volt emlitve, van lehet6ség arra, hogy
megjelenitsiik egy kivant fiiggvény Taylor polinomjat is. Az abrdn az y = sin(x) fiiggvény

lathaté piros szinnel, illetve lildval annak 10-edfokt Taylor polinomja.

Az integralszamitasra is rengeteg lehetdséget kinal a VisuMath. Megjelenitheti a
fliggvényiink alsé és felsd Darboux 6sszegét, Riemann 6sszegét, illetve magat az integralt is,
tehdt a fiiggvény alatti teriiletet magat. Ezek a reprezentaciods lehetdségek segitik konnyebben
megérteni az dtadni kivant anyagot, a kiilonbséget az integralosszegek elmélete kozott illetve
dltalanosan is az integral elméletet. A lentebbi abrdn ldthatjuk az y = (x — 1)? + 1 fiiggvény

grafikonjat, illetve a fiiggvény alatti teriilet Riemann féle integralosszegét.
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Abra 22 Riemann integrdlésszeg

A Riemann féle integral mellett megtalalhatjuk még a Darboux felsd és also

Osszegeket is.
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Abra 24 Felsé integrdlosszeg
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Abra 23 Alsé integrdlisszeg
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Abra 26 A fiiggvény integrdlja
A VisuMath-ban lehetdség van térbeli alakzatokkal is dolgozni, mint ahogy azt
fentebb emlitettem.

Abra 25 Térbeli alakzat a VisuMath-ban
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Navigation and image  Color and perspective Lines  Festictions Grids  Lighting and model adjustment  Parameter values  Animation Expot  Miscellaneous
frdh 2t P R s xem
Abra 28 Navigdcié és kép

A 3D szerkeszt6 beallitasai €s vezérlése az ablak tetején taldlhaté meg egy kiilon erre
kialakitott sdvban. A navigacié és kép fiilon beliil tudjuk bedllitani. Ez a lap foként az
egérmiiveletek viselkedését hatarozza meg. Bal kattintds és hizas az objektum forgatasat,
mozgatdsat vagy dtméretezését eredményezheti. Megjegyezziik, hogy a jobb gombos hizés
eltolast eredményez, €s az egérgorgdvel lehet nagyitani vagy kicsinyiteni. Tovabba, néhany
eldre beallitott nézdpont (oldal- és feliilnézet) van meghatarozva, valamint egy visszadllitas
gomb, amellyel az eredeti pozicioba lehet visszatérni. Lehetdség van az Gsszes nézOpont
bedllitds visszadllitdsdra. Emellett a nézetablak mérete is megvdltoztathat6. Ez akkor

hasznos, ha valaki meghatarozott méretekkel szeretne képeket exportdlni. [6]

Mavigation and image  Color and perspective  Lines  Restictions Grids  Lighting and model adjustment  Parameter values  Animation  Export  Miscellaneous
O ¥ 8| |
Abra 27 Szin és nézépont
Ez a lap hatdrozza meg a feliilet szinezésének modjat. Ezek lehetnek: egyszindi,
szinezés a piros (x-koordindta), zold (y-koordindta) és kék (z-koordindta), szinezés a
magassag szerint, illetve szinezés egy szinfiiggvény szerint. [6]

Navigation and image Color and perspective Lines  Restiictions  Gnds  Lighting and model adjustment  Parameter values  Animation  Export  Miscellaneous
S [0 “ i iDea @ 0
Abra 29 Vonalak
Ez a lap lehetdvé teszi kiilonbozo tipusu vonalak hozzaadéasat egy objektumhoz, az
objektum tipusatol fliggden. Az els6 gombbal szintvonalak adhatok hozza egy feliilethez. A

szintvonalak szdmét be lehet allitani. Ezenkiviil lehetdség van hatarok meghatdrozasara a z-

szinten. [6]

Navigation and image  Color and perspective  Lines  Restiictions  Grids  Lighting and mode! adjustment  Parameter values  Animation  Export  Miscellaneous
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Abra 30 Rdcsok

Ez a lap hasznalhat6 tengelyek és racsok hozzdadasara a képhez. Tobb lehetdség

koziil lehet vdlasztani, amelyeket kombindlni is lehet. A tengelyek és racsok negativ része is

lathat6va tehetd, és a tengelyek és racsok vastagsaga, valamint a tengelyeken 1évo egységek

1s megvdltoztathatok. A 'GO' gombbal a vdltoztatdsok azonnal alkalmazhatok.

Megjegyezziik, hogy nem lehet a tengelyek mentén 1év6 jelolések értékeit megjeleniteni. Ha
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ez feltétleniil sziikséges, akkor az eredeti tervezési kornyezet haszndlhatd, de ez korlatozott

megjelenitési lehetdségeket eredményez. [6]

Mavigation and image Color and perspective  Lines  Restrictions Grids  Lighting and model adiustment  Parameter values  Animation Ewport  Miscellaneous
X ~ ]
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Abra 31 Vildgitds és modell bedllitds

Ezzel a lappal lehetOség van a vilagitas megvaltoztatasara €s a feliiletet meghatarozo
haromszoghald bedllitasara. Eldszor néhany magyardzat a vilagitasrol. Alapértelmezés
szerint egy a nézOponthoz kapcsolt fényforras viladgitja meg az objektumot. Azonban ez a
fényforras kikapcsolhato az els6 gombbal. Ebben az esetben a feliilet szinezése teljes
mértékben a kordbbi bedllitdsokbdl szarmazik. Ha a fényforrds be van kapcsolva, akkor a
szinezést a fényforrds feliiletre vetett visszaverddései modositjak, természetesebb
megjelenést kolcsonozve neki. Alapértelmezés szerint a fényforrds a feliilet mindkét oldalat
megvildgitja, de ez megvaltoztathatd ugy, hogy csak az egyik oldalt vilagitsa meg. Az oldalak
cserélhetok. [6]

Navigation and image Color and perspective  Lines  Restrictions Gnds  Lighting and model adjustment  Parameter values  Animation  Export  Miscellaneous

m & H EH E

BMP  JPG OB

Abra 32 Exportdlds

Ez a lap lehetdségeket kinal a generalt kép exportalasara. Készithetd egy pillanatkép,
amely beillesztheté mas windowsos alkalmazasokba. A képet bitmap ¢€s jpeg formatumban
is el lehet menteni. Az utébbi esetben normdl képfelbontdsi vagy nagyfelbontdsu kép is
létrehozhaté. Megjegyezziikk azonban, hogy nem minden funkcié tdmogatott nagy
felbontasban. Ezért érdemes ellendrizni, hogy ez az opci6 a kivant eredményt produkalja-e.
Masrészt a nagy felbontés alkalmas kivalé mindségili, konyvnyomtatasra is alkalmas képek

eloallitasara. [6]
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FELADATOK MEGOLDASA

Feladat 1: Szerkesszen egy egyenld oldali haromszoget, mely egy oldala az a sikon van!

Megoldas:

Abra 33 Az 1. feladat megolddsa
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Feladat 2: Abrazo

teriiletet!

Megoldas:
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Abra 34 A 2. feladat megolddsa
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Feladat 3: Szerkesszen egy kockat, majd a kocka minden oldallapjan szerkessze meg azok

kozéppontjit. A pontokat dsszekotve milyen alakzatot kapunk?

Megoldas:

o
)

Abra 35 A 3. feladat megolddsa
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Feladat 4: Készitsen egy tetszOleges haromszoget és bizonyitsa, hogy a hdromszog sz6geinek

0sszege mindig 180°. [7]

Megoldss:

84° +72° + 23° = 180°

Abra 36 A 4. feladat megolddsa
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A VISUMATH ES A GEOGEBRA OSSZEHASONLITASA

Bar mind a VisuMath és mind a GeoGebra két népszerli matematikai szoftver,
amelyek mindketten a vizualizcié és az oktatds terén szolgalhat kiilonbozo eszkozokkel és

funkcidkkal.

Funkcionalitds és eszkozok terén a VisuMath rendelkezik specializdlt matematikai
eszkozokkel a differencidlgeometria, a vektoranalizis és tobbvaltozos fliggvények
vizualizdci6janak terén. Képes bonyolultabb feliiletek €s térbeli objektumok megjelenitésére,
beleértve a szinezési €s vildgitasi bedllitdsokat is. Ezek az objektumok exportdlhatdak is
kiilonb6zé formatumokban (pl.: bitmap és jpeg). Feliillete a specifikus matematikai
alkalmazasokra és vizualizdciokra van optimalizdlva. Ebbdl kifolyolag inkabb

felsdoktatasban ajadnlanam hasznalatat.

A GeoGebra nem feltétleniil rendelkezik specializdlt felhaszndldsi korrel, helyette
inkdbb egy sokkal szélesebb korben szolgdl kiilonbozd altalanos célu eszkozokkel. A
GeoGebra feliilete sokkal interaktivabb és dinamikusabb. Fontos megemliteni azt is, hogy
mivel a GeoGebra ismertebb, ezért sokkal nagyobb a felhaszndlébdzisa is, amely végett sok
online forrassal és megosztott tananyagokkal rendelkezik. Elérhet6 kiilonb6z6 platformokon,
beleértve az asztali gépeket, webes alkalmazdsokat és mobil eszkozoket. Elhanyagolhatatlan
az atény is, hogy a GeoGebra az egyik legfelhasznalobaratabb oktatasi szoftver. A fentiekbdl

adéddan a GeoGebra batran ajanlhat6 alsé és kdzépiskoldban is egyardnt.

A VisuMath és GeoGebra mindkettd egy pompds matematikai szoftver, ugyanakkor
kiilonboz6 célokra alkalmasak. A VisuMath inkébb a fels6bb matematikai kurzusokra és
kutatasokra koncentral, mig GeoGebra szélesebb korli eszkozoket és tdmogatast nyljt az
altalanos €s kozépiskolai oktatdsban. Ezért is, személyes preferencidm szerint, én a

GeoGebra szoftvert ajanlandm mind a tanaroknak, mind a didkoknak.
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OSSZEGZES

A szakdolgozatom célja az volt, hogy mélyebb betekintést nyerjek a Geogebra és a
VisuMath szoftverek alkalmazdsiba a matematika oktatdsban. Az oktatdsi szoftverek,
beleértve a fentebb emlitett kettét, el nem hanyagolhatd szerepet toltenek be a matematika
oktatdsdban. A munka sordn megvizsgiltam, hogy milyen médon jarulnak hozzd a

kozépiskolai matematika tanuldsdhoz és tanitdsahoz.

Elméleti hattérként felvazoltuk a matematika oktatdsdnak fontossagét és kihivésait,
valamint a matematikai szoftverek szerepét az oktatdsban. Az elemzésben részletesen
elemeztiikk mind a GeoGebra, mind a VisuMath altal kinalt funkcidkat és alkalmazasokat, €s
Osszehasonlitottuk ezeket a két szoftver pedagdgiai alkalmazhatésidganak és
hatékonysdganak szempontjabol. Megallapitottam, hogy mindkét szoftver rendelkezik
elonyokkel és korlatokkal, és fontos megfontolni a tanitasi célokat és a diakok igényeit a
valasztasukkor. A gyakorlati példdk és esettanulmdnyok bemutatdsdval megvizsgéltuk,
hogyan lehet ezeket a szoftvereket hatékonyan felhaszndlni a tanitdsi folyamatban, és hogyan

segithetik a didkokat a matematikai fogalmak jobb megértésében.

Mind a GeoGebra, mind a VisuMath hasznos eszkozok lehetnek a kozépiskolai
matematika oktatdsdban. Ugy vélem, hogy a témavélasztist kovetd célokat sikeriilt
megvaldsitanom a munkdval kapcsolatosan. Mdr biztosan allithatom, hogy bar funkcidikban
és megkozelitésiikben kiilonboznek egymadstél, mindkettd szoftver hozzdjarulhat a didkok
megértésé¢hez és gondolkodasahoz. A tanarok ¢és didkok szamara fontos, hogy megfeleléen
valasszdk ki a szamukra legmegfelelobb szoftvert az oktatasi célok eléréséhez. A munkdm

megfelelé ahhoz, hogy megismerjiik a két szoftvert, illetve azok alkalmazasi lehetdségeit.
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PE3IOME

MeTo1o MO€i TUTIOMHOT poO0TH 0YII0 OTpUMATH IIIMOIIE PO3yMIHHS BUKOPUCTAHHS
nporpamuoro 3abesmeueHHs GeoGebra ta VisuMath y nHaBuyanHi mMatematuku. OCBiTHE
nporpamHe 3a0e3NedeHHs1, BKIIOYA0ud 3a3HaueHi JBa, BiIirpae BaXXJIUBY POJIb y HABUAHHI
MaTematuku. [lig gac poOOTH s IOCTiKYBaB, SIK IIi MPOTPAMU CIPHUSIOTh BUBYCHHIO Ta

BHKJIQIAHHIO MAaTEMATUKH Y CEPEIHINA MIKOJII.

Sk TeopeTHuHE MIATPYHTS MM OKPECIWIM BAXJIUBICTh 1 BUKIUKHM BHUKIJIAJaHHS
MaTeMaTHKH, a TAKOXX POJIb MATEMaTUYHOTO IIPOrpaMHOro 3a0e3neyeHHs B ocBiTl. B aHainizi
JeTabHO po3MIIsIHYTO (yHKINIT Ta 3actocyBaHHs sk GeoGebra, Tak 1 VisuMath, 1 mopiBHsiHO
iX 3 TOYKH 30py MENaroriyHOi 3aCTOCOBHOCTI Ta €()eKTUBHOCTI. Sl BCTAaHOBUB, IO OOUBI
MporpaMu MArOTh CBOT IIepeBaru Ta 0OMEKEHHsI, 1 BAKJIMBO BPaXOBYBAaTH HaBUYAIbHI IUTI Ta
noTpedu y4HiB mpu BUOOPI mporpamMHoro 3abe3nedyeHds. Ha npuknamax i kerdc-cTamisx Mu
JOCTIIUIIH, SIK L1 IPOrpaMHu MOKHA e()eKTUBHO BUKOPUCTOBYBAaTH B HaBYAJIbHOMY ITPOLIECI,

1 IK BOHH JIOTIOMAraroTh YUHSIM KpaIlle 3p03yMITH MaTeMaTHU4HI TOHSTTSL.

Ax GeoGebra, tak 1 VisuMath MoxyTh OyTH KOPUCHMMH IHCTPYMEHTAMH Y
BHUKJIQJIaHHI MaTEeMaTUKH B CepenHid mkoJi. Sl BBakaro, IO MEHI BAAIOCA TOCSATTH
MOCTaBJICHUX IIeH y cBoOiii poOoTi. S MOXy BIEBHEHO CKa3aTd, IO, XO4Ya BOHH
BIIPI3HAIOTHCS 32 (QYHKIIIMH Ta MigX0JaMu, OOHaBa MporpamMHi 3a0e3Me4YeHHS MOXYTh
CHIPUATH PO3YMIHHIO Ta MUCICHHIO Y4YHIB. J[JI1 BUMTENIB Ta YYHIB BaXKJIIMBO MPABUILHO
o0Oparu mporpamHe 3a0e3MeUYeHHs, K¢ HalKpaIle MiaXoIuTh JUIs JTOCSITHEHHS HaBYAIbHUX
nited. Most poboTa € KOPHCHOIO [UIsi O3HAHOMJIGHHS 3 JBOMa IIporpaMamMu Ta ix

MOXKJIIMBOCTAMMU 3aCTOCYBAHH.
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