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❛❧❦♦t♦tt✱ ❛♠❡❧② ❤❛♠❛r♦s❛♥ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❛ ❡t❛❧♦♥❥á✈á ✈á❧t✱ és ❛♠❡❧② ♠é❣ ♠❛ ✐s s③❡r❡♣❡❧
❡❣② t✐♣✐❦✉s ✐s❦♦❧❛✐ ❣❡♦♠❡tr✐❛✲t❛♥❢♦❧②❛♠ t❛♥❛♥②❛❣á❜❛♥✳

❆ ♠ás♦❞✐❦ ♠ér❢ö❧❞❦➤ ❛ t✐③❡♥♥②♦❧❝❛❞✐❦ s③á③❛❞❜❛♥ ✈♦❧t✱ ❛♠✐❦♦r ❊✉❧❡r ❜❡♠✉t❛tt❛ ❛
❦é♣❧❡tét✱ ❛♠❡❧② öss③❡❦❛♣❝s♦❧t❛ ❛ ❦♦♥✈❡① ♣♦❧✐é❞❡r❡❦ s♦❦s③ö❣➯ ♦❧❞❛❧❛✐♥❛❦✱ é❧❡✐♥❡❦ és
❝sú❝s❛✐♥❛❦ s③á♠át✳ ❆ ❤❛r♠❛❞✐❦ ♠ér❢ö❧❞❦➤✱ ❛♠❡❧② ❤♦③③á❥ár✉❧t ❛③ öt ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞
t❡st t❡❧❥❡s ❦ör➯ ♦s③tá❧②♦③ásá❤♦③✱ ❈❛✉❝❤② ♠❡r❡✈sé❣✐ tét❡❧❡✱ ❈❛✉❝❤② ❡❧s➤ ♠❛t❡♠❛t✐❦❛✐
❡r❡❞♠é♥②❡✳

❊❜❜❡♥ ❛ ❞♦❧❣♦③❛t❜❛♥ ❛ ♣❧❛tó♥✐ t❡st❡❦ t❡❧❥❡s ♦s③tá❧②♦③ását ❦í✈á♥❥✉❦ ♠❡❣❛❞♥✐ ❊✉❧❡r ❦é✲
♣❧❡té♥❡❦ és ❈❛✉❝❤② ♠❡r❡✈sé❣✐ tét❡❧é♥❡❦ s❡❣ítsé❣é✈❡❧✳ ❆ ♣❧❛tó♥✐ t❡st❡❦ ❞❡✜♥í❝✐ó❥á♥❛❦
♠❡❣❛❞ásá✈❛❧ ❦❡③❞❥ü❦✱ ♥é❤á♥② ❛❧❛♣✈❡t➤ ❣❡♦♠❡tr✐❛✐ ❞❡✜♥í❝✐ó✈❛❧ és ❤❛s③♥♦s t✉❧❛❥❞♦♥✲
sá❣❣❛❧ ❡❣②ütt✳

❆ ♠ás♦❞✐❦ ❢❡❥❡③❡t❜❡♥ ❜❡♠✉t❛t❥✉❦ ❛③ ❊✉❧❡r✲❢♦r♠✉❧át és ♠❡❣❛❞❥✉❦ ❛ ❜✐③♦♥②ítását✳
❋❡❧✈á③♦❧❥✉❦ ❛ ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st❡❦ ♦s③tá❧②♦③ásá♥❛❦ ❜❡❢❡❥❡③ésé❤❡③ s③ü❦sé❣❡s ❦ü❧ö♥✲
❜ö③➤ ❢♦♥t♦s ❧é♣és❡❦❡t✳ ▼❡❣❛❞❥✉❦ t♦✈á❜❜á ❛ ▲✉❞✇✐❣ ❙❝❤❧❛✢✐ s✈á❥❝✐ ♠❛t❡♠❛t✐❦✉sró❧
❡❧♥❡✈❡③❡tt ❙❝❤❧❛✢✐✲s③✐♠❜ó❧✉♠ és ❛ ♠❡❣❢❡❧❡❧➤ ❊✉❧❡r✲❤ár♠❛s ❞❡✜♥í❝✐ó✐t✳ ❆ ♣❧❛tó♥✐
s③✐❧ár❞ t❡st❡❦❦❡❧ ✈❛❧ó ❦❛♣❝s♦❧❛t✉❦❛t ú❣② ♠✉t❛t❥✉❦ ❜❡✱ ❤♦❣② ♠❡❣♠✉t❛t❥✉❦✱ ❤♦❣②
❡③❡❦r❡ ♣♦♥t♦s❛♥ öt ❙❝❤❧❛✢✐✲s③✐♠❜ó❧✉♠ ❧❡❤❡tsé❣❡s✳

❆ ❤❛r♠❛❞✐❦ ❢❡❥❡③❡t❜❡♥ ♠❡❣♠✉t❛t❥✉❦✱ ❤♦❣② ❡❣② ♣❧❛t♦♥✐❦✉s s③✐❧ár❞ t❡st❤❡③ ❡❣② ❧é♥②❡❣é❜❡♥
❡❣②❡❞✐ sí❦❣rá❢♦t társít❤❛t✉♥❦✱ ❛♠❡❧②❡t ❦✐③áró❧❛❣ ❛ ❙❝❤❧❛✢✐✲s③✐♠❜ó❧✉♠ ❥❡❧❧❡♠❡③✳ ❊③
❡❣② ♦❧②❛♥ s③❡♠é❧②❡s ♠❡❣❦ö③❡❧ítés✱ ❛♠❡❧② ❛③ ❛③♦♥♦s ❙❝❤❧❛✢✐✲s③✐♠❜ó❧✉♠♠❛❧ r❡♥❞❡❧❦❡③➤
♣❧átó✐ s③✐❧ár❞ t❡st❡❦❡t öss③❡❦❛♣❝s♦❧❥❛ ❛ ❈❛✉❝❤② ♠❡r❡✈sé❣✐ tét❡❧é❜❡♥ s③❡r❡♣❧➤ ❤✐♣♦té③✐s✲
s❡❧✳

❆ ♥❡❣②❡❞✐❦ ❢❡❥❡③❡t❜❡♥ ❛ ❈❛✉❝❤②✲❢é❧❡ ♠❡r❡✈sé❣✐ tét❡❧t ❜✐③♦♥②ít❥✉❦ ❙t❡✐♥✐t③ ❡❣②✐❦ ❡r❡❞✲
♠é♥②é♥❡❦ ❢❡❧❤❛s③♥á❧ásá✈❛❧✳ ❙t❡✐♥✐t③ t❛❧á❧t ❡❣② rést ❛③ ❡r❡❞❡t✐ ❜✐③♦♥②ítás❜❛♥✱ és s③á③
é✈✈❡❧ ❦és➤❜❜ t✉❞t❛ ❦✐❥❛✈ít❛♥✐ ❛③t✳ ❈❛✉❝❤② ♠❡r❡✈sé❣✐ tét❡❧ét ❡③✉tá♥ ❛ ♣❧❛tó♥✐ t❡st❡❦
♦s③tá❧②♦③ásá♥❛❦ ❜❡❢❡❥❡③ésé❤❡③ ❤❛s③♥á❧❥✉❦ ❢❡❧✳

✶



❆③ ✉t♦❧só ❢❡❥❡③❡t❜❡♥ ❢❡❧s♦r♦❧t✉❦ ♠✐♥❞ ❛③ öt ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st❡t✱ és ♠❡❣á❧❧❛♣ít♦t✲
t✉❦ ♥é❤á♥② ❛❧❛♣✈❡t➤ t✉❧❛❥❞♦♥sá❣✉❦❛t✱ ♣é❧❞á✉❧✱ ❤♦❣② ❛ ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st❡❦ ♠✐♥❞❡♥
❝sú❝s❛ ❡❣② ❣ö♠❜ö♥ ❢❡❦s③✐❦✳ ❚♦✈á❜❜á ♠✐♥❞ ❛③ öt ❛❧❛❦③❛t ❡❣②✲❡❣② ❦♦♥str✉❦❝✐ó❥át
♠❡❣❛❞❥✉❦✳

❊③ ❛ s③❛❦❞♦❧❣♦③❛t ♦❧②❛♥ ❡❣②❡t❡♠✐ ❤❛❧❧❣❛tó❦♥❛❦ s③ó❧✱ ❛❦✐❦ ér❞❡❦❧➤❞♥❡❦ ❛ ❣❡♦♠❡✲
tr✐❛ s③✐❣♦rú ♠ó❞♦♥ törté♥➤ ❢❡❧❢❡❞❡③és❡ ✐rá♥t✳ ❙③♦r♦s❛♥ ❦ö✈❡t✐ ❛ ●❡♦♠❡tr✐❛ ❝í♠➯
❦ö♥②✈❡t✿ ❍❛rts❤♦r♥❡ ❬✹❪❊✉❦❧✐❞és③ és ❛③♦♥ tú❧ ✱ ❝í♠➯ ❦ö♥②✈ét✳ ❆ t♦✈á❜❜✐ ❛♥②❛❣ ❛③
❆✐❣♥❡r és ❩✐❡❣❧❡r á❧t❛❧ írt ❬✶❪Pr♦♦❢s ❢r♦♠ ❚❍❊ ❇❖❖❑ és ❛ ❈♦①❡t❡r á❧t❛❧ írt ❬✷❪❘❡❣✉❧❛r
P♦❧②t♦♣❡s ❝í♠➯ ❦❧❛ss③✐❦✉s ❤✐✈❛t❦♦③ás♦❦❜ó❧ s③ár♠❛③✐❦✳ ❈♦①❡t❡r ❦ö♥②✈❡ és ❦ü❧ö♥ös❡♥
❛ ❬✹❪ ✽✳ ❢❡❥❡③❡t❡ ❛❥á♥❧♦tt t♦✈á❜❜✐ ♦❧✈❛s♠á♥②❦é♥t✳ ❆ törté♥❡t✐ ér❞❡❦❧➤❞és➯ ♦❧✈❛só
érté❦❡❧♥✐ ❢♦❣❥❛ ❊✉❦❧✐❞és③ ❊❧❡♠❡❦ ❝í♠➯ ♠➯✈ét és ❛♥♥❛❦ ❢♦r❞ítását ❋✐t③♣❛tr✐❝❦ ❬✸❪❊✉✲
❦❧✐❞és③ ❊❧❡♠❡♥ts ♦❢ ●❡♦♠❡tr② ❝í♠➯ ♠➯✈é❜❡♥✳

✷



✶✳ ❋❡❥❡③❡t

❆ ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st❡❦ ♠❡❣❤❛tár♦③ás❛

❊ ❢❡❥❡③❡t ❝é❧❥❛✱ ❤♦❣② ♠❡❣❛❞❥❛ ❛ ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st❡❦ ❢♦r♠á❧✐s ❞❡✜♥í❝✐ó❥át✱ és ♥é❤á♥②
s③❡♠❧é❧t❡t➤ ♣é❧❞át ❛❞❥♦♥✳ ❊❧➤s③ör ✐s ❜❡ ❦❡❧❧ ♠✉t❛t♥✉♥❦ ♥é❤á♥② ❛❧❛♣✈❡t➤ és á❧t❛❧á♥♦s
❞❡✜♥í❝✐ót ❛ ❦ét✲ és ❤ár♦♠❞✐♠❡♥③✐ós tér❜❡♥ ❧é✈➤ ❛❧❛❦③❛t♦❦ró❧✳

✶✳✶ ❆❧❛♣✈❡t➤ ♠❡❣❤❛tár♦③ás♦❦ és t✉❧❛❥❞♦♥sá❣♦❦

❉❡✜♥í❝✐ó ✶✳✶✿

❆ sí❦❜❡❧✐ s③❛❜á❧②♦s s♦❦s③ö❣ ❡❣② ❡❣②❡♥❧➤ ♦❧❞❛❧ú és ❡❣②❡♥❧➤ s③ö❣➯ s♦❦s③ö❣✱
❛③❛③ ♦❧②❛♥ s♦❦s③ö❣✱ ❛♠❡❧②♥❡❦ ♠✐♥❞❡♥ ♦❧❞❛❧❛ ❛③♦♥♦s ❤♦ss③úsá❣ú✱ és ❦ét
♦❧❞❛❧❛ ❦ö③ött✐ s③ö❣❡❦ ❡❣②❡♥❧➤❡❦✳

❉❡✜♥í❝✐ó ✶✳✷✿

❑ét ♣♦♥t❤❛❧♠❛③ ❛❦❦♦r ❦♦♥❣r✉❡♥s✱ ❤❛ ❧ét❡③✐❦ ❛③ ❡❧❢♦r❞ítás♦❦♥❛❦✱ ❡❧❢♦r❣❛tá✲
s♦❦♥❛❦ és tü❦rö③és❡❦♥❡❦ ♦❧②❛♥ ❦♦♠❜✐♥á❝✐ó❥❛✱ ❛♠❡❧② ❛③ ❡❣②✐❦ ❤❛❧♠❛③t ❛
♠ás✐❦r❛ ❧❡❦é♣❡③✐✳

❆ ♣♦♥t❤❛❧♠❛③♦❦❛t ❛❦❦♦r ♥❡✈❡③③ü❦ ❡❣② ♠ér❡t❡③és✐ té♥②❡③➤✐❣ ❦♦♥❣r✉❡♥s♥❡❦✱ ❤❛
❛③♦❦ ❛③ ❡❧s➤ ♠ér❡t❡③és ✉tá♥ ✐s ❦♦♥❣r✉❡♥s❡❦✱ t❡❤át ♥❡♠ ✈❡s③✐❦ ✜❣②❡❧❡♠❜❡ ❛ ❦♦♥❦rét
♠ér❡tü❦❡t✳ ❆③ ❡❧s➤ tét❡❧ ❡❣② á❧t❛❧á♥♦s á❧❧ítás ❛ s③❛❜á❧②♦s s♦❦s③ö❣❡❦r➤❧ és ❛③♦❦ t✉❧❛✲
❥❞♦♥sá❣❛✐ró❧✳

❚ét❡❧ ✶✳✶✿

❆ sí❦❜❛♥ ❜ár♠❡❧② n ≥ 3 ❡s❡té♥ ❧ét❡③✐❦ ♦❧②❛♥ n ♦❧❞❛❧ú s③❛❜á❧②♦s s♦❦s③ö❣✱
❛♠❡❧②♥❡❦ ❡❣② ❛❞♦tt s③❡❣♠❡♥s ❛③ ♦❧❞❛❧❛✳ ❇ár♠❡❧② ❦ét s③❛❜á❧②♦s n s♦❦s③ö❣
❡❣② ♠ér❡t❛rá♥②té♥②❡③➤✐❣ ❦♦♥❣r✉❡♥s✳ ❊❣② s③❛❜á❧②♦s n✲♣♦❧✐❣♦♥ ❝sú❝s❛✐ ❡❣②
❦örö♥ ❢❡❦s③❡♥❡❦✳

❇✐③♦♥②ítás❃

▲ét❡③és✿ ❚❡❦✐♥tsü♥❦ ❡❣② ❦ört✱ és ❤❡❧②❡③③ü♥❦ ❡❧ n ❡❣②❡♥❧❡t❡s tá✈♦❧sá❣r❛ ❧é✈➤ ♣♦♥t♦t
❛ ❦örö♥✳

❑❡rü❧❡t✿❊③❡❦ ❛ ♣♦♥t♦❦ ❛ ❦ör ❦ö③é♣♣♦♥t❥á❜❛♥ a2π s③ö❣❡t ❛❧❦♦t❥á❦✳ ❆ ♠ér❡t❡③és✐
té♥②❡③➤ ❜❡á❧❧ításá✈❛❧ ❛③ ♦❧❞❛❧❤♦ss③ ❜ár♠❡❧② ♠❡❣❛❞♦tt s③❡❣♠❡♥s❤❡③ ✐❣❛③ít❤❛tó✳

✸
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❑♦♥❣r✉❡♥❝✐❛✱ ❡❣② ❦örö♥ ❢❡❦✈és✿ ❱❡❣②ü♥❦ ❡❣② s③❛❜á❧②♦s n−poligont✱ ❛♠❡❧②♥❡❦ ❡❣②✐❦
♦❧❞❛❧❛ AB✳ ❖ss③✉❦ ❢❡❧ ❛③ A✲❜❛♥ t❛❧á❧❦♦③ó ❦ét é❧ és ❛ B✲❜❡♥ t❛❧á❧❦♦③ó ❦ét é❧ ❦ö③ött✐
❡❣②❡♥❧➤ s③ö❣❡❦❡t✱ és ❤❛❣②❥✉❦✱ ❤♦❣② ❛ s③ö❣❢❡❧❡③➤✐ ❛③ O ♣♦♥t❜❛♥ ♠❡ts③➤❞❥❡♥❡❦✳ ❊③
❜✐③t♦sít❥❛✱ ❤♦❣② ❛③ O ♣♦♥t ❡❣②❡♥❧➤ tá✈♦❧sá❣r❛ ✈❛♥ A✲tó❧ és B✲t➤❧✳ ❍❛ ❡③t ❛ ♠ó❞s③❡rt
♠❡❣✐s♠ét❡❧❥ü❦ ❛③ öss③❡s tö❜❜✐ ❝sú❝sr❛✱ ❛❦❦♦r ❡❣②ért❡❧♠➯✈é ✈á❧✐❦✱ ❤♦❣② ❛③ O ♣♦♥t
♠✐♥❞❡❣②✐❦t➤❧ ❡❣②❡♥❧➤ tá✈♦❧sá❣r❛ ✈❛♥✳ ❊♥♥❡❦ ❡r❡❞♠é♥②❡❦é♣♣❡♥ ❛③ öss③❡s ✐❧②❡♥ ❝sú❝s
❡❣② O ❦ö③é♣♣♦♥tú ❦örö♥ ❢❡❦s③✐❦✳ ❊③ért ❜ár♠❡❧② s③❛❜á❧②♦s n s♦❦s③ö❣✱ ❛♠❡❧②♥❡❦ ❡❣②
♦❧❞❛❧❛ ❦ö③ös✱ ❦♦♥❣r✉❡♥s ❧❡s③✳ ❮❣② ❜ár♠❡❧② ❦ét s③❛❜á❧②♦s n−poligon ❡❣② ♠ér❡t❛rá♥②♦s
té♥②❡③➤✐❣ ❦♦♥❣r✉❡♥s✳

❉❡✜♥í❝✐ó ✶✳✸✿

❆ ♣♦❧✐é❞❡r ❛ ❤ár♦♠❞✐♠❡♥③✐ós tér❜❡♥ ❧é✈➤ s③✐❧ár❞ ❛❧❛❦③❛t sí❦❜❡❧✐ s♦❦s③ö❣❡❦
á❧t❛❧ ❤❛tár♦❧t ❢❡❧ü❧❡t❡✳ ❍❛ ❦ét s♦❦s③ö❣ ❡❣②♥é❧ tö❜❜ ♣♦♥t❜❛♥ t❛❧á❧❦♦③✐❦✱ ❛❦❦♦r
❡❣② t❡❧❥❡s é❧ü❦♥❡❦ ❦ö③ös♥❡❦ ❦❡❧❧ ❧❡♥♥✐❡✳ ❊③❡❦❡t ❛ sí❦❜❡❧✐ s♦❦s③ö❣❡❦❡t ❛
♣♦❧✐é❞❡r ♦❧❞❛❧❛✐♥❛❦✱ é❧❡✐❦❡t ❛ ♣♦❧✐é❞❡r é❧❡✐♥❡❦✱ ❝sú❝s❛✐❦❛t ♣❡❞✐❣ ❛ ♣♦❧✐é❞❡r
❝sú❝s❛✐♥❛❦ ♥❡✈❡③③ü❦✳

❦ét ❢❡❧ü❧❡t öss③❡❤❛♥❣♦❧ás❛ ❛♠✐ ♥❡♠
♠❡❣❡♥❣❡❞❡tt ❡❣② á❧t❛❧á♥♦s ♣♦❧✐é❞❡r

❮❣② ❜ár♠❡❧② P ♣♦❧✐é❞❡r❤❡③ ❞❡✜♥✐á❧❥✉❦ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❤ár♦♠ ❤❛❧♠❛③t

F (P ) := {F1, . . . , Ff}✱ ❛ P ♦❧❞❛❧❛✐♥❛❦ ❤❛❧♠❛③❛✱

E(P ) := {E1, . . . , Ee}✱ ❛ P é❧❡❦ ❤❛❧♠❛③❛✱

V (P ) := {V1, . . . , Vv}✱ ❛ P ❝sú❝s♦❦ ❤❛❧♠❛③❛✱

❊ ❤❛❧♠❛③♦❦ ❦❛r❞✐♥❛❧✐tás❛ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤❦é♣♣❡♥ ❞❡✜♥✐á❧t (f, e, v) ❤ár♠❛s

(f, e, v) :

f = |F (P )| =✱ ❛ P ♦❧❞❛❧❛✐♥❛❦s ③á♠❛✱

e = |E(P )| =✱ ❛ P é❧❡❦ s③á♠❛✱

v = |V (P )| =✱ ❛ P ❝sú❝s♦❦ s③á♠❛✱

✹
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❉❡✜♥í❝✐ó ✶✳✹✿

❊❣② P ♣♦❧✐é❞❡r ❦♦♥✈❡①✱ ❤❛ ❛ P ❦ét t❡ts③➤❧❡❣❡s ♣♦♥t❥ár❛ ❛ ❦ö③tü❦ ❧é✈➤
❡❣②❡♥❡s s③❛❦❛s③ t❡❧❥❡s ❡❣és③é❜❡♥ ❛ ♣♦❧✐é❞❡r á❧t❛❧ ❤❛tár♦❧t s③✐❧ár❞ ❛❧❛❦③❛t❜❛♥
✈❛♥✳

▼♦st ♠ár ❛❜❜❛♥ ❛ ❤❡❧②③❡t❜❡♥ ✈❛❣②✉♥❦✱ ❤♦❣② ♠❡❣❛❞❤❛t❥✉❦ ❛ ♣❧átó✐ s③✐❧ár❞ t❡st
❞❡✜♥í❝✐ó❥át✳

❉❡✜♥í❝✐ó ✶✳✺✿

❆ ♣❧❛tó♥✐ t❡st ♦❧②❛♥ ❦♦♥✈❡① ♣♦❧✐é❞❡r✱ ❛♠❡❧②♥❡❦ ♠✐♥❞❡♥ ♦❧❞❛❧❛ ❡❣②❡♥❧➤
s③❛❜á❧②♦s s♦❦s③ö❣✱ és ❛♠❡❧②♥❡❦ ♠✐♥❞❡♥ ❝sú❝sá♥ ✉❣②❛♥❛♥♥②✐ ♦❧❞❛❧ t❛❧á❧❦♦③✐❦✳

❍❛ ❛ ♣♦❧✐é❞❡r ❛ ❦♦♥✲ ✈❡①✐tás ❦✐✈ét❡❧é✈❡❧ ❛ ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st ♠✐♥❞❡♥ t✉❧❛❥❞♦♥sá❣á♥❛❦
♠❡❣❢❡❧❡❧✱ ❛❦❦♦r s③❛❜á❧②♦s ♣♦❧✐é❞❡r♥❡❦ ♥❡✈❡③③ü❦✳ ❆ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❞❡✜♥í❝✐ó ❜❡✈❡③❡t
❡❣② t♦✈á❜❜✐ ❢♦❣❛❧♠❛t ❛ ♣♦❧✐é❞❡r❡❦r❡✱ ❛♠❡❧② ❦ü❧ö♥ös❡♥ ❢♦♥t♦s ❛ ♣❧❛t♦♥✐❦✉s s③✐❧ár❞
t❡st❡❦ t✉❧❛❥❞♦♥sá❣❛✐♥❛❦ ♠❡❣á❧❧❛♣ítás❛❦♦r✳

❉❡✜♥í❝✐ó ✶✳✻✿

❊❣② ♣♦❧✐é❞❡r ❦ét ♦❧❞❛❧á♥❛❦ θ ❞✐é❞❡r❡s s③ö❣❡ ❛③ ❛ s③ö❣ ❛ ❦ét ♦❧❞❛❧ ❦ö③ött✱
❛♠❡❧② ❡❣② é❧❜❡♥ t❛❧á❧❦♦③✐❦

❦ét ❢❡❧ü❧❡t θ ❞♦♠❜♦r③❛t✐ és sí❦❜❛♥✐ ❞➤❧éss③ö❣❡

✶✳✷ ❑ét ♣é❧❞❛ ❛ ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st❡❦r❡

❆ ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st ❡❧s➤ ♣é❧❞á❥❛ ❛ ❦♦❝❦❛✱ ❡❣② ♦❧②❛♥ ❛❧❛❦③❛t✱ ❛♠❡❧②❡t ❛③ ♦❧✈❛só
✈❛❧ós③í♥➯❧❡❣ ♠ár ❧át♦tt✳ ❆ ❦♦❝❦❛ ❤❛t ❡❣②❡♥❧➤ ♥é❣②③❡t❜➤❧ á❧❧✱ és ♠✐♥❞❡♥ ❝sú❝s ❤ár♦♠
♥é❣②③❡t❡t ❦öt öss③❡✳ ❆ ♠ás♦❞✐❦ ♣é❧❞❛ ❛ t❡tr❛✲ ❤❡❞r♦♥✱ ❡❣② ❤ár♦♠s③ö❣❧❡t➯ ♣✐r❛♠✐s✱
❛♠❡❧② ♥é❣② s③❛❜á❧②♦s ❤ár♦♠s③ö❣❜➤❧ á❧❧✱ és ❛♠❡❧②♥❡❦ ♠✐♥❞❡♥ ❝sú❝s❛ ❤ár♦♠ ❤ár♦♠
❤ár♦♠s③ö❣❡t ❦öt öss③❡✳

❆ t❡tr❛é❞❡r ❞r❛❧ s③ö❣❡ ❜ár♠❡❧② ❦ét ♦❧❞❛❧ ❡s❡té♥ ❡❣②❡♥❧➤✳ ❆ ❦♦❝❦❛ ❡s❡té❜❡♥ ❛ ❞✐é❞❡r❡s
s③ö❣ s③✐♥té♥ ❛③♦♥♦s✱ és ♠✐✈❡❧ ❜ár♠❡❧② ❦ét✱ ❡❣② é❧❡♥ ❦ö③ös ❢❡❧ü❧❡t ♠❡r➤❧❡❣❡s ❡❣②♠ásr❛✱
❛ ❞✐é❞❡r❡s s③ö❣ ❦✐❧❡♥❝✈❡♥ ❢♦❦✳

✺



❚❡tr❛é❞❡r és ❦♦❝❦❛

✷✳ ❋❡❥❡③❡t

❊✉❧❡r ❦é♣❧❡t❡

❊❜❜❡♥ ❛ ❢❡❥❡③❡t❜❡♥ ❜❡♠✉t❛t❥✉❦ ❛③ ❊✉❧❡r✲❢♦r♠✉❧át✱ és t❡❧❥❡s ❜✐③♦♥②ítást ❛❞✉♥❦✳ ❋❡❧✈á✲
③♦❧❥✉❦ ❛ ♣❧❛tó♥✐ t❡st❡❦ ♦s③tá❧②♦③ásá♥❛❦ ❜✐③♦♥②ításá♥❛❦ ❢♦♥t♦s ❧é♣és❡✐t✳

✷✳✶ ❊✉❧❡r✲❦é♣❧❡t

❆③ ❊✉❧❡r✲❦é♣❧❡t ❡❣② ❢♦♥t♦s✱ ♠é❣✐s ❡❣②s③❡r➯ ❡❣②❡♥❧❡t✱ ❛♠❡❧② ❡❣② ❦♦♥✈❡① ♣♦❧✐é❞❡r
♦❧❞❛❧❛✐♥❛❦✱ é❧❡✐♥❡❦ és ❝sú❝s❛✐♥❛❦ s③á♠át ❛❞❥❛ ♠❡❣✳

❚ét❡❧ ✷✳✶✿

✭❊✉❧❡r✲❦é♣❧❡t✳✮ ▲❡❣②❡♥ P ❡❣② ❦♦♥✈❡① ♣♦❧✐é❞❡r✱ ❛♠❡❧②♥❡❦ ❛③ ♦❧❞❛❧❛✐♥❛❦✱
é❧❡✐♥❡❦ és ❝sú❝s❛✐♥❛❦ s③á♠❛ f, e és v✳ ❊❦❦♦r ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❡❣②❡♥❧❡t ér✈é♥②❡s

f − e+ v = 2

✭✸✳✶✮

❇✐③♦♥②ítás❃ ▲❡❣②❡♥ P ❡❣② ❦♦♥✈❡① ♣♦❧✐é❞❡r✳ ❆ tét❡❧t ❤ár♦♠ ❧é♣és❜❡♥ ❜✐③♦♥②ít❥✉❦✱
s③♦r♦s❛♥ ❦ö✈❡t✈❡ ❍❛rts❤♦r♥❡ ❬✹❪ ❜❡♥ t❛❧á❧❤❛tó ❜✐③♦♥②ítását✳

✶✳ ❧é♣és✳ ❆③ ❡❧s➤ ❧é♣és P ❦✐✈❡títés❡ ❛ sí❦❜❛✳ ▼✐✈❡❧ ❛ ♣♦❧✐é❞❡r ❦♦♥✈❡①✱ ❧❡❤❡tsé❣❡s✱
❤♦❣② ❛③ ❡❣②✐❦ ♦❧❞❛❧ ❦ö③é♣♣♦♥t❥á♥ át♥é③✈❡ ❛③ öss③❡s tö❜❜✐ ♦❧❞❛❧ át❢❡❞és ♥é❧❦ü❧ ❧át❤❛tó✳
❆ ♣♦❧✐é❞❡rt➤❧ ❡❣② ❧é♣éss❡❧ ❤átré❜❜ ❧é♣✈❡ ❧át❤❛t❥✉❦ ❛♥♥❛❦ ❛③ ♦❧❞❛❧♥❛❦ ❛③ é❧❡✐t ✐s✱
❛♠❡❧②❡♥ ❦❡r❡s③tü❧ ♥é③ü♥❦✳ ❊③t ❛ ❦é♣❡t ❛ sí❦❜❛ ✈❡tít✈❡ ❦❛♣✉♥❦ ❡❣② sí❦❜❡❧✐ ❛❧❛❦③❛t♦t
❝sú❝s♦❦❦❛❧ és é❧❡❦❦❡❧✳ ❆ ✈❡títés ♥❡♠ ➤r③✐ ♠❡❣ ❛ s③ö❣❡❦❡t és ❛ tá✈♦❧sá❣♦❦❛t✱ ❞❡ ❛③
é❧❡❦ ❡❣②❡♥❡s❡❦ ♠❛r❛❞♥❛❦✱ és ♥❡♠ ♠❡ts③✐❦ ❡❣②♠ást ❛③ é❧❡❦✳ ❆ P ♦❧❞❛❧❛✐ ♠❡❣❢❡❧❡❧♥❡❦
❛③ é❧❡❦ á❧t❛❧ ❛ sí❦❜❛♥ ❦♦r❧át♦③♦tt sí❦❜❡❧✐ s♦❦s③ö❣❡❦♥❡❦✱ ❦✐✈é✈❡ ❛③ ❡❣②✐❦❡t✳❆③ ♦❧❞❛❧✱
❛♠❡❧②❡♥ ❦❡r❡s③tü❧ ❛③ ❡♠❜❡r át♥é③✳ ❊③ ❛ ❦♦♥❦rét ❢❡❧ü❧❡t ♠❡❣❢❡❧❡❧ ❛ sí❦♥❛❦ ❛ sí❦ á❜rá♥
❦í✈ü❧✐ t❡rü❧❡té♥❡❦✳

✷✳ ❧é♣és✳ ❑ö✈❡t❦❡③➤ ❧é♣és❦é♥t ❦ét ♠➯✈❡❧❡t❡t ❞❡✜♥✐á❧✉♥❦ ❛ sí❦❜❡❧✐ á❜rá♥✿

✻
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✶✳ é❧❡❦ ❡❧tá✈♦❧ítás❛✿ ❆③ ❡❣②✐❦ é❧✱ ❛♠❡❧② ❡❧✈á❧❛s③t ❦ét ❢❡❧ü❧❡t❡t✱ ✈❛❣② ❛♠❡❧② ❡❧✈á❧❛s③t❥❛
❛③ ❡❣②✐❦ ❢❡❧ü❧❡t❡t ❛③ á❜rá♥ ❦í✈ü❧✐ t❡rü❧❡tt➤❧✱ és ❡❧tá✈♦❧ít❥✉❦ ❡③t ❛③ é❧t✳ ❊③ ❡❣❣②❡❧
❝sö❦❦❡♥t✐ ❛③ é❧❡❦ s③á♠át✱ ❞❡ ❡❣②❜❡♥ ❡❣❣②❡❧ ❝sö❦❦❡♥t✐ ❛③ ❛r❝♦❦ s③á♠át ✐s✱ ♠✐✈❡❧ ❛
♠➯✈❡❧❡t ❡❣②❡sít✐ ❛ ❦ét ❛r❝♦t✱ ❛♠❡❧②❡❦❡t ❛③ ❡❧tá✈♦❧ít♦tt é❧ ❡❧✈á❧❛s③t♦tt ❡❣②♠ástó❧✳
❮❣② ❛③ f − e+ v ❦✐❢❡❥❡③és érté❦❡ ♥❡♠ ✈á❧t♦③✐❦✳

✷✳ ❝sú❝s♦❦ ❡❧tá✈♦❧ítás❛✿ ❍❛ ❡❣② ♣♦♥t♦♥ ❛③ ✭✐✮ ❡r❡❞♠é♥②❡③✐✱ ❤♦❣② ❡❣② ❝sú❝s❤♦③
❝s❛❦ ❡❣② é❧ ❦❛♣❝s♦❧ó❞✐❦✱ ❛❦❦♦r ❡❧tá✈♦❧ít❥✉❦ ❛ ❝sú❝s♦t és ❛③ é❧❡❦❡t ✐s✳ ❊③á❧t❛❧ ❛③
é❧❡❦ s③á♠❛ ❡❣❣②❡❧ ❝sö❦❦❡♥✱ és ❡③útt❛❧ ❛ ❝sú❝s♦❦ s③á♠❛ ✐s ❡❣❣②❡❧ ❝sö❦❦❡♥✳ ❆③
❡❧tá✈♦❧ít♦tt ❝sú❝s♣♦♥t ♣♦♥t♦s❛♥ ❡❣② sí❦❜❡❧✐ ❛❧❛❦③❛t ❡❣②✐❦ ❢❡❧ü❧❡té♥ s③❡r❡♣❡❧t✱
♠✐✈❡❧ ❛ ❝sú❝s ❝s❛❦ ❡❣② é❧❤❡③ ❦❛♣❝s♦❧ó❞♦tt✳ ❮❣② ❛③ ❛r❝♦❦ s③á♠❛ ♥❡♠ ✈á❧t♦③✐❦✳
❮❣② ❛③ f − e+ v ❦✐❢❡❥❡③és érté❦❡ ✐s♠ét ✈á❧t♦③❛t❧❛♥ ♠❛r❛❞✳

✸✳ ❧é♣és✳ ❯t♦❧só ❧é♣és❦é♥t ❛❧❦❛❧♠❛③③✉❦ ❡③❡❦❡t ❛ ♠➯✈❡❧❡t❡❦❡t ❛ sí❦ á❜rá♥✳ ❆③ (i)
♠➯✈❡❧❡t❡t ❛❞❞✐❣ ✐s♠ét❡❧❥ü❦✱ ❛♠í❣ ❛③ ♠ár ♥❡♠ ❧❡❤❡tsé❣❡s✳ ❊③ ❛③t ❥❡❧❡♥t✐✱ ❤♦❣② ❛
♠❡❣♠❛r❛❞t á❜rá♥ ♥✐♥❝s❡♥❡❦ ❤✉r❦♦❦✱ és í❣② ❧❡❣❛❧á❜❜ ❡❣② ♦❧②❛♥ ❝sú❝s♥❛❦ ❦❡❧❧ ❧❡♥♥✐❡✱
❛♠❡❧②❤❡③ ❝s❛❦ ❡❣② é❧ ❦❛♣❝s♦❧ó❞✐❦✳ ❆❞❞✐❣ ❛❧❦❛❧♠❛③③✉❦ ❛ (ii) ♠➯✈❡❧❡t❡t✱ ❛♠í❣ ❛
♠❡❣♠❛r❛❞t á❜rá♥ ❝s❛❦ ❝sú❝s♦❦ és é❧❡❦ ♥❡♠ ♠❛r❛❞♥❛❦✳ ❱❡❣②ü❦ és③r❡✱ ❤♦❣② ❛③ ❡r❡❞❡t✐
á❜r❛ öss③❡❢ü❣❣➤✱ és ❛③ (i) ✈❛❣② (ii) ❧é♣és ✈é❣r❡❤❛❥tásá✈❛❧ öss③❡❢ü❣❣➤ ♠❛r❛❞✱ t❡❤át
❝s❛❦ ❡❣② ❝sú❝s ♠❛r❛❞t ❛ sí❦❜❛♥✳ ➱s ❛③t ❦❛♣❥✉❦✱ ❤♦❣②✿

f = 1, e = 0, v = 1

=⇒ f − e+ v = 2

▼✐✈❡❧ ❛③ f−e+v ❦✐❢❡❥❡③és érté❦❡ ♥❡♠ ✈á❧t♦③✐❦ ❛ ♠➯✈❡❧❡t❡❦ tö❜❜s③ör✐ ❛❧❦❛❧♠❛③ásá✈❛❧✱
❛③ ❡r❡❞❡t✐ f − e+ v ❦✐❢❡❥❡③és ❡❣②❡♥❧➤ ✷✲✈❡❧✱ í❣② ❛ ❜✐③♦♥②ítás ❜❡❢❡❥❡③➤❞ött✳

❆ ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st❡❦ ❡❣②ért❡❧♠➯❡♥ r❡♥❞❡❧❦❡③♥❡❦ ❡③③❡❧ ❛ ❦❛r❛❦t❡r✐s③t✐❦✉s ❤ár♠❛s✲
s❛❧ (f, e, v)✱ ❛♠❡❧② ❦✐❡❧é❣ít✐ ❛③ ❊✉❧❡r✲❢♦r♠✉❧át✳ ❱❛♥ ❛③♦♥❜❛♥ ❡❣② ♠ás✐❦ s③á♠♣ár ✐s✱
❛♠❡❧② ❛ ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st❡❦❡t ❥❡❧❧❡♠③✐✳ ❊③ ❛ s③á♠♣ár ❦ö③✈❡t❧❡♥ü❧ ❛ ♣❧❛tó♥✐ t❡st❡❦
❞❡✜♥í❝✐ó❥á❜ó❧ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱ és ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤❦é♣♣❡♥ ❞❡✜♥✐á❧❤❛tó✿

❉❡✜♥í❝✐ó ✷✳✶✿

▲❡❣②❡♥ P ❡❣② ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st✳ ❊❦❦♦r ❧❡❣②❡♥ n ∈ N ❛ P ❡❣② ❛r❝á♥❛❦
❝sú❝s❛✐♥❛❦ s③á♠❛✱ és c ∈ N ❛③ ♦❧②❛♥ ❛r❝♦❦ s③á♠❛✱ ❛♠❡❧②❡❦ ❡❣② ❝sú❝s❜❛♥
t❛❧á❧❦♦③♥❛❦✳ ❆③ (n, c) ♣ár ❛ ❙❝❤❧❛➝ ✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠ ❡❣② s♣❡❝✐á❧✐s ❡s❡t❡ ✭❧ás❞
❬✷❪✮✳

❊③ ❛ s③á♠♣ár ❥ó❧ ❞❡✜♥✐á❧❤❛tó✱ ♠✐✈❡❧ ❛ ❞❡✜♥í❝✐ó s③❡r✐♥t ❛ ♣❧❛tó♥✐ t❡st ♠✐♥❞❡♥ ♦❧❞❛❧❛
❡❣②❡♥❧➤ s③❛❜á❧②♦s ♥✲♣♦❧✐❣♦♥✱ és ♠✐♥❞❡♥ ❝sú❝s♦♥ ✉❣②❛♥❛③ ❛ ❝ s③á♠ú ❛r❝♦❦ t❛❧á❧❦♦③✲
♥❛❦✳ ❚♦✈á❜❜á ❛③ ❡❣②❡s ❝sú❝s♦❦❜❛♥ t❛❧á❧❦♦③ó é❧❡❦ s③á♠❛ ✐s ❝✱ ♠✐✈❡❧ ❜ár♠❡❧② ❦ét
s③♦♠s③é❞♦s✱ ❡❣②♥é❧ tö❜❜ ♣♦♥t❜❛♥ t❛❧á❧❦♦③ó ❢❡❧ü❧❡t♥❡❦ ✈❛♥ ❡❣② ❦ö③ös é❧❡✳

✼
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✷✳✷ ❙tr❛té❣✐❛ ❛ ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st❡❦ ♦s③tá❧②♦③ásá♥❛❦ ❜✐③♦♥②ításár❛

❊❜❜❡♥ ❛ s③❛❦❛s③❜❛♥ ♥é❣② ❧é♣ésr❡ ❜♦♥t✈❛ ✈á③♦❧❥✉❦ ❢❡❧ ❛ ❜✐③♦♥②ítást✱ ❤♦❣② ♣♦♥t♦s❛♥
öt ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st ❧ét❡③✐❦✳ ❆③ ❡❧s➤ ❦ét ❧é♣ést ❜✐③♦♥②ít❥✉❦✱ ♠í❣ ❛ ♠ás✐❦ ❦ét ❧é♣ést
❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❢❡❥❡③❡t❡❦❜❡♥ ❡❣②♠ástó❧ ❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧ ❜✐③♦♥②ít❥✉❦✳ ❆ ✈é❣s➤ ❜✐③♦♥②ítást ❛③
✺✳ ❢❡❥❡③❡tr❡ ❤❛❧❛s③t❥✉❦✳ ❆ ❢♦♥t♦s ❧é♣és❡❦ ✈á③❧❛t❛ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤

✶✳ ▼❡❣♠✉t❛t❥✉❦✱ ❤♦❣② ❛ ♣❧❛t♦♥✐❦✉s s③✐❧ár❞sá❣ ❞❡✜♥í❝✐ó❥❛ ❦♦r❧át♦③③❛ ❛ ❧❡❤❡tsé❣❡s
(n, c) ∈ NXN ♣ár♦❦❛t✳

✷✳ ❇ár♠❡❧② ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st ❡s❡té❜❡♥ öss③❡❦öt❥ü❦ ❛ ❦ét (n, c) s③á♠❤❛❧♠❛③t✱ és
(f, e, v) ❛ ❦ét ❤❛s♦♥❧ó❛♥ ❡❧r❡♥❞❡③❡tt ♣♦❧✐é❞❡r ❞❡✜♥í❝✐ó❥á♥❛❦ s❡❣ítsé❣é✈❡❧✳

✸✳ ❇❡✈❡③❡t❥ü❦ ❛ ❈❛✉❝❤②✲❢é❧❡ ♠❡r❡✈sé❣✐ tét❡❧t✳

✹✳ ❱é❣ü❧ ❛ ❈❛✉❝❤②✲❢é❧❡ ♠❡r❡✈sé❣✐ tét❡❧t ❛❧❦❛❧♠❛③③✉❦ ❛ ♣❧❛tó♥✐ t❡st❡❦ s♣❡❝✐á❧✐s
❡s❡tér❡✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✶✿

❊❣② ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st ❡s❡té❜❡♥ ❝s❛❦ öt ❧❡❤❡tsé❣❡s (n, c) ♣ár ✈❛♥✱ ❛♠❡❧②❡❦
❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤❦❦❡❧ ❛❞ó❞♥❛❦ ♠❡❣
A := {(3, 3), (3, 4), (3, 5), (4, 3), (5, 3)}

❇✐③♦♥②ítás ▲❡❣②❡♥ P ❡❣② ❦♦♥✈❡① s③❛❜á❧②♦s s♦❦s③ö❣✱ ❛♠❡❧②❤❡③ (n, c) ∈ NXN és
(f, e, v) ∈ NXN ❤ár♠❛s t❛rt♦③✐❦✳ ▼✐♥❞❡♥ s③❛❜á❧②♦s s♦❦s③ö❣♥❡❦ ❧❡❣❛❧á❜❜ ❤ár♦♠
❝sú❝s❛ ✈❛♥✱ és ❡❣② s♦❦s③ö❣ ♠✐♥❞❡♥ ❡❣②❡s ❝sú❝sá❤♦③ ❧❡❣❛❧á❜❜ ❤ár♦♠ é❧t ❦❡❧❧ ❝s❛t❧❛❦♦③✲
t❛t♥✐✱ ❤♦❣② ❤ár♦♠❞✐♠❡♥③✐ós ❛❧❛❦③❛t♦t ❛❧❦♦ss♦♥✳ ❊③ért ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❡❣②❡♥❧➤t❧❡♥sé❣❡❦
ér✈é♥②❡s❡❦✿

n ≥ 3 és c ≥ 3

✭✸✳✷✮

❆ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❧é♣és ❛③✱ ❤♦❣② ❦ö③❡❧❡❜❜r➤❧ ♠❡❣✈✐③s❣á❧❥✉❦ ❛ P ♣♦❧✐é❞❡r é❧❡✐♥❡❦ ♠❡❣s③á♠✲
❧á❧ását✿ ▼✐♥❞❡♥ é❧ ♣♦♥t♦s❛♥ ❦ét é❧❜❡♥ ❥❡❧❡♥✐❦ ♠❡❣ ❛ P s♦❦s③ö❣❜❡♥✱ és ♠✐♥❞❡♥ é❧❤❡③
n é❧ t❛rt♦③✐❦✳ ❚♦✈á❜❜á ♠✐♥❞❡♥ é❧ ♣♦♥t♦s❛♥ ❦ét ❝sú❝s❤♦③ ❦❛♣❝s♦❧ó❞✐❦✱ és ♠✐♥❞❡♥
❝sú❝s c é❧❧❡❧ ✈❛♥ öss③❡❦öt✈❡✳ ❮❣② ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❦ét ❡❣②❡♥❧❡t ér✈é♥②❡s✿

fn = 2e = vc✳

✭✸✳✸✮

❚❡❦✐♥tsü❦ ♠♦st ❛③ ❊✉❧❡r✲❢♦r♠✉❧át✱ ❛♠❡❧② s③❡r✐♥t f − e+ v = 2✱ és ❤❡❧②❡tt❡sítsü❦ ❜❡
f és v✱ ❤♦❣② ❡❣② ♦❧②❛♥ ❡❣②❡♥❧❡t❡t ❦❛♣❥✉♥❦✱ ❛♠❡❧② ❝s❛❦ n✲t➤❧✱ c✲t➤❧ és e✲t➤❧ ❢ü❣❣✿

✽
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2 = f − e+ v =
2e

n
− e+

2e

c
=

(

2

n
− 1 +

2

c

)

e✳

✭✸✳✹✮

▼✐✈❡❧ ❛③ e é❧❡❦ s③á♠❛ ♠✐♥❞✐❣ ♣♦③✐tí✈✱ ❡❜❜➤❧ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱ ❤♦❣② ❛ ❥♦❜❜ ♦❧❞❛❧✐ ③áró❥❡❧❜❡♥
❧é✈➤ ❦✐❢❡❥❡③és♥❡❦ ✐s ♣♦③✐tí✈♥❛❦ ❦❡❧❧ ❧❡♥♥✐❡✳ ❊③ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❡❣②❡♥❧➤t❧❡♥sé❣❡❦❤❡③ ✈❡③❡t✿

2

c
− 1 +

2

n
> 0 ⇐⇒

1

c
+

1

n
>

1

2
⇐⇒

1

c
>

1

2
−

1

n

✭✸✳✺✮

❆ ✭✸✳✺✮ és n ≥ 3 ❛❧❦❛❧♠❛③ásá❜ó❧ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱ ❤♦❣② c < 6✳ ❍❛s♦♥❧ó❦é♣♣❡♥✱ c ≥ 3
❛❧❦❛❧♠❛③ásá✈❛❧ ér✈é♥②❡s✱ ❤♦❣② n < 6✳ ❆ ✭✸✳✷✮ ❢❡❧tét❡❧❡❦❦❡❧ ❡❣②ütt ❡③ ❛③t ❡r❡❞♠é♥②❡③✐✱
❤♦❣②

n ∈ {3, 4, 5}✱ c ∈ {3, 4, 5}

❍❛ ❛ ✭✸✳✺✮ ❡❣②❡♥❧❡t❜❡ ❜❡✐❧❧❡s③t❥ü❦ ❛③ n öss③❡s ❧❡❤❡tsé❣❡s érté❦ét✱ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ öt (n, c)
♣árt ❦❛♣❥✉❦✳

n = 3 :
1

c
>

1

2
−

1

3
=

1

6
=⇒ c ∈ {3, 4, 5}

n = 4 :
1

c
>

1

2
−

1

4
=

1

4
=⇒ c = 3

n = 5 :
1

c
>

1

2
−

1

5
=

3

10
=⇒ c = 3































{(3, 3), (3, 4), (3, 5), (4, 3)(5, 3)}

❊③❡❦ ❛ ♣ár♦❦ ❤❛tár♦③③á❦ ♠❡❣ ❛ ♣❧❛tó♥✐ t❡st öt ❧❡❤❡tsé❣❡s (n, c) ♣ár❥át✱ t❡❤át ❆
❡❧❡♠❡✐t✳ ❊③③❡❧ ❛③ ❡❧s➤ ❧❡♠♠❛ ❜✐③♦♥②ítás❛ ❧❡③ár✉❧✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✷✿

❇ár♠❡❧② ♣❧❛t♦♥✐❦✉s s③✐❧ár❞ t❡str❡ ❧ét❡③✐❦ ❡❣② ❧❡❦é♣❡③és ❛③ (n, c) ♣ár❜ó❧ ❛
♠❡❣❢❡❧❡❧➤ (f, e, v) tr✐♣❧❡ttr❡✱ ❛♠❡❧② ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ♠ó❞♦♥ ❛❞ó❞✐❦

e =
2

(
2

c
− 1 +

2

n
)

f =
2e

n

v =
2e

c

✾
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❇✐③♦♥②ítás ▲❡❣②❡♥ P ❡❣② ❦♦♥✈❡① s③❛❜á❧②♦s ♣♦❧✐é❞❡r✳ ❆ ✸✳✶✳ ❧❡♠♠❛ ❜✐③♦♥②ításá❜❛♥
s③❡r❡♣❧➤ ❡❣②❡♥❧❡t❡❦❡t ❤❛s③♥á❧❥✉❦✱ ❤♦❣② t❛❧á❧❥✉♥❦ ❡❣② ❡①♣❧✐❝✐t ❦é♣❧❡t❡t e✲r❡✱ ❛♠❡❧②
❝s❛❦ n✲t➤❧ és c✲t➤❧ ❢ü❣❣✱ ♠❛❥❞ ❡❜❜➤❧ ❛ ❦é♣❧❡t❜➤❧ ❛❞ó❞✐❦ ❡❣② ❡①♣❧✐❝✐t ❦é♣❧❡t f ✲r❡ és
v✲r❡✳

2 = f − e+ v =
2e

n
− e+

2e

c
=

(

2

n
− 1 +

2

c

)

e =⇒ e =
2

(
2

c
− 1 +

2

n
)
✳

✭✸✳✻✮

fn = 2e = vc =⇒ f =
2e

n
✱ v =

2e

c

✭✸✳✼✮

❊③❡❦ ❛ ❢♦r♠✉❧á❦ ❥ó❧ ❞❡✜♥✐á❧t❛❦✱ ♠✐✈❡❧ n, c ̸= 0 és
2

c
− 1+

2

n
̸= 0 ❛③ öss③❡s (n, c) ∈ A✱

❛❤♦❧ A ❛ ✸✳✶✳ ❧❡♠♠❛ s③❡r✐♥t ❛③ öss③❡s ❧❡❤❡tsé❣❡s (n, c) ♣ár ❤❛❧♠❛③át ❥❡❧ö❧✐ ❡❣② ♣❧❛tó♥✐
s③✐❧ár❞ t❡st ❡s❡té❜❡♥✳ ❆♥♥❛❦ ✐❣❛③♦❧ásár❛✱ ❤♦❣② f, e, v ∈ N✱ ♠✐♥❞❡♥ (n, c) ∈ A érté❦ét
❜❡✐❧❧❡s③t❥ü❦ ❛ ❦é♣❧❡t❡❦❜❡✳ Pé❧❞á✉❧ (n, c) = (3, 3) ❡s❡té♥ ♠❡❣❦❛♣❥✉❦✱ ❤♦❣②

e =
2

(
2

c
− 1 +

2

n
)
=

2

(
2

3
− 1 +

2

3
)
= 6

f =
2e

n
=

12

3
= 4

v =
2e

c
=

12

3
= 4

❛♠✐ ❛③t ♠✉t❛t❥❛✱ ❤♦❣② f, e, v ∈
N(n, c) = (3, 3) ❡s❡té♥✳ ❆ ♠ás✐❦
♥é❣② (n, c) ♣árr❛ ✈♦♥❛t❦♦③ó ❡❧❧❡♥➤r③és
❛③ ♦❧✈❛sór❛ ♠❛r❛❞✳ ❊③③❡❧ ❧❡③ár✉❧ ❛
▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳

❆ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❞❡✜♥í❝✐ór❛ ❛ ❢❡♥t✐ ✷✳ ❧é♣és ♠❡❣♦❧❞ásá❤♦③ ✈❛♥ s③ü❦sé❣✱ ♥❡✈❡③❡t❡s❡♥ ❦ét
❛③♦♥♦s ♦❧❞❛❧s③á♠ú ❦♦♥✈❡① ♣♦❧✐é❞❡r ❦ö③ött✐ ❦❛♣❝s♦❧❛t ❧❡írásá❤♦③✳

❉❡✜♥í❝✐ó ✷✳✷✿ ▲❡❣②❡♥ P, P ❦ét ♣♦❧✐é❞❡r✳ ❍❛ ❡❣② ❜✐❥❡❦❝✐ó

Φ : F (P ) → F (P )

❧ét❡③✐❦✱ ú❣②✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❡♥ Fk ∈ F (P ) ❛r❝ ❦♦♥❣r✉❡♥s ❛ ΦFk ∈ F (P ) ❛r❝❝❛❧✱
és ú❣②✱ ❤♦❣② ❛ Φ ❛ ❝sú❝s♦❦ és é❧❡❦ ❜✐❥❡❦❝✐ó❥á✈á ❜➤✈ü❧✱ ❛♠❡❧② ♠❡❣➤r③✐ ❛③
öss③❡s ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛ r❡❧á❝✐ót✱ ❛❦❦♦r P ✲t és P ✲t ❤❛s♦♥❧ó❛♥ ❡❧r❡♥❞❡③❡tt♥❡❦
♥❡✈❡③③ü❦✳

❍❛ ❦ét ♣❧❛tó♥✐ t❡st ♠❡❣❢❡❧❡❧ ❛ ❢❡♥t✐ ❤✐♣♦té③✐s♥❡❦✱ ❦✐✈é✈❡✱ ❤♦❣② ❛ ❢❡❧ü❧❡tü❦ ❦♦♥❣r✉✲
❡♥s✱ ❛❦❦♦r ❛ ❦♦♠❜✐♥❛t♦r✐❦✉s❛♥ ❡❦✈✐✈❛❧❡♥s ❦✐❢❡❥❡③ést ❤❛s③♥á❧❥✉❦ ✭♣❧✳ ❬✶❪ ✼✺✳ ♦❧❞❛❧✮✳
▼✐ ❛ ❤❛s♦♥❧ó❛♥ ❡❧r❡♥❞❡③❡tt ❦✐❢❡❥❡③éss❡❧ ❞♦❧❣♦③✉♥❦✱ ♠✐✈❡❧ ❛ ❞♦❧❣♦③❛t ❢➤ ❤✐✈❛t❦♦③ás✐
❛❧❛♣❥á✉❧ s③♦❧❣á❧ó ❬✹❪ ✐s ❡③t ❤❛s③♥á❧❥❛✳ ❆ ❦♦♠❜✐♥❛t♦r✐❦❛✐❧❛❣ ❡❦✈✐✈❛❧❡♥s ❢♦❣❛❧♠❛ s♦❦❦❛❧
❣②❡♥❣é❜❜✱ ♠✐♥t ❦ét ♣♦❧✐é❞❡r ❦♦♥❣r✉❡♥❝✐á❥á♥❛❦ ❢♦❣❛❧♠❛✳ Pé❧❞á✉❧ ❦ét ❤ár♦♠s③ö❣

✶✵
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✸✳✶✳ á❜r❛✿ Pé❧❞❛ ❦ét ❦♦♠❜✐♥❛t♦r✐❦❛✐❧❛❣ ❡❦✈✐✈❛❧❡♥s ♣♦❧✐é❞❡rr❡

❛❧❛♣r❛❥③ú és ❦ü❧ö♥❜ö③➤ ♠❛❣❛ssá❣ú ♣✐r❛♠✐s ❦♦♠❜✐♥❛t♦r✐❦✉s❛♥ ❡❦✈✐✈❛❧❡♥s✱ ❞❡ ♥❡♠
❦♦♥❣r✉❡♥s✱ ❛❤♦❣②❛♥ ❛③t ❛③ ❛❧á❜❜✐ ✸✳✶✳ á❜r❛ s③❡♠❧é❧t❡t✐✳

❆ ❢❡♥t✐ ✸✳ ❧é♣és❜❡♥ ❡♠❧ít❡tt ❞ö♥t➤ ❢♦♥t♦ssá❣ú ❡r❡❞♠é♥② ❛ ❈❛✉❝❤②✲❢é❧❡ ♠❡r❡✈sé❣✐
tét❡❧✳ ❊③t ❛③ ❛❧á❜❜✐ ✺✳ ❢❡❥❡③❡t❜❡♥ ö♥á❧❧ó❛♥ ❜✐③♦♥②ít❥✉❦✳

❚ét❡❧ ✷✳✷✿ ✭❈❛✉❝❤② ♠❡r❡✈sé❣✐ tét❡❧❡ ✭❈❘❚✮✳✮

▲❡❣②❡♥ P, P ❦ét ❦♦♥✲ ✈❡① ♣♦❧✐é❞❡r✱ ❛♠❡❧②❡❦ ❦♦♥❣r✉❡♥s ♦❧❞❛❧❛❦❜ó❧ á❧❧♥❛❦✳
❚❡❣②ü❦ ❢❡❧✱ ❤♦❣② P és P ❤❛s♦♥❧ó❛♥ ❡❧r❡♥❞❡③❡tt❡❦✳ ❆❦❦♦r P és P ❦♦♥❣r✉✲
❡♥s❡❦✳

❆ ❈❘❚ ❛❧❦❛❧♠❛③ásá❤♦③✱ ❛ ❢❡♥t✐ ✹✳ ❧é♣és❜❡♥ ❧❡írt❛❦ s③❡r✐♥t✱ s③ü❦sé❣ ✈❛♥ ❡❣② ✉t♦❧só
❧❡♠♠ár❛✱ ❛♠❡❧② ❛ ❈❘❚✲❜❡♥ s③❡r❡♣❧➤ ❢❡❧t❡✈ést ❡❣② ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st (n, c) ♣ár❥á❤♦③
❦❛♣❝s♦❧❥❛✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✸✿

❍❛ ❦ét ♣❧❛tó♥✐ t❡st♥❡❦ ✉❣②❛♥❛③ ❛ (n, c) ♣ár❥❛✱ ❛❦❦♦r ❤❛s♦♥❧ó❛♥ r❡♥❞❡③❡tt❡❦✳

❆ ❧❡♠♠❛ ❜✐③♦♥②ítását ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❢❡❥❡③❡tr❡ ❤❛❧❛s③t❥✉❦✱ ❛❤♦❧ ♠❡❣❛❞❥✉❦ ❛ ♣❧❛tó♥✐
t❡st❡❦ ♦❧❞❛❧❛✐♥❛❦ ❡①♣❧✐❝✐t ❥❡❧ö❧ését✱ ❛♠❡❧②❡t ❛③tá♥ ❛ ❧❡♠♠❛ ❜✐③♦♥②ításár❛ ❢♦❣✉♥❦
❢❡❧❤❛s③♥á❧♥✐✳

✶✶



✸✳ ❋❡❥❡③❡t

❆ ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st ♦❧❞❛❧❛✐♥❛❦ ❝í♠❦é③és❡

❊❜❜❡♥ ❛ ❢❡❥❡③❡t❜❡♥ ❡❣② ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st ♦❧❞❛❧❛✐♥❛❦ ❧é♥②❡❣é❜❡♥ ❡❣②❡❞✐ ❥❡❧ö❧ését
á❧❧ít❥✉❦ ❡❧➤✳ ❊③t ❛③ ❡❣②❡❞✐ ❝í♠❦é③ést ❤❛s③♥á❧❥✉❦ ❢❡❧ ❛♥♥❛❦ ❜✐③♦♥②ításár❛✱ ❤♦❣② ❦ét
❛③♦♥♦s ❙❝❤❧❛✢✐✲❥❡❧➯ ♣❧❛tó♥✐ t❡st ❤❛s♦♥❧ó❛♥ ❡❧r❡♥❞❡③❡tt✱ ❛❤♦❣②❛♥ ❛③t ❛ ✸✳✸✳ ❧❡♠♠❛
❦✐♠♦♥❞❥❛✳

✸✳✶ ◆é❤á♥② ❢♦❣❛❧♦♠ ♠❡❣á❧❧❛♣ítás❛

▲❡❣②❡♥ P ❡❣② ♣❧❛tó♥✐ t❡st✱ ❛♠❡❧②♥❡❦ ❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠❛ (n, c) ∈ A ❊♠❧é❦❡③③ü♥❦
✈✐ss③❛✱ ❤♦❣② ❛③ n s③á♠♦t ❛③ ❡❣②❡s s③❛❜á❧②♦s s♦❦s③ö❣❡❦✱ ❛ ♣❧❛tó♥✐ t❡st ♦❧❞❛❧❛✐♥❛❦
❝sú❝s❛✐♥❛❦ s③á♠❛ ❤❛tár♦③③❛ ♠❡❣✱ ❛ c s③á♠ ♣❡❞✐❣ ❛③♦❦♥❛❦ ❛③ ♦❧❞❛❧❛❦♥❛❦ ❛ s③á♠❛✱
❛♠❡❧②❡❦ t❛rt❛❧♠❛③♥❛❦ ❡❣② V ∈ V (P ) ❝sú❝s♦t✳ ❆ ✸✳✶✳ ❧❡♠♠❛ ❛❧❛♣❥á♥ ❡③ ❤❛tár♦③③❛
♠❡❣ ❛ (f, e, v) ❤ár♠❛sát✱ ❛♠❡❧② ❛ F (P ), E(P ) és V (P ) ❤❛❧♠❛③♦❦ ❦❛r❞✐♥á❧✐s❛✐t ❥❡❧ö❧✐✳
❆ F (P ) ❡❧❡♠❡✐t ❛ ❤ár♦♠❞✐♠❡♥③✐ós tér Fi ⊆ R

3 rés③❤❛❧♠❛③❛❦é♥t ❞❡✜♥✐á❧❤❛tó❦ ❛
❦ö✈❡t❦❡③➤ ♠ó❞♦♥✿ E ∈ E(P ) és V ∈ V (P )✳

Ek = Fi(k) ∩ Fj(k)

✭✹✳✶✮

Vk = Fj1(k) ∩ · · · ∩ Fjc(k)

✭✹✳✷✮

▼❡❣❥❡❣②❡③③ü❦✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❡♥ é❧ ❛ F (P ) ❦ét ❡❣②❡❞✐❧❡❣ ♠❡❣❤❛tár♦③♦tt✱ ❦ü❧ö♥❜ö③➤ Fi(k)

és Fj(k) ❢❡❧ü❧❡t ♠❡ts③és♣♦♥t❥❛✳ ❚♦✈á❜❜á✱ ♠✐♥❞❡♥ ❝sú❝s ❛ ♣❧❛tó♥✐ t❡st ❞❡✜♥í❝✐ó❥❛
s③❡r✐♥t c ❡❣②❡❞✐❧❡❣ ♠❡❣❤❛tár♦③♦tt✱ ❦ü❧ö♥á❧❧ó ❢❡❧ü❧❡t ♠❡ts③és♣♦♥t❥❛✳

▼✐♥❞❡♥ ♣❧❛tó♥✐ t❡st ❡s❡té❜❡♥ ♠❡❣♠✉t❛t❥✉❦✱ ❤♦❣② ❛③ ♦❧❞❛❧❛❦ ❢❡❧✐r❛t♦③ás❛ ú❣② ❦♦♥✲
str✉á❧❤❛tó✱ ❤♦❣② ❛③ é❧❡❦ és ❝sú❝s♦❦ ❛ ✭✹✳✶✮ és ✭✹✳✷✮ s❡❣ítsé❣é✈❡❧ ❛ ❢❡❧✐r❛t♦③ás á❧t❛❧
♠❡❣❤❛tár♦③♦tt❛❦ ❧❡❣②❡♥❡❦✳ P♦♥t♦s❛❜❜❛♥✱ ♠✐♥❞❡♥ ❡❣②❡s ♣❧❛tó♥✐ t❡st❤❡③✱ ❛♠❡❧②❡t ❛
❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠ (n, c) és ❛ ♠❡❣❢❡❧❡❧➤ (f, e, v) ❤ár♠❛s ✭ ❊✉❧❡r✲❤ár♠❛s✮ ❥❡❧❧❡♠❡③✱ ❡❣②
❡❣②❡❞✐ sí❦❣rá❢♦t ❢♦❣✉♥❦ társít❛♥✐✱ ❛♠❡❧② f ❛r❝♦t✱ e é❧❡❦❡t és v ❝sú❝s♦❦❛t t❛rt❛❧♠❛③✱
és ❛♠❡❧② ♠❡❣➤r③✐ ❛ ♣❧❛tó♥✐ t❡st öss③❡s ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛✈✐s③♦♥②át✳

❊❣② ♣❧❛tó♥✐ t❡st P ✐❧②❡♥ ❝í♠❦é③ésé♥❡❦ ❡❧❦és③ítésé❤❡③ ❡❧➤s③ör ✈á❧❛ss③✉♥❦ ❡❣② t❡t✲
s③➤❧❡❣❡s F1 ❧❛♣♦t és ❡❣② t❡ts③➤❧❡❣❡s V1 ❝sú❝s♦t F1✲❡♥ ❦❡③❞➤❛❞❛t❦é♥t✳ ❇ár♠❡❧② ♠ás
❦❡③❞➤❛❞❛t✱ ♣é❧❞á✉❧ F ′

1 és V ′
1 F ′

1 ✲❡♥✱ ❡❦✈✐✈❛❧❡♥s ✐③♦♠❡tr✐á✐❣✱ ♠✐✈❡❧ P öss③❡s ❧❛♣❥❛
❡❣②❜❡✈á❣ó✱ í❣② ❧ét❡③✐❦ ❡❣② ♦❧②❛♥ ❡❣②❜❡✈á❣ósá❣✱ ❛♠❡❧② F1✲❡t F ′

1✲r❡ és ❡③❡♥ ❢❡❧ü❧ V1✲❡t
V ′
1✲r❡ ❦é♣❡③✐ ❧❡✳ ❆ ♣❧❛tó♥✐ t❡st P ❦♦♥✈❡①✐tás❛ ♠✐❛tt ❛③t ✐s ♠❡❣❦ö✈❡t❡❧❤❡t❥ü❦✱ ❤♦❣②

❡③

✶✷



✸ ❆ P▲❆❚Ó◆■ ❙❩■▲➪❘❉ ❚❊❙❚ ❖▲❉❆▲❆■◆❆❑ ❈❮▼❑➱❩➱❙❊

❛③ ❡❣②❜❡✈á❣ósá❣ F1 ❦✐❢❡❧é ♠✉t❛tó ♥♦r♠á❧✈❡❦t♦rát F ′
1 ❦✐❢❡❧é ♠✉t❛tó ♥♦r♠á❧✈❡❦t♦rár❛

❦é♣❡③③❡ ❧❡✳

❆ ❦ö✈❡t❦❡③➤ s③❛❦❛s③♦❦❜❛♥ ❛ F (P ) öss③❡s ❛r❝ár❛ ❛❞✉♥❦ ❡❣② ✐❧②❡♥✱ ❧é♥②❡❣é❜❡♥ ❡❣②❡❞✐
❥❡❧ö❧ést✳ ❊③t ❛ ❝í♠❦é③ést ❢♦❣❥✉❦ ❤❛s③♥á❧♥✐ ❛ ✸✳✷✳ ▲❡♠♠❛ ❜✐③♦♥②ításár❛✿

❆❞♦tt ❦ét P és P ♣❧❛tó♥✐ t❡st✱ ❛♠❡❧②❡❦♥❡❦ ✉❣②❛♥❛③ ❛ ❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠❛ (n, c)✱
❢❡❧tét❡❧❡③③ü❦✱ ❤♦❣② ❛ F (P ) és ❛ F (P ) öss③❡s ❛r❝át ✐❧②❡♥ ❝í♠❦é③éss❡❧ ❥❡❧ö❧té❦✳ ❊❦❦♦r
❞❡✜♥✐á❧❤❛t❥✉❦ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❧❡❦é♣❡③ést✿

Φ : F (P ) → F (P )

Fi → F i

▼✐✈❡❧ ❛③ ❛r❝♦❦ ❦ö③ött✐ ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛✈✐s③♦♥②♦❦❛t ❛ ❝í♠❦é③és ❤❛tár♦③③❛ ♠❡❣✱ ❛ Φ t❛r✲
t♦♠á♥②❛ ❦✐t❡r❥❡s③t❤❡t➤ ❛③ ❛r❝♦❦ ❤❛❧♠❛③á❜ó❧ ❛ ♣❧❛tó♥✐ t❡st❡❦ é❧❡✐♥❡❦ és ❝sú❝s❛✐♥❛❦
❤❛❧♠❛③ár❛✳ ❆ ✭✹✳✶✮ és ✭✹✳✷✮ ❡❣②❡♥❧❡t❡❦ ❛❧❛♣❥á♥ ❛ Φ ❦✐t❡r❥❡s③tésér❡ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❞❡✜♥í✲
❝✐ót ❛❞❥✉❦✿

φ(Ek) = φ(Fi(k) ∩ Fj(k)) := φ(Fi(k)) ∩ φ(Fj(k))
φ(Vk) = φ(Fj1(k) ∩ · · · ∩ Fjc(k)) = φ(Fj1(k)) ∩ · · · ∩ φ(Fjc(k))

❆ Φ ❦✐❜➤✈ít❡tt ❞❡✜♥í❝✐ó❥á❜ó❧ és ❛ F (P ) ❧é♥②❡❣é❜❡♥ ❡❣②❡❞✐ ❧❛❜❡❧✐♥❣❥é❜➤❧ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱
❤♦❣② ❛③ ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛r❡❧á❝✐ó❦ ♠❡❣♠❛r❛❞♥❛❦✱ és í❣② ❛ ✸✳✼✳ ▲❡♠♠❛ ❜✐③♦♥②ítás❛ ❜❡❢❡✲
❥❡③➤❞ött✳ ❆ ✸✳✼✳ ❧❡♠♠❛ ✐s♠ét rés③❧❡t❡s❡❜❜❡♥ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤❦é♣♣❡♥ ❢♦❣❛❧♠❛③❤❛tó ♠❡❣

❚ét❡❧ ✸✳✶✿

▲❡❣②❡♥ P és P ❦ét ♣❧❛tó♥✐ t❡st✱ ❛♠❡❧②❡❦♥❡❦ ✉❣②❛♥❛③ ❛ ❙❝❤❧❛➝✢✐ s③✐♠✲
❜ó❧✉♠❛ (n, c) ∈ A ❚❡❣②ü❦ ❢❡❧✱ ❤♦❣② ❛ F (P ) és ❛ FP öss③❡s ❛r❝át ✉❣②❛♥❛③✲
③❛❧ ❛ ❝í♠❦é③éss❡❧ ❥❡❧ö❧tü❦✱ ❛♠✐ ✉❣②❛♥❛❤❤♦③ ❛ sí❦❣rá❢❤♦③ ✈❡③❡t✳ ❊❦❦♦r ❛
Φ : F (P ) → F (P ), Fi → F i ❧❡❦é♣❡③és ❦✐t❡r❥❡s③t❤❡t➤ P és P é❧❡✐♥❡❦✱ ✐❧❧❡t✈❡
❝sú❝s❛✐♥❛❦ ❤❛❧♠❛③ár❛✱ ❛③❛③ P és P ❤❛s♦♥❧ó❛♥ ❡❧r❡♥❞❡③❡tt✳

✸✳✷ ❆③ ❡❧s➤ rés③❧❡❣❡s ❝í♠❦é③és

❆❞♦tt ❡❣② ❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠♠❛❧ (n, c) r❡♥❞❡❧❦❡③➤ P ♣❧❛t♦♥✐❦✉s t❡st✱ F1 ❦❡③❞➤❢❡❧ü❧❡t✲
t❡❧ és V1 ❦❡③❞➤❝sú❝❝s❛❧ ❛③ F1 ✲❜❡♥✱ ♠❡❣❤❛tár♦③③✉❦ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤✱ ❧é♥②❡❣é❜❡♥ ❡❣②❡❞✐
❝í♠❦é③ését

P ❡❧s➤ n+1 ❛r❝át✳ ❆③ ❡❣②❡❞✐sé❣ ❣❛r❛♥tá❧ás❛ ér❞❡❦é❜❡♥ ❛③ F1 ❛r❝ ♣♦③✐tí✈ ♦r✐❡♥tá❝✐ó❥át
❛③ F1 P ✲❜➤❧ ❦✐❢❡❧é ♠✉t❛tó ♥♦r♠á❧✈❡❦t♦rá✈❛❧ ❤❛tár♦③③✉❦ ♠❡❣✳ ❊③ ❧❡❤❡t➤✈é t❡s③✐✱ ❤♦❣②
❛③ ❛r❝♦❦ ❦ö✈❡t❦❡③➤ rés③❧❡❣❡s ❝í♠❦é③ését és ❛③ ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛ r❡❧á❝✐ó❦❛t ❡❣②❡❞✐✈é t❡❣②ü❦✳

✶✳ V1 ✲t➤❧ ❦❡③❞✈❡ ❝í♠❦é③③ü❦ ❢❡❧ ❛③ F1 ♠✐♥❞❡♥ ♦❧②❛♥ ❝sú❝sát✱ ❛♠❡❧② ❛③ F1 ♥♦r♠á❧✐s
✈❡❦t♦rá❤♦③ ❦é♣❡st ❛③ ór❛♠✉t❛tó ❥árásá✈❛❧ ❡❧❧❡♥tét❡s s♦rr❡♥❞❜❡♥ ❡❣② s③❛❜á❧②♦s

✶✸
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n ♣♦❧✐❣♦♥t ❛❧❦♦t✱ ú❣②✱ ❤♦❣② (Vi, Vi+1) i = 1 . . . , n − 1 és (Vn, V1) ❛③ F1 é❧❡✐
❧❡❣②❡♥❡❦✳

✷✳ k = 2 . . . , n ❥❡❧ö❧❥ü❦ Fk ✲✈❛❧ ❛③t ❛ ❥❡❧ö❧❡t❧❡♥ ❛r❝♦t✱ ❛♠❡❧② ♦s③t♦③✐❦ ❛③ é❧❧❡❧
(Vk−1, Vk) F1 ❛r❝❝❛❧✳

✸✳ ❱é❣ü❧ ❥❡❧ö❧❥❡ Fn+1 ❛③t ❛③ ❛r❝♦t✱ ❛♠❡❧②♥❡❦ ❛ ❦ö③ös é❧❡ (Vn, V1) F1 ❛r❝❝❛❧✳

❊③ ❛ P n + 1 ❢❡❧ü❧❡té♥❡❦ ❝í♠❦é③és❡✳ ❱❡❣②ü❦ és③r❡✱ ❤♦❣② ❛③ ❡❣②♠ás ✉tá♥ ❦ö✈❡t❦❡③➤
Fk¯1 és Fk ♥❡♠ ❢❡❧tét❧❡♥ü❧ ♦s③t♦③♥❛❦ ❡❣② é❧❡♥✳

✹✳✶✳ á❜r❛✿ ❆ ❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠♠❛❧ (3, c) ❥❡❧③❡tt ♣❧❛t♦♥✐❦✉s s③✐❧ár❞ t❡st ❡❧s➤ rés③❧❡❣❡s
❥❡❧ö❧ésé♥❡❦ ✐❧❧✉s③trá❝✐ó❥❛

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✿

▲❡❣②❡♥ P ❡❣② ♣❧❛t♦♥✐❦✉s s③✐❧ár❞ t❡st✱ ❛♠❡❧②♥❡❦ ❙❝❤❧❛➝✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠❛ (n, c)✳
❚❡❣②ü❦ ❢❡❧✱ ❤♦❣② ❛ F (P ) ❡❧s➤ n+1 ♦❧❞❛❧❛ ❛ ❢❡♥t✐ rés③❧❡❣❡s ❢❡❧✐r❛t♦③ás s③❡r✐♥t
✈❛♥ ❢❡❧❝í♠❦é③✈❡✳ ❊❦❦♦r ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❤ár♦♠ á❧❧ítás ér✈é♥②❡s

✶✳ F1 ∩ Fi ❡❣② é❧ i = 2 . . . , n+ 1 r❡✳

✷✳ ▼✐♥❞❡♥ Vi ❝sú❝s❤♦③ ❤ár♦♠✱ Vi ✲t t❛rt❛❧♠❛③ó ❢❡❧ü❧❡t❡t ❥❡❧ö❧tü♥❦ i =
1, . . . , n✳

✸✳ ❍❛ c = 3✱ ❛❦❦♦r Fn+1∩F2 és Fi∩Fi+1 é❧❡❦ ❛③ E(P )✲❜❡♥ i = 2, . . . , n.

✹✳ ❍❛ c ≥ 4✱ ❛❦❦♦r Fn+1 ∩ F2 és Fi ∩ Fi+1 ♥❡♠ t❛rt❛❧♠❛③ E(P ) é❧❡❦❡t
i = 2 . . . , n.

❇✐③♦♥②ítás

✶✳ ✶✳ ❆③ ❡❧s➤ ♥ ✰ ✶ ❢❡❧ü❧❡t ❡❧s➤ rés③❧❡❣❡s ❝í♠❦é③ésé❜➤❧ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱ ❤♦❣② F1 ∩ Fi

❡❣② é❧ i = 2 . . . , n+ 1 r❡✳

✷✳ ✷✳ ▼✐✈❡❧ c ≥ 3 ❛ ♣❧❛tó♥✐ t❡st❡❦ ❡s❡té❜❡♥✱ ❧❡❣❛❧á❜❜ ❤ár♦♠ ♦❧②❛♥ ❢❡❧ü❧❡t ✈❛♥✱
❛♠❡❧② t❛rt❛❧♠❛③③❛ Vi, i = 2 . . . , n. ❆ ❦♦♥str✉❦❝✐ó s③❡r✐♥t Fi é❧ (Vi¯1, Vi) és Fi+1

é❧ (Vi, Vi+1)✳ ❮❣② F1, Fi és Fi+1 t❛rt❛❧♠❛③③á❦ Vi ✲t✳ ❆③ F1, F2 és Fn ♦❧❞❛❧❛❦
t❛rt❛❧♠❛③③á❦ Vn ✲t✳

✶✹
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✸✳ ✸✳ ❆❤♦❣② ❛ ✭✷✳✮ ❜✐③♦♥②ításá♥á❧ ❧átt✉❦✱ F1 ✱ Fi és Fi+1 t❛rt❛❧♠❛③③á❦ Vi ✲t✳ ❍❛
❢❡❧tét❡❧❡③③ü❦✱ ❤♦❣② ❜✐③♦♥②♦s i ❡s❡té♥ Fi ∩ Fi+1 ♥❡♠ é❧✱ ❛❦❦♦r ✭✶✳✮ ❛③t ❥❡❧❡♥t✐✱
❤♦❣② ❧ét❡③✐❦ ♠é❣ ❧❡❣❛❧á❜❜ ❡❣② é❧✱ ❛♠❡❧② t❛rt❛❧♠❛③③❛ Vi ✲t✳ ❊③ ❡❧❧❡♥t♠♦♥❞
c = 3✲♥❛❦✱ és í❣② Fi∩Fi+1 ❡❣② é❧ E(P )✲❜❡♥✳ ❍❛s♦♥❧ó ér✈❡❧és ❛③t ♠✉t❛t❥❛✱ ❤♦❣②
Fn+1 ∩ F2 ❡❣② é❧ E(P )✲❜❡♥✳

✹✳ ✹✳ ■s♠ét ❛③t ❤❛s③♥á❧❥✉❦✱ ❤♦❣② F1 ✱ Fi és Fi+1 t❛rt❛❧♠❛③③❛ Vi ❛③ i = 2, . . . , n✳
❍❛ ❢❡❧tét❡❧❡③③ü❦✱ ❤♦❣② ❜✐③♦♥②♦s i ❡s❡té♥ Fi∩Fi+1 ❡❣② é❧✱ ❛❦❦♦r ✭✶✳✮ ❛③t ❥❡❧❡♥t✐✱
❤♦❣② ❝s❛❦ ❡③ ❛ ❤ár♦♠ ♦❧❞❛❧ t❛rt❛❧♠❛③③❛ Vi ✲t✳ ❊③ ❡❧❧❡♥t♠♦♥❞ c > 3✳ ❍❛s♦♥❧ó
ér✈❡❧és ❛③t ♠✉t❛t❥❛✱ ❤♦❣② Fn+1 ∩ F2 ♥❡♠ é❧ E(P )✲❜❡♥✳

❆ ♣❧❛tó♥✐ t❡st❡❦ ❡❧s➤ rés③❧❡❣❡s ❢❡❧✐r❛t♦③ását ❛③ öt ❧❡❤❡tsé❣❡s ❙❝❤❧❛✢✐✲s③✐♠❜ó❧✉♠ ♠✐♥✲
❞❡❣②✐❦ér❡ ❛❧❦❛❧♠❛③③✉❦✳ ❊❣②❡s ❡s❡t❡❦❜❡♥ ❛ ❝í♠❦é③és t❡❧❥❡s✱ ♠í❣ ♠ás ❡s❡t❡❦❜❡♥ ♠é❣
tö❜❜ ♠✉♥❦ár❛ ✈❛♥ s③ü❦sé❣ ❛❤❤♦③✱ ❤♦❣② ❛ ❝í♠❦é③ést ❛③ öss③❡s ❢❡❧ü❧❡tr❡ ❦✐t❡r❥❡ss③ü❦✳

✸✳✸ ❆③ ❡❧s➤ ❦ét ❡s❡t

❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠ (3, 3)

❆ ♣❧❛t♦♥✐❦✉s s③✐❧ár❞t❡st ❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠♠❛❧ (3, 3) ✈❛❧ó ❢❡❧✐r❛t♦③ás❛ ❛ ✹✳✷✳ s③❛✲
❦❛s③❜❛♥ t❛❧á❧❤❛tó ❡❧s➤ rés③❧❡❣❡s ❢❡❧✐r❛t♦③áss❛❧ t❡❧❥❡s✳ ❊♥♥❡❦ ❡❧❧❡♥ör③ésér❡ t❡❦✐♥tsü❦
❛③ ❊✉❧❡r✲❤ár♠❛st (f, e, v) = (4, 6, 4), ❛♠❡❧② ❛ ❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠❤♦③ (n, c) = (3, 3)
t❛rt♦③✐❦✳ ❆ ❦♦♥str✉❦❝✐ó s③❡r✐♥t ❛ ♣♦❧✐é❞❡r ♠✐♥❞❡♥ n + 1 = 4 = f ♦❧❞❛❧❛ ❢❡❧ ✈❛♥
❝í♠❦é③✈❡✳ ▼✐✈❡❧ ❛③ ❡❧s➤ rés③❧❡❣❡s ❝í♠❦é③és ❡❣②❡❞✐✱ ❡③ért ❡♥♥❡❦ ❛ ♣❧❛tó♥✐ t❡st♥❡❦ ❛
❝í♠❦é③és❡ ✐s ❡❣②❡❞✐✱ és ❡③ ❛③ ❡s❡t t❡❧❥❡s✳

❆ ❝í♠❦é③és ♠❡❣❢❡❧❡❧➤ sí❦❣rá❢❥á♥❛❦ ♠❡❣❤❛tár♦③ásá❤♦③ ✈✐③s❣á❧❥✉❦ ♠❡❣ ❛ ❝sú❝s♦❦ ❤❛❧✲
♠❛③át✳ ❆ ✹✳✶✳ ❧❡♠♠❛ ❛❧❛♣❥á♥ ❛ ❤ár♦♠ ❝sú❝s♦t✱ V1, V2, V3 ❤ár♦♠ ❛r❝ t❛rt❛❧♠❛③③❛✱
♠é❣♣❡❞✐❣✱

V1 = F1 ∩ F2 ∩ F4,
V2 = F1 ∩ F2 ∩ F3,
V3 = F1 ∩ F3 ∩ F4.

❱❛♥ ❡❣② ♥❡❣②❡❞✐❦ ❝sú❝s V4 = F2 ∩ F3 ∩ F4. ❆③ í❣② ❦❛♣♦tt sí❦❣rá❢ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ f = 4
❢❡❧ü❧❡t✱ e = 6 é❧ és v = 4 ❝sú❝s✱ ❛♠✐♥t ❛③t ❛ ✹✳✷✳ á❜r❛ s③❡♠❧é❧t❡t✐

❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠ (4, 3)

❆ (4, 3) ❙❝❤❧❛✢✐✲❥❡❧➯ és ❛ (6, 12, 8) ❊✉❧❡r✲❤ár♠❛st t❛rt❛❧♠❛③ó P ♣❧❛tó♥✐ t❡st♥❡❦ ❤❛t
♦❧❞❛❧❛ ✈❛♥✳ ❆ ✹✳✷✳ s③❛❦❛s③ ❡❧s➤ rés③❧❡❣❡s ❢❡❧✐r❛t♦③ás❛ n+1 = 5 = f−1 ❛r❝♦t s♦r♦❧ ❢❡❧✳
❆ ❝í♠❦é③és ❡❣②❡❞✐❧❡❣ ❦✐t❡r❥❡s③t❡tt✱ ♠✐✈❡❧ ♥✐♥❝s ♠ás ✈á❧❛s③tás✉♥❦✱ ♠✐♥t ❛ P ❡❣②❡t❧❡♥
❥❡❧ö❧❡t❧❡♥ ❛r❝át F6 ✲✈❛❧ ❥❡❧ö❧♥✐✳ ❆ ❤❛t♦❞✐❦ ❛r❝ ❝í♠❦é❥❡ ❡❣②❡❞✐❧❡❣ ♠❡❣❤❛tár♦③♦tt✱ és
❛③ ❡❧s➤ öt ❛r❝♦t ❛③ ❡❧s➤ rés③❧❡❣❡s ❝í♠❦é③és ❥❡❧ö❧✐✱ í❣② ❛ ❙❝❤❧❛✢✐ (4, 3)s③✐♠❜ó❧✉♠♠❛❧
r❡♥❞❡❧❦❡③➤ P ♣❧❛t♦♥✐❦✉s t❡st ❝í♠❦é③és❡ ❡❣②❡❞✐✱ és ❡③ ❛③ ❡s❡t t❡❧❥❡s✳

❆ ❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠♠❛❧ (4, 3) ❥❡❧ö❧t ♣❧❛tó♥✐ t❡st ♠❡❣❢❡❧❡❧➤ ❣rá❢❥á♥❛❦ ♠❡❣❤❛tár♦③ásá❤♦③
❛③ é❧❡❦ ❤❛❧♠❛③át t❡❦✐♥t❥ü❦✳ ❆ ✹✳✷✳ ❧❡♠♠❛ ❛❧❛♣❥á♥ ♥é❣② é❧ ❡s✐❦ F1 ✲r❛✱ ♥é❣② é❧

✶✺
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✹✳✷✳ á❜r❛✿ ❆③ ❡❣②❡❞✐ ❝í♠❦é③és❜➤❧ ❡r❡❞➤ sí❦❣rá❢ ❛ ❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠♠❛❧ (3, 3) r❡♥✲
❞❡❧❦❡③➤ ♣❧❛t♦♥✐❦✉s s③✐❧ár❞ t❡st ❡s❡té❜❡♥✳

(Fk ∩ Fk+1)k = 2, 3, 4 és (F5 ∩ F2) ❢♦r♠á❥ú✳ ❚♦✈á❜❜á ♥é❣② é❧ ❡s✐❦ F6 ✲r❛ ✳ ❊③ és ❛③
❡❧s➤ n ❝sú❝s ❥❡❧ö❧és❡ ❛ ♠❡❣❢❡❧❡❧➤ ❡❣②❡❞✐ ❣rá❢♦t ❡r❡❞♠é♥②❡③✐✱ ❛♠❡❧②♥❡❦ f = 6 ❛r❝❛✱
e = 12 é❧❡ és v = 8 ❝sú❝s❛ ✈❛♥✱ ❛♠✐♥t ❛③ ❛ ✹✳✸✳ á❜ráró❧ ❧❡♦❧✈❛s❤❛tó✳

✹✳✸✳ á❜r❛✿ ❊❣② ♣❧❛tó♥✐ t❡st ❡❣②❡❞✐ sí❦❣rá❢❥á♥❛❦ á❜rá③♦❧ás❛ ❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠♠❛❧
(4, 3)✳

✸✳✹ ❆ ♠ás♦❞✐❦ rés③❧❡❣❡s ❝í♠❦é③és

❆ ❦ö✈❡t❦❡③➤ rés③❧❡❣❡s ❢❡❧✐r❛t♦③ás ❛ P ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st ♦❧❞❛❧❛✐♥❛❦ ❢❡❧✐r❛t♦③ásár❛
✈♦♥❛t❦♦③✐❦ ❛③♦❦r❛ ❛③ ❡s❡t❡❦r❡✱ ❛♠✐❦♦r ❛③ ❛r❝♦❦ s③á♠❛ c ♥❛❣②♦❜❜✱ ♠✐♥t ❤ár♦♠✳
❏❡❧ö❧❥❡ W ⊆ V (P ) ❛ ❝sú❝s♦❦ ❛③♦♥ ❤❛❧♠❛③át✱ ❛♠❡❧②♥❡❦ ♠✐♥❞❡♥ W ✲❜❡♥ ❧é✈➤ ❝sú❝s❛
♣♦♥t♦s❛♥ ❤ár♦♠✱ ♠ár ❢❡❧❝í♠❦é③❡tt ❛r❝❜❛♥ t❛❧á❧❤❛tó✳ ❆ ❦ö✈❡t❦❡③➤ rés③❧❡❣❡s ❝í♠❦é③és
s♦rá♥ ❛ ❢❡♥♥♠❛r❛❞ó✱ ♠é❣ ❢❡❧ ♥❡♠ ❝í♠❦é③❡tt✱ Vi ∈ W ❝sú❝s♦❦❛t t❛rt❛❧♠❛③ó ❛r❝♦❦❛t
❛❦❛r❥✉❦ ❢❡❧❝í♠❦é③♥✐✳ ❆ ✹✳✷✳ ▲❡♠♠❛ ❛❧❛♣❥á♥ ♠✐♥❞❡♥ ❡❣②❡s Vi ∈ {V1 . . . , Vn} ✱
♣♦♥t♦s❛♥ ❤ár♦♠ ♦❧②❛♥ ❢❡❧❝í♠❦é③❡tt ❢❡❧ü❧❡t ❧ét❡③✐❦✱ ❛♠❡❧② t❛rt❛❧♠❛③③❛ Vi ✲t✱ és í❣②
W = {V1 . . . , Vn}✳ ❊③ ❛③t ❥❡❧❡♥t✐✱ ❤♦❣② ❛ Vi ✲t t❛rt❛❧♠❛③ó ❝í♠❦é③❡t❧❡♥ ❢❡❧ü❧❡t❡❦
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s③á♠❛ ❡❣②❡♥❧➤ (c− 3)✳ ❮❣② ❛ W ❝sú❝s❛✐t t❛rt❛❧♠❛③ó ❝í♠❦é③❡t❧❡♥ ❛r❝♦❦ s③á♠❛ öss③❡✲
s❡♥ ❧❡❣❢❡❧❥❡❜❜ n(c− 3)✳

❆ ♠ás♦❞✐❦ rés③❧❡❣❡s ❝í♠❦é③ést ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤❦é♣♣❡♥ ❛❧❛❦ít❥✉❦ ❦✐✿ ❆③ i = 1 . . . , n✱ ❛
❢❡♥♥♠❛r❛❞ó (c− 3) ❢❡❧❝í♠❦é③❡t❧❡♥✱ Vi ✲t t❛rt❛❧♠❛③ó ❢❡❧ü❧❡t❡❦❡t ❛③ ór❛♠✉t❛tó ❥árásá✲
✈❛❧ ❡❧❧❡♥tét❡s s♦rr❡♥❞❜❡♥✱ ❛③ F1 P ✲❜➤❧ ❦✐❢❡❧é ♠✉t❛tó ♥♦r♠á❧✐s ✈❡❦t♦rá❤♦③ ❦é♣❡st ❛③
ór❛♠✉t❛tó ❥árásá✈❛❧ ❡❧❧❡♥tét❡s ✐rá♥②❜❛♥ ❝í♠❦é③③ü❦✳

c = 4 ❡s❡t ✳ ❆③ n ú❥♦♥♥❛♥ ❢❡❧❝í♠❦é③❡tt Fn+2 . . . , F2n+1 ✲♥❡❦ ♠❡❣ ❦❡❧❧ ❢❡❧❡❧♥✐❡ ❛
❦ö✈❡t❦❡③➤ öss③❡❢ü❣❣és❡❦♥❡❦

V1 = F1 ∩ F2 ∩ Fn+1 ∩ Fn+2,

Vi = F1 ∩ Fi ∩ Fi+1 ∩ F(n+1)+i, i = 2 . . . , n

✹✳✹✳ á❜r❛✿ c = 4 ❡s❡t

c = 5 ❡s❡t✳ ❆ 2n ú❥♦♥♥❛♥ ❢❡❧❝í♠❦é③❡tt Fn+2 . . . , F3n+1 ✲♥❛❦ ♠❡❣ ❦❡❧❧ ❢❡❧❡❧♥✐❡ ❛
❦ö✈❡t❦❡③➤ öss③❡❢ü❣❣és❡❦♥❡❦

V1 = F1 ∩ F2 ∩ Fn+1 ∩ Fn+2 ∩ Fn+3,

Vi = F1 ∩ Fi ∩ Fi+1 ∩ F(n+1)(2i−1) ∩ F(n+1)(2i), i = 2 . . . , n

❆ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❧é♣ésü♥❦ ❛③✱ ❤♦❣② ❡s❡tr➤❧ ❡s❡tr❡ ♠❡❣♠✉t❛ss✉❦✱ ❤♦❣② ❡③ ❛ ❝í♠❦é③és✐
❢♦❧②❛♠❛t ❡❣②❡t❧❡♥ ❛r❝♦t s❡♠ ❥❡❧ö❧t ♠❡❣ ❦éts③❡r✳ ❆③ ❡❧s➤ rés③❧❡❣❡s ❝í♠❦é③és ❛③t ❡r❡❞✲
♠é♥②❡③✐✱ ❤♦❣② F1 . . . , Fn+1 ❦ü❧ö♥❜ö③➤❡❦✳

❆ ✸✳ ❢❡❥❡③❡t❜➤❧ ✐s♠❡rt✱ ❤♦❣② (n, 4) = (3, 4) és (n, 5) = (3, 5) ❛③ ❡❣②❡t❧❡♥ ❧❡❤❡tsé❣❡s
❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠✳ ❊ ❦ét ❡s❡tr❡ ❛ ♠ás♦❞✐❦ rés③❧❡❣❡s ❝í♠❦é③ést ❛ ✹✳✹✳ és ❛ ✹✳✺✳ á❜r❛
s③❡♠❧é❧t❡t✐✳

c = 4 ❡s❡t✳ ▼✐♥❞❡♥ ♦❧②❛♥ ❢❡❧ü❧❡t✱ ❛♠❡❧② ✉❣②❛♥❛③t ❛ ❝sú❝s♦t t❛rt❛❧♠❛③③❛✱ ❦ü❧ö♥✲
❜ö③➤✳ ❊❧❧❡♥❦❡③➤ ❡s❡t❜❡♥ c < 4 ❧❡♥♥❡✱ ❛♠✐ ❡❧❧❡♥t♠♦♥❞ás✳ ❊③ ❛③t ❥❡❧❡♥t✐✱ ❤♦❣②
F5 /∈ F1, F2, F4, F6 /∈ F1, F2, F3 és F7 /∈ {F1, F3, F4} . ❚♦✈á❜❜á F5 t❛rt❛❧♠❛③③❛ V1
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✲t✱ ❞❡ F3, F6 és F7 ♥❡♠✱ és í❣② F5 /∈ {F3, F6, F7}✳ F6 t❛rt❛❧♠❛③③❛ V2 ✲t✱ ❞❡ F4, F5

és F7 ♥❡♠✱ ❡③ért ér✈é♥②❡s✱ ❤♦❣② F6 /∈ {F4, F5, F7}✳ F7 t❛rt❛❧♠❛③③❛ V3 ✲t✱ ❞❡ F2, F5

és F6 ♥❡♠ t❛rt❛❧♠❛③③❛✱ és ❡❜❜➤❧ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱ ❤♦❣② F5 /∈ {F2, F5, F6}✳ ❊③ ❛③t ❥❡❧❡♥t✐✱
❤♦❣② ❛③ öss③❡s F1 . . . , F7 ❦ü❧ö♥❜ö③➤❡❦✳

c = 5 ❡s❡t✳ ■s♠ét ér✈é♥②❡s✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❡♥ ♦❧②❛♥ ❢❡❧ü❧❡t✱ ❛♠❡❧② ✉❣②❛♥❛③t ❛ ❝sú❝s♦t
t❛rt❛❧♠❛③③❛✱ ❦ü❧ö♥❜ö③➤✳ ❊❧❧❡♥❦❡③➤ ❡s❡t❜❡♥ c < 5 ❧❡♥♥❡✱ ❛♠✐ ❡❧❧❡♥t♠♦♥❞ás✳ ❊③ ❛③t
❥❡❧❡♥t✐✱ ❤♦❣② F5 /∈ {F1, F2, F4, F6}✳ ❚♦✈á❜❜á F5 t❛rt❛❧♠❛③③❛ V1✱ ❞❡ F3, F7, F8, F9

és F10 ♥❡♠✱ és í❣② F5 /∈ {F3, F7, F8, F9, F10} . ❍❛s♦♥❧ó❦é♣♣❡♥ ♠❡❣♠✉t❛t❤❛t❥✉❦✱
❤♦❣② ♠✐♥❞❡♥ ❛r❝ F6 . . . , F10 ❦ü❧ö♥❜ö③✐❦ ❛③ öss③❡s tö❜❜✐ ❛r❝tó❧✳ ❊③ ❛③t ❥❡❧❡♥t✐✱ ❤♦❣②
♠✐♥❞❡♥ F1 . . . , F10 ❦ü❧ö♥❜ö③➤❡❦✳ ❆ ♠ás♦❞✐❦ ❝í♠❦é③és ❦♦♥str✉❦tá❧ásá✈❛❧ ❛③ öss③❡s
F1, F2 . . . , F(n+1)+n(c¯3) ❡❣②❡❞✐✱ és ❛③ ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛✈✐s③♦♥②♦❦❛t ❛ ✹✳✹✳ és ❛ ✹✳✺✳ á❜r❛
❡❣②❡❞✐ sí❦❣rá❢❥❛✐ ❤❛tár♦③③á❦ ♠❡❣✳

✹✳✺✳ á❜r❛✿ c = 5 ❡s❡t

✸✳✺ ❆ tö❜❜✐ ❡s❡t

▼✐❡❧➤tt ❛ ❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠♦❦ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❡s❡té✈❡❧ ❢♦❣❧❛❧❦♦③♥á♥❦✱ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❧❡♠♠❛
❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱ ❛❤♦❧ ❡❣② P ♣❧❛t♦♥✐❦✉s t❡st f−1 ❢❡❧ü❧❡tét ❡❣②❡❞✐ ❝í♠❦é③éss❡❧ ❥❡❧ö❧tü❦✱ í❣②
P öss③❡s ❢❡❧ü❧❡tér❡ ❡❣②❡❞✐ ❝í♠❦é③és ❛❞ó❞✐❦✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✿

▲❡❣②❡♥ P ❡❣② ♣❧❛t♦♥✐❦✉s s③✐❧ár❞ t❡st✱ ❛♠❡❧②♥❡❦ ❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠❛ (n, c).
❚❡❣②ü❦ ❢❡❧✱ ❤♦❣② f − 1 ❛r❝♦t ♠ár ❢❡❧❝í♠❦é③tü♥❦ ❡❣② ❡❣②❡❞✐ ❝í♠❦é③éss❡❧✳
❊❦❦♦r ❛ F (P ) öss③❡s f ❢❡❧ü❧❡té♥❡❦ ❝í♠❦é③és❡ ❡❣②❡❞✐

❇✐③♦♥②ítás ❆③ ✉t♦❧só ❢❡❧❝í♠❦é③❡t❧❡♥ ❛r❝ ❡❣②❡❞✐❧❡❣ ♠❡❣❤❛tár♦③♦tt✱ és Ff ✲✈❛❧ ❥❡❧ö❧✲
❤❡t➤✳ ❊③ ❛③ ✉t♦❧só ❧é♣és ❛ P ❛r❝❛✐♥❛❦ ❝í♠❦é③és❡ ❡❣②❡❞✐✳ ▼✐✈❡❧ ❛ tö❜❜✐ f − 1 ❛r❝
❢❡❧✐r❛t♦③ás❛ ✐s ❡❣②❡❞✐✱ ❛③ á❧❧ítás ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✳

❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠ (3, 4)

❆ ❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠♠❛❧ (3, 4) és ❊✉❧❡r✲❤ár♠❛ss❛❧ (8, 12, 6) r❡♥❞❡❧❦❡③➤ P ♣❧❛t♦♥✐❦✉s
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t❡st ❡s❡té❜❡♥ ❛③ ❧át❥✉❦✱ ❤♦❣② ❛③ ❡❧s➤ rés③❧❡❣❡s ❢❡❧✐r❛t♦③ás❜❛♥ n + 1 = 4 = 1
2
f ❛r❝♦t

s♦r♦❧✉♥❦ ❢❡❧

❆ ✹✳✶✳ ▲❡♠♠❛ ❛❧❛♣❥á♥ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❡♥ V1 . . . , Vn ✱ ❤ár♦♠✱ ❡③❡❦❡t ❛ ❝sú❝✲
s♦❦❛t t❛rt❛❧♠❛③ó ❢❡❧ü❧❡t ♠ár ❢❡❧ ✈❛♥ ❝í♠❦é③✈❡✳ ❮❣② ❛❧❦❛❧♠❛③❤❛t❥✉❦ ❛ ✹✳✹✳ s③❛✲
❦❛s③❜❛♥ ❧❡írt ♠ás♦❞✐❦ rés③❧❡❣❡s ❝í♠❦é③ést✳ ❊③ t♦✈á❜❜✐ ♥ ❛r❝♦t ❝í♠❦é③✱ és í❣② öss③❡s❡♥
2n + 1 = 7 = f − 1 ❛r❝♦t ❝í♠❦é③ü♥❦✳ ❆ ✹✳✸✳ ▲❡♠♠❛ ❛❧❛♣❥á♥ ❛③ ✉t♦❧só F8 ❢❡❧ü❧❡t❡t
❡❣②ért❡❧♠➯❡♥ ❢❡❧❝í♠❦é③❤❡t❥ü❦✱ és ❛ ❝í♠❦é③és t❡❧❥❡s✳

❆ ❤♦③③át❛rt♦③ó sí❦❣rá❢♥❛❦ f = 8 ♦❧❞❛❧❛✱ e = 12 é❧❡ és v = 6 ❝sú❝s❛ ✈❛♥✳ ❆ ❝sú❝s♦❦
♠✐♥❞❡❣②✐❦❡ ❡❣②❡❞✐❧❡❣ ♠❡❣❤❛tár♦③♦tt ❛③ ❛③t t❛rt❛❧♠❛③ó ♥é❣② ♦❧❞❛❧ á❧t❛❧

✹✳✻✳ á❜r❛✿ ❆ (3, 4) ❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠♠❛❧ r❡♥❞❡❧❦❡③➤ ♣❧❛t♦♥✐❦✉s t❡st❤❡③ t❛rt♦③ó
❡❣②❡❞✐ sí❦❣rá❢ á❜rá③♦❧ás❛✳

❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠ (5, 3)

❆ (3, 4) ❡s❡t❤❡③ ❤❛s♦♥❧ó❛♥ ❛③ ❡❧s➤ rés③❧❡❣❡s ❝í♠❦é③és ♣♦♥t♦s❛♥ ❛ P ♣❧❛tó♥✐ t❡st
♦❧❞❛❧❛✐♥❛❦ ❢❡❧ét ❥❡❧ö❧t❡ ♠❡❣✱ ❛♠❡❧②♥❡❦ ❊✉❧❡r✲❤ár♠❛s❛ (f, e, v) = (12, 30, 20). ❆ ✹✳✶✳
❧❡♠♠❛ ❛❧❛♣❥á♥ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❡♥ ♦❧②❛♥ ❢❡❧ü❧❡t✱ ❛♠❡❧② V1 . . . , Vn ♠ár ❢❡❧✲
❝í♠❦é③tü❦✱ ♠✐✈❡❧ c = 3✳➱s ♠✐✈❡❧ c = 3✱ ❛ ♠ás♦❞✐❦ rés③❧❡❣❡s ❝í♠❦é③és ♥❡♠ ❛❧❦❛✲
❧♠❛③❤❛tó✱ és ❡❣② ♠ás✐❦ ❦♦♥str✉❦❝✐ór❛ ✈❛♥ s③ü❦sé❣

❆③ ❡❧s➤ rés③❧❡❣❡s ❝í♠❦é③és ♠❡❣❤❛tár♦③③❛ ❛③ F1 . . . , F6 és ❛ ❝sú❝s♦❦❛t V1 . . . , V5 ❛
✹✳✼✳ á❜rá♥ ❧át❤❛tó ♠ó❞♦♥✳ ❆ ✹✳✶✳ ▲❡♠♠❛ ❛❧❛♣❥á♥ ♠✐♥❞❡♥ F2 . . . , F6 ♣♦♥t♦s❛♥ ❦ét
❝sú❝s♦t t❛rt❛❧♠❛③ ❛ V1 . . . , V5✱ ♠í❣ t♦✈á❜❜✐ ❤ár♦♠ ❝sú❝s♦t ♠é❣ ♥❡♠ ❥❡❧ö❧tü♥❦ ♠❡❣✳
❆ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❧é♣és ❡③❡❦♥❡❦ ❛ ❝sú❝s♦❦♥❛❦ ❛ ❢❡❧❝í♠❦é③és❡✳

❏❡❧ö❧❥ü❦ ❛ ❦ét ❢❡❧❝í♠❦é③❡tt ❛r❝❜❛♥ t❛❧á❧❤❛tó ♥é❣② ❝sú❝s♦t✱ Fi és Fi+1, i = 2 . . . , n, Vn+i

✲✈❡❧✱ és ❧❡❣②❡♥ V2n ❛③ F2 és Fn+1 ✲❜❡♥ t❛❧á❧❤❛tó ❝sú❝s✳ ❏❡❧ö❧❥ü❦ ❛③ ❡❣②❡t❧❡♥ ❢❡❧✲
❝í♠❦é③❡tt ❢❡❧ü❧❡t❡♥ t❛❧á❧❤❛tó ❝sú❝s♦❦❛t Fi, i = 2 . . . , n + 1, Vi+9 ✲❡❧✳ ❆ ❞❡✜♥í❝✐ó
s③❡r✐♥t ❛ V6 . . . , V10 ❦ét ❢❡❧❝í♠❦é③❡tt ❢❡❧ü❧❡t❡♥ t❛❧á❧❤❛tó❛❦✱ és ♠✐✈❡❧ c = 3 ❛③ öss③❡s
Vi ∈ {V6 . . . , V10}✱ ♣♦♥t♦s❛♥ ❡❣② ♦❧②❛♥ ❝í♠❦é③❡t❧❡♥ ❢❡❧ü❧❡t ✈❛♥✱ ❛♠❡❧② t❛rt❛❧♠❛③③❛
Vi ✲t✳ ❏❡❧ö❧❥ü❦ ❡③t ❛③ ❡❣②❡❞✐❧❡❣ ♠❡❣❤❛tár♦③♦tt ❢❡❧ü❧❡t❡t Fi+1, i = 6 . . . , 10.

❆③ ❡❧s➤ ❢❡❧✐rás ❦♦♥str✉á❧ás❛ ❛❧❛♣❥á♥ t✉❞❥✉❦✱ ❤♦❣② ❛③ F1 . . . , F6 ❦ü❧ö♥❜ö③➤❡❦✳ ▼ár
❝s❛❦ ❛③t ❦❡❧❧ ♠❡❣♠✉t❛t♥✐✱ ❤♦❣② ❛③ F7 . . . , F10 ❦ü❧ö♥á❧❧ó❛❦✳ ❊❧➤s③ör ✐s✱ i = 6 . . . , 10,
❛③ Fi ❢❡❧ü❧❡t t❛rt❛❧♠❛③③❛ ❛ Vi¯1 ❝sú❝s♦t✱ ❞❡ ❛ ♠ás✐❦ ♥é❣② ❢❡❧ü❧❡t ♥❡♠✳ ▼ás♦❞s③♦r✱ ❛
Vi ✲t t❛rt❛❧♠❛③ó ❤ár♦♠ ❢❡❧ü❧❡t✱ i = 6 . . . , 10, s③✐♥té♥ ❦ü❧ö♥á❧❧ó♥❛❦ ❦❡❧❧ ❧❡♥♥✐❡✱ ♠✐✈❡❧

✶✾
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❦ü❧ö♥❜❡♥ c < 3✳ ❊③ ❛③t ❥❡❧❡♥t✐✱ ❤♦❣② ❛③ öss③❡s F1 . . . , F11 ❦ü❧ö♥á❧❧ó✳ ❊③❡♥ ❛ ♣♦♥t♦♥
11 = f−1 ❛r❝♦t ❥❡❧ö❧tü♥❦ ♠❡❣ ❡❣②ért❡❧♠➯❡♥ P ✲❜❡♥✳ ❆ ✹✳✷✳ ▲❡♠♠❛ ❛③t ❥❡❧❡♥t✐✱ ❤♦❣②
❧ét❡③✐❦ ❛③ ✉t♦❧só F12 ❛r❝ ❡❣②❡❞✐ ❥❡❧ö❧és❡✱ és ❡③ ❛③ ❡s❡t t❡❧❥❡s✳ ❆ ✹✳✼✳ á❜rá♥ ❧át❤❛tó ❛
♣❧❛tó♥✐ t❡st ♠❡❣❢❡❧❡❧➤ ❡❣②❡❞✐ sí❦❣rá❢❥❛ f = 12 ❛r❝❝❛❧✱ e = 30 é❧❧❡❧ és v = 20 ❝sú❝❝s❛❧✳

✹✳✼✳ á❜r❛✿ ❊❣② ♣❧❛tó♥✐ t❡st ❡❣②❡❞✐ sí❦❣rá❢❥á♥❛❦ á❜rá③♦❧ás❛ ❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠♠❛❧
(5, 3)✳

❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠♠❛❧ (3, 5)✳
■s♠ét ❛③ ❡❧s➤ rés③❧❡❣❡s ❝í♠❦é③éss❡❧ ❦❡③❞❥ü❦✱ ❛♠❡❧② ❡❣② P ♣❧❛t♦♥✐❦✉s t❡st n + 1

❢❡❧ü❧❡tét ❥❡❧ö❧✐ ❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠♠❛❧ (3, 5)✳ ❆ ✹✳✶✳ ❧❡♠♠❛ ❛❧❛♣❥á♥ ♠✐♥❞❡♥ V1, V2, V3

❝sú❝s ❤ár♦♠ ❢❡❧❝í♠❦é③❡tt ❢❡❧ü❧❡t❡♥ t❛❧á❧❤❛tó✳ ▼✐✈❡❧ n = 3sc = 5✱ ❡③ért ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤❦r❡
❦ö✈❡t❦❡③t❡t❤❡tü♥❦

s♦r♦❧❥✉❦ ❢❡❧ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ (c − 3)n = 6 ❢❡❧ü❧❡t❡t ❛ ♠ás♦❞✐❦ rés③❧❡❣❡s ❝í♠❦é③éss❡❧
❛ ✹✳✹✳ s③❛❦❛s③❜❛♥ rés③❧❡t❡s❡♥ ❧❡írt❛❦ s③❡r✐♥t✳ ❊♥♥❡❦ ❡r❡❞♠é♥②❡❦é♥t tí③ F1 . . . , F10
❢❡❧✐r❛t♦t ❦❛♣t❛❦ ❛ ✹✳✽✳ á❜rá♥ ❧át❤❛tó ♠ó❞♦♥✳

−→

✹✳✽✳ á❜r❛✿ P ❢❡❧❝í♠❦é③❡tt ♦❧❞❛❧❛✐♥❛❦ sí❦❣rá❢❥❛ ❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠♠❛❧ (3, 5)✿ ❆③ ❡❧s➤
rés③❧❡❣❡s ❝í♠❦é③és ❢❡❧❝í♠❦é③❡tt ❢❡❧ü❧❡t❡✐r➤❧ ❛ ♠ás♦❞✐❦ rés③❧❡❣❡s ❝í♠❦é③és ❢❡❧❝í♠❦é③❡tt
❢❡❧ü❧❡t❡✐❤❡③✳

✷✵
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❆③ ❡❧s➤ rés③❧❡❣❡s ❝í♠❦é③és ❦♦♥str✉❦❝✐ó❥❛ s③❡r✐♥t ❛③ F2 . . . , Fn+1 ❦ét ❢❡❧❝í♠❦é③❡tt ❝sú❝✲
s♦t t❛rt❛❧♠❛③✱ és ♠✐♥❞❡♥ F2 . . . , Fn+1 ❤ár♦♠s③ö❣é♥❡❦ ♠✐♥❞❡♥ ❡❣②❡s ♣♦♥t❥❛ ❡❞❞✐❣ ❛
♣♦♥t✐❣ ♥❡♠ ✈♦❧t ❢❡❧❝í♠❦é③✈❡✳ ❍❛ ❢❡❧tét❡❧❡③③ü❦✱ ❤♦❣② ❡③ ♠✐♥❞❡♥ n ♦❧❞❛❧♥❛❦ ✉❣②❛♥❛③
❛ ❝sú❝s❛✱ ❛❦❦♦r ❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠♠❛❧ (3, 3) r❡♥❞❡❧❦❡③➤ ♣❧❛tó♥✐ t❡st❡t ❦❛♣♥á♥❦✱ ❛♠✐
❡❧❧❡♥t♠♦♥❞ás✳ ❍❛ ❢❡❧tét❡❧❡③③ü❦✱ ❤♦❣② ❝s❛❦ ❦ét ❝sú❝s ✈❛♥✱ ❛❦❦♦r ❛③ ❡❣②❡s ❝sú❝s♦❦ c
s③á♠❛ ♥❡♠ ❧❡♥♥❡ ♠✐♥❞❡♥ ❝sú❝sr❛ ✉❣②❛♥❛③✱ ❛♠✐ ❡❧❧❡♥t♠♦♥❞ás ❛ ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st
❞❡✜♥í❝✐ó❥á♥❛❦✳ ❮❣② ❛ ❢❡♥♥♠❛r❛❞ó ❤ár♦♠✱ ❛③ Fi ❡❣②✐❦ ❢❡❧ü❧❡té♥ t❛❧á❧❤❛tó✱ ❢❡❧✐r❛t♦③❛t✲
❧❛♥ ❝sú❝s♦t Vi+2, i = 2 . . . , n+ 1, ❛❤♦❣② ❛ ✹✳✾✳ á❜rá♥ ❧át❤❛tó✳

❊③❡❦ ❛③ ú❥♦♥♥❛♥ ❢❡❧❝í♠❦é③❡tt ❝sú❝s♦❦ V4, V5, V6 ♠✐♥❞❡❣②✐❦❡ ❤ár♦♠ ❢❡❧❝í♠❦é③❡tt ❢❡❧ü❧❡t❡♥
t❛❧á❧❤❛tó✱ és í❣② ❛ ❝sú❝s♦❦ ♠❡❣❢❡❧❡❧♥❡❦ ❛ ♠ás♦❞✐❦ rés③❧❡❣❡s ❝í♠❦é③és ❢❡❧tét❡❧❡③és❡✐♥❡❦✳
❆ ♠ás♦❞✐❦ rés③❧❡❣❡s ❝í♠❦é③és ❢♦❧②❛♠❛tát ❛ {V4, V5, V6} ❝sú❝s♦❦ ❤❛❧♠❛③á♥ ❛❧❦❛❧♠❛③✈❛
t♦✈á❜❜✐ ❤❛t F11 . . . , F16 ❦❛♣✉♥❦✳ ❆ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❧é♣és ❛③✱ ❤♦❣② ♠❡❣♠✉t❛ss✉❦✱ ❤♦❣② ❛③
ú❥♦♥♥❛♥ ❢❡❧❝í♠❦é③❡tt F11 . . . , F16 ❦ü❧ö♥❜ö③♥❡❦ ❡❣②♠ástó❧ és ❛ ♠ás✐❦ tí③✱ F1 . . . , F10 ✳

❊❧➤s③ör ✐s✱ ❛ Vi ❝sú❝s♦t t❛rt❛❧♠❛③ó öt ❢❡❧ü❧❡t✱ i = 4, 5, 6, ❦ü❧ö♥❜ö③➤✱ ♠❡rt ❦ü❧ö♥❜❡♥
c < 5✳ ❊❜❜➤❧ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱ ❤♦❣② F11 és F12 ♥❡♠ ❡❣②❡♥❧➤ ❛③ F2, F6, F7 ❢❡❧ü❧❡t❡❦❦❡❧✱
✈❛❧❛♠✐♥t F11 ̸= F12✳ ❯❣②❛♥❡③ ér✈é♥②❡s ❛ V5 és V6 ❢❡❧ü❧❡t❡❦❡t t❛rt❛❧♠❛③ó ❢❡❧ü❧❡t❡❦r❡
✐s✿ F13, F14 /∈ {F3, F8, F9} , F13 ̸= F14, t♦✈á❜❜á F15 és F16 ♥❡♠ s③❡r❡♣❡❧♥❡❦ ❛③ ❛r❝♦❦
❤❛❧♠❛③á❜❛♥✳

{F4, F5, F10}✱ és F15 ♥❡♠ ❡❣②❡♥❧➤ F16 ✲❛❧✳ ▼ás♦❞s③♦r✱ F11 és F12 t❛rt❛❧♠❛③③á❦ V4

✲t✱ ❞❡ ❛ {F1, F3, F4, F5, F8, F9, F10, F13 . . . , F16} ♥❡♠ t❛rt❛❧♠❛③③á❦✳ ❊③ért F11 és
F12 ♥❡♠ ❧❡❤❡t ❡❜❜❡♥ ❛ ❤❛❧♠❛③❜❛♥✳ ❆ ❢❡♥t✐ ❡❧s➤ ér✈❡❧éss❡❧ ❡❣②ütt ❛③ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱
❤♦❣② F11, F12 /∈ {F1 . . . , F10, F13 . . . , F16}✳ ❍❛s♦♥❧ó❦é♣♣❡♥ ♠❡❣♠✉t❛t❤❛t❥✉❦✱ ❤♦❣② ❛③
F13, F14 és ❛③ F15, F16 ❛r❝♣ár♦❦ ❦ü❧ö♥❜ö③♥❡❦ ❛③ öss③❡s tö❜❜✐ ❢❡❧❝í♠❦é③❡tt ❛r❝tó❧✳ ❮❣②
t❡❤át ❛ t✐③❡♥❤❛t F1 . . . , F16.

−→

✹✳✾✳ á❜r❛✿ ❍ár♦♠ ú❥ ❝sú❝s ❢❡❧✐r❛t♦③ás❛ V4, V5, V6 és ❛ ♠ás♦❞✐❦ rés③❧❡❣❡s ❝í♠❦é③és
ú❥❜ó❧✐ ❛❧❦❛❧♠❛③ás❛

❆ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❧é♣és ❛③ öss③❡s ♦❧②❛♥ ❝sú❝s ❢❡❧❝í♠❦é③és❡✱ ❛♠❡❧②❡t ♥é❣② ❢❡❧❝í♠❦é③❡tt
❢❡❧ü❧❡t t❛rt❛❧♠❛③✳ ❆♠✐♥t ❛③t ❛ ✹✳✾✳ á❜r❛ ❥♦❜❜ ♦❧❞❛❧✐ ❣rá❢❥❛ ♠✉t❛t❥❛✱ ❤ár♦♠ ✐❧②❡♥ ❝sú❝s
✈❛♥✳ ❆③ F5, F6, F11 és F16 ❢❡❧✐r❛tú ❢❡❧ü❧❡t❡❦ á❧t❛❧ t❛rt❛❧♠❛③♦tt ❝sú❝s♦t V7 ✲✈❡❧ ❥❡❧ö❧❥ü❦✳
❆③ ór❛♠✉t❛tó ❥árásá✈❛❧ ❡❧❧❡♥tét❡s ✐rá♥②❜❛♥ ❤❛❧❛❞✈❛ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤✱ ♥é❣② ❢❡❧✐r❛t♦③♦tt
❢❡❧ü❧❡t❡❦ á❧t❛❧ t❛rt❛❧♠❛③♦tt ❝sú❝s♦t✱ ♥❡✈❡③❡t❡s❡♥ ❛③ F7, F8, F12 és F13 ❢❡❧ü❧❡t❡❦ á❧t❛❧
t❛rt❛❧♠❛③♦tt ❝sú❝s♦t V8 ✲✈❡❧ ❥❡❧ö❧❥ü❦✳ ❆③ ✉t♦❧só ❝sú❝s♦t✱ ❛♠❡❧②❡t ❛③ F9, F10, F14 és

✷✶



✸ ❆ P▲❆❚Ó◆■ ❙❩■▲➪❘❉ ❚❊❙❚ ❖▲❉❆▲❆■◆❆❑ ❈❮▼❑➱❩➱❙❊

F15 t❛rt❛❧♠❛③✱ V9 ❥❡❧ö❧✐✳ ❆ ❤ár♦♠ ú❥♦♥♥❛♥ ❝í♠❦é③❡tt ❝sú❝s♦t✱ ❛ V7, V8, V9 ❝sú❝s♦❦❛t
❛ ✹✳✶✵✳ á❜r❛ ❢❡❧s➤ ❣rá❢❥❛ ♠✉t❛t❥❛✳

❆ ❦♦♥str✉❦❝✐ó s③❡r✐♥t ♠✐♥❞❡♥ ú❥♦♥♥❛♥ ❝í♠❦é③❡tt ❝sú❝s♥❛❦ ♣♦♥t♦s❛♥ ❡❣② ❝í♠❦é③❡t❧❡♥
❛r❝❛ ✈❛♥✳ ❊③t ❛ Vi ✲t t❛rt❛❧♠❛③ó ❛r❝♦t Fi+10 ✲✈❡❧ ❥❡❧ö❧❥ü❦✱ i = 7, 8, 9, ❛♠✐♥t ❛③t ❛
✹✳✶✵✳ á❜r❛ ❛❧só ❣rá❢❥❛ ♠✉t❛t❥❛✳

▼❡❣♠✉t❛t❥✉❦✱ ❤♦❣② F17 /∈ {F1 . . . , F16, F18, F19} , ❤❛s♦♥❧ó❛♥ ér✈❡❧ü♥❦✱ ♠✐♥t ❛③ ❡❧➤③➤
❧é♣és❜❡♥✱ ❛③❛③ ✜❣②❡❧❡♠❜❡ ✈❡ss③ü❦ ❛ V7 ✲t t❛rt❛❧♠❛③ó ♥é❣② ♠ás✐❦ ❢❡❧ü❧❡t❡t F5, F6, F11, F16✱
és ❛ V7 ✲t ♥❡♠ t❛rt❛❧♠❛③ó t✐③❡♥♥é❣② ❢❡❧ü❧❡t❡t✳ ❍❛s♦♥❧ó ér✈❡❧és ✈♦♥❛t❦♦③✐❦ ❛③ F18 és
F19 ❢❡❧ü❧❡t❡❦r❡ ✐s✳ ❮❣② ♠❡❣á❧❧❛♣ít❤❛t❥✉❦✱ ❤♦❣② ❛③ öss③❡s 19 = f − 1 ❢❡❧ü❧❡t F1 . . . , F19

❦ü❧ö♥❜ö③➤❡❦✳ ❆ ✹✳✷✳ ▲❡♠♠❛ ❛❧❦❛❧♠❛③ásá✈❛❧ ❛ ❢❡♥♥♠❛r❛❞ó F20 ❛r❝♥❛❦ ✐s ✈❛♥ ❡❣②❡❞✐
❥❡❧ö❧és❡✱ és ❡③ ✉tó❜❜✐ ❡s❡t t❡❧❥❡s✳ ❆③ í❣② ❦❛♣♦tt sí❦❣rá❢ f = 20 ❛r❝❝❛❧✱ e = 30 é❧❧❡❧ és
v = 12 ❝sú❝❝s❛❧ r❡♥❞❡❧❦❡③✐❦✳

↓

✹✳✶✵✳ á❜r❛✿ ❍ár♦♠ ❝sú❝s ❢❡❧✐r❛t♦③ás❛ V7, V8, V9 és ❤ár♦♠ ❢❡❧ü❧❡t❡t F17, F18, F19
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✹✳✶✶✳ á❜r❛✿ ❊❣② ♣❧❛t♦♥✐❦✉s s③✐❧ár❞ t❡st❤❡③ t❛rt♦③ó ❡❣②❡❞✐ sí❦❣rá❢ ❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠✲
❜ó❧✉♠♦❦❦❛❧ (3, 5)
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✹✳ ❋❡❥❡③❡t

❊✉❦❧✐❞és③ P❧❛tó♥✐❛✐ s③✐❧ár❞ t❡st❡❦ ♦s③tá❧②♦③ás❛

❊③ ❛ ❢❡❥❡③❡t ❛ ❧❡❣❢r✐ss❡❜❜ tör❡❦✈és❡❦r➤❧ s③á♠♦❧ ❜❡✱ ❛♠❡❧②❡❦ ❛rr❛ ✐rá♥②✉❧t❛❦✱ ❤♦❣②
❊✉❦❧✐❞és③ ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st❡❦ ♦s③tá❧②♦③ásá♥❛❦ s③✐❣♦rú ❜✐③♦♥②ítás❛ ✈é❣ü❧ ❛ t✐③❡♥❦✐✲
❧❡♥❝❡❞✐❦ és ❤✉s③❛❞✐❦ s③á③❛❞❜❛♥ ✈❛❧ós✉❧t ♠❡❣✳ ❑✐tér ❙t❡✐♥✐t③ és ❈❛✉❝❤② ❢♦♥t♦s ❡r❡❞✲
♠é♥②❡✐r❡

✹✳✶ ❙❡❣é❞❡r❡❞♠é♥②❡❦

❉❡✜♥í❝✐ó ✹✳✶✿

▲❡❣②❡♥ V ❡❣② ❛❞♦tt P ♣♦❧✐é❞❡r ❡❣② ❝sú❝s❛✳ ❆ F (P ) V ✲t t❛rt❛❧♠❛③ó
♦❧❞❛❧❛✐♥❛❦ ❛ ❝sú❝st❛❧♣♦♥ ❧é✈➤ ❦✐s ❣ö♠❜❜❡❧ ✈❛❧ó ♠❡ts③és❡ ❡❣② ❣ö♠❜ö❧②➯ s♦❦✲
s③ö❣❡t ❡r❡❞♠é♥②❡③✱ ❛♠❡❧②❡t ❛ V ❝sú❝s♦♥ ❝sú❝s❣ö♠❜♥❡❦ ♥❡✈❡③ü♥❦✳

❋✐❣②❡❧❥ü❦ ♠❡❣✱ ❤♦❣② ❛ ❝sú❝s ❛❧❛❦③❛t ❜❡❧s➤ s③ö❣❡✐ ♠❡❣❡❣②❡③♥❡❦ ❛ ❦✐✐♥❞✉❧ás✐ ♣♦❧✐é❞❡r
❦ét♦❧❞❛❧ú s③ö❣❡✐✈❡❧✳

✭❛✮ ❑✐s ❣ö♠❜✱ ❛♠❡❧②♥❡❦ ❦ö③é♣♣♦♥t❥❛ ❛
❱ ❝sú❝s❜❛♥ ✈❛♥✱ és ❛♠❡❧② ♠❡ts③✐ ❛ ♣♦❧✐✲
❤❡❞r♦♥♦❦❛t✳

✭❜✮ ❆③ ❡r❡❞♠é♥②ü❧ ❦❛♣♦tt ❣ö♠❜✐ s♦❦✲
s③ö❣ ❛ ❱ ❝sú❝s❜❛♥

❊❣② ❦♦❝❦❛ ❝sú❝s✜❣✉rá❥á♥❛❦ ✈✐③✉❛❧✐③á❝✐ó❥❛
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▲❡♠♠❛ ✹✳✶✿ ✭❙t❡✐♥✐t③✳✮

▲❡❣②❡♥ p = V1 · · ·Vn és q = W1 · · ·Wn ❦ét ♣♦❧✐❣♦♥ ❛ sí❦❜❛♥✱ ❛❤♦❧ Vi és Wi

❛ ♠❡❣❢❡❧❡❧➤ ♣♦❧✐❣♦♥♦❦ ❝sú❝s❛✐t ❥❡❧ö❧✐✱ i = 1 . . . , n. ❚❡❣②ü❦ ❢❡❧✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❦ét
s♦❦s③ö❣ ♠✐♥❞❡♥ ♦❧❞❛❧❛ ❡❣②❡♥❧➤✱ ❦✐✈é✈❡ ❛③ ✉t♦❧sót✱ ❛③❛③

l(ViVi+1) = l(WiWi+1), i = 1 . . . , n− 1

❛❤♦❧ l(ViVi+1) ❛ p✲❜❡♥ ❛ Vi ✲t és ❛ Vi+1 ✲t öss③❡❦öt➤ é❧ ❤♦ss③át ❥❡❧ö❧✐✱ és
❛♥❛❧ó❣ ♠ó❞♦♥ ❛ q✲❜❛♥ ❧é✈➤ é❧❡❦ ❤♦ss③át✳ ❚❡❣②ü❦ ❢❡❧ ❛③t ✐s✱ ❤♦❣② ❛③ ❡❧s➤
s♦❦s③ö❣ s③ö❣❡✐ ❦✐s❡❜❜❡❦ ✈❛❣② ❡❣②❡♥❧➤❡❦ ❛ ♠ás♦❞✐❦ s♦❦s③ö❣ s③ö❣❡✐✈❡❧✱ ❛③❛③✱

∠Vi ≤ ∠Wi, i = 2. . . , n− 1,

❧❡❣❛❧á❜❜ ❡❣② s③✐❣♦rú ❡❣②❡♥❧➤t❧❡♥sé❣❣❡❧✳ ❆ V ❝sú❝s❜❛♥ t❛❧á❧❦♦③ó ❦ét é❧
❦ö③ött✐ s③ö❣❡t ∠V ✲✈❡❧ ❥❡❧ö❧❥ü❦✳ ❊❦❦♦r

l(VnV1) < l(WnW1).

❇✐③♦♥②ítás ❆ ❧❡♠♠❛ ❜✐③♦♥②ítás❛ n✲r❡ ✈❛❧ó ✐♥❞✉❦❝✐ó✈❛❧ törté♥✐❦✳ ▲❡❣②❡♥ p és q ❦ét
❦♦♥✈❡① s♦❦s③ö❣✱ ❛♠❡❧②❡❦♥❡❦ ✉❣②❛♥❛♥♥②✐ n ❝sú❝s❛ ✈❛♥✳

■✳ ❡s❡t✿ n = 3 ❊③ ❊✉❦❧✐❞és③ ❡❧s➤ ❦ö♥②✈é♥❡❦ ✷✹✳ tét❡❧❡

❚❡❣②ü❦ ❢❡❧✱ ❤♦❣② ❛ ❦ét p és q ❤ár♦♠s③ö❣ ❦ét ♦❧❞❛❧❛ ❡❣②❡♥❧➤✱ ❞❡ ❛③ ❡❣②✐❦ ❜❡♥♥❡ ❧é✈➤
s③ö❣ ♥❛❣②♦❜❜✱ ♠✐♥t ❛ ♠ás✐❦✳ ❊❜❜➤❧ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱ ❤♦❣② ❛ p ❛❧❛♣❥❛ ✐s ♥❛❣②♦❜❜✱ ♠✐♥t ❛
q ❛❧❛♣❥❛✳

■■✳ ❡s❡t✿ n ≥ 4; ∃i : ∠Vi = ∠Wi

❆ ❦ét ❤ár♦♠s③ö❣ Vi−1 Vi Vi+1 és Wi−1 Wi Wi+1 ❦♦♥❣r✉❡♥s✳ ▼✐✈❡❧ l(Vi−1Vi) =
l(Wi−1Wi)✱ ✈❛❧❛♠✐♥t l(ViVi+1) = l(WiWi+1)✱ ❡❜❜➤❧ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱ ❤♦❣②

l(Vi−1Vi+1) = l(Wi−1Wi+1),

❑ét s♦❦s③ö❣ á❜rá③♦❧ás❛✱ ❛❤♦❧ ∠V i = ∠Wi

◆é③③ü❦ ♠❡❣ ❛ s♦❦s③ö❣❡❦❡t ❛ Vi és Wi ❝sú❝s♦❦ ❦✐❤❛❣②ásá✈❛❧✿
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❊③❡❦ ❛③ ú❥ s♦❦s③ö❣❡❦ n − 1 é❧❧❡❧ r❡♥❞❡❧❦❡③♥❡❦✱ és ♠❡❣❢❡❧❡❧♥❡❦ ❛ ❧❡♠♠❛ ❢❡❧tét❡❧❡③é✲
s❡✐♥❡❦✱ í❣② ❛❧❦❛❧♠❛③③✉❦ ❛③ ✐♥❞✉❦❝✐ós ❤✐♣♦té③✐st✱ és ❛③ ❡r❡❞♠é♥② ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✳

■■■✳ ❡s❡t✿ n ≥ 4; ∀i : ∠Vi < ∠Wi

❊❜❜❡♥ ❛③ ❡s❡t❜❡♥ ❡❣② ú❥ V ❵1 ♣♦♥t♦t ❦❡❧❧ ❦♦♥str✉á❧♥✐ ú❣②✱ ❤♦❣②

l(V ❵1V2) = l(V1V2)

∠V ❵1V2V3 = ∠W2

❛❤♦❧ ∠V ❵1V2V3 ❛③ ú❥ é❧ V ❵1V2 és V2V3 ❦ö③ött✐ s③ö❣ V2 ❤❡❧②❡♥✳

❆ V ❵1 ❦♦♥str✉❦❝✐ó ✐❧❧✉s③trá❝✐ó❥❛

❊❧➤s③ör ✐s✱ ❤❛s♦♥❧íts✉❦ öss③❡ ❛ V1 · · ·Vn ♣♦❧✐❣♦♥t ❛ V ❵1V2 · · ·Vn ♣♦❧✐❣♦♥♥❛❧✳ ➱r✈é♥②❡s✱
❤♦❣②

∠V 3 = ∠V 3
■■■ ❊s❡t
−−−−→ l(VnV1) < l(VnV ❵1)

▼ás♦❞s③♦r✱ öss③❡❤❛s♦♥❧ít❥✉❦ ❛ V ❵1V2 · · ·Vn s♦❦s③ö❣❡t ❛W1 · · ·Wn s♦❦s③ö❣❣❡❧✳ ➱r✈é♥②❡s✱
❤♦❣②

∠V ❵1V2V3 = ∠W2
■■■ ❊s❡t
−−−−→ l(VnV1) < l(VnV ❵1)

❆ ■■■✳ ❡s❡t ❝s❛❦ ❛❦❦♦r á❧❧ ❢❡♥♥✱ ❤❛ ❛③ ú❥ V ❵1V2 · · ·Vn s♦❦s③ö❣ ❦♦♥✈❡①✱ ♠✐✈❡❧ ❡❧❧❡♥❦❡③➤
❡s❡t❜❡♥ ❛③ ❡❧➤③➤ ❡s❡t❡❦ ♥❡♠ ❛❧❦❛❧♠❛③❤❛tó❦ ❡rr❡ ❛③ ú❥ s♦❦s③ö❣r❡✳ ❊③ért ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤
✉t♦❧só ❡s❡t❡t ❦❡❧❧ ♠❡❣✈✐③s❣á❧♥✉♥❦✳

■❱✳ ❡s❡t✿ V ❵1V2 · · ·Vn ♥❡♠ ❦♦♥✈❡①✳

❱á❧❛s③t✉♥❦ ❡❣② ú❥ V ✯1 ♣♦♥t♦t✱ ❛♠❡❧② V 1 és V ❵1 ❦ö③ött ❤❡❧②❡③❦❡❞✐❦ ❡❧✱ ú❣②✱ ❤♦❣②
V ❵1Vn és Vn¯1 ❦♦❧❧✐♥❡ár✐s❛❦✱ és ♦❧②❛♥♦❦✱ ❤♦❣②

✷✻
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l(V ✯1V2) = l(V1V2)

■❧②❡♥ ♣♦♥t✱ ❧ét❡③✐❦✱ ♠✐✈❡❧ ❛ V ❵1V2 · · ·Vn s♦❦s③ö❣ ♥❡♠ ❦♦♥✈❡①✳ ▼✐✈❡❧ ❤❛ V ❵1Vn és Vn¯1

❦♦❧❧✐♥❡ár✐s❛❦✱ ❛❦❦♦r ér✈é♥②❡s✱ ❤♦❣②

l(V ✯1Vn) = l(V ✯1Vn−1)− l(Vn−1Vn)

✭✺✳✶✮

V ✯1 ❦♦♥str✉❦❝✐ó❥á♥❛❦ ✐❧❧✉s③trá❝✐ó❥❛✱ ❛❤♦❧ V ❵1V2 · · ·Vn ♥❡♠ ❦♦♥✈❡①

❊❧➤s③ör ✐s ❤❛s♦♥❧íts✉❦ öss③❡ V1V2 · · ·Vn és V ✯1V2 · · ·Vn érté❦ét✳ ▲át❥✉❦✱ ❤♦❣② V ✯1

♠❡❣✈á❧t♦③t❛t❥❛ ❛③ érté❦❡t✳ ▲❡❣❢❡❧❥❡❜❜ ❤ár♦♠ s③ö❣❜➤❧ á❧❧✳ ▼✐✈❡❧ n ≥ 4 ♠✐♥❞❡♥
s♦❦s③ö❣❜❡♥ ❧ét❡③✐❦ ❡❣② ♦❧②❛♥ ♠❡❣❢❡❧❡❧➤ ❝sú❝s♣ár✱ ❛❤♦❧ ❛ s③ö❣❡❦ ♠❡❣❡❣②❡③♥❡❦✳ ❮❣② ❛
■■✳ ❡s❡t❡t ✐s♠ét ❛❧❦❛❧♠❛③❤❛t❥✉❦✱ és ♠❡❣❦❛♣❥✉❦✱ ❤♦❣②

l(VnV1) < l(VnV ✯1)

✭✺✳✷✮

▼ás♦❞s③♦r✱ öss③❡❤❛s♦♥❧ít❥✉❦ V ✯1V2 · · ·Vn−1 és W1 · · ·Wn¯1 ❦ö③ött✱ és ❛③ ✐♥❞✉❦❝✐ós
❤②♣♦té③✐s❜➤❧ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱ ❤♦❣②

l(Vn−1V ✯1) < l(Wn−1W1)

✭✺✳✸✮

❱é❣r❡✱

✷✼
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l(V1Vn)
(5.2)
< l(V ✯1Vn)

(5.1)
= l(V ✯1Vn−1)− l(Vn−1Vn)

(5.3)
< l(W1Wn−1)− l(Wn−1Wn)
≤ l(W1Wn)

❆❤♦❧ ❛③ ✉t♦❧só ❡❣②❡♥❧➤t❧❡♥sé❣ ❛ ❤ár♦♠s③ö❣❡❣②❡♥❧➤t❧❡♥sé❣✳

❆ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❡r❡❞♠é♥② ❛ ❣ö♠❜❢❡❧ü❧❡t❡♥ ❧é✈➤ s♦❦s③ö❣❡❦r❡ ✈♦♥❛t❦♦③ó ❙t❡✐♥✐t③✲❡r❡❞♠é♥②
❛♥❛❧ó❣✐á❥❛✳ ▼✐ ❝s❛❦ ❛ sí❦❜❡❧✐ s♦❦s③ö❣❡❦r❡ ❢♦❣❥✉❦ ❜✐③♦♥②ít❛♥✐✳ ❆ ❣ö♠❜✐ s♦❦s③ö❣❡❦r❡
✈♦♥❛t❦♦③ó ❜✐③♦♥②ítás ❊✉❦❧✐❞és③ ■✳ ❦ö♥②✈é♥❡❦ ❡❧s➤ rés③é❜➤❧ s③ár♠❛③ó ❡r❡❞♠é♥②❡❦❡t
❤❛s③♥á❧ ❬✸❪✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✿

▲❡❣②❡♥ p, p ❦ét ❦♦♥✈❡① s♦❦s③ö❣ ❛ sí❦❜❛♥ ✈❛❣② ❛ ❣ö♠❜ö♥✱ ❛♠❡❧②❡❦♥❡❦ ❛③
♦❧❞❛❧❛✐ ❡❣②❡♥❧➤❡❦✳ ❏❡❧ö❧❥ü❦ ❛ p ♠✐♥❞❡♥ ❡❣②❡s ❝sú❝sát ❛ ❑ö✈❡t❦❡③➤❦é♣♣❡♥



















+if∠V < ∠V

−if∠V > ∠V

= if∠V = ∠V

❊❦❦♦r ✈❛❣② ❛③ öss③❡s ❝sú❝s♦t =✲✈❡❧ ❥❡❧ö❧❥ü❦✱ ✈❛❣② ♠✐✈❡❧ ❛③ öss③❡s ❝sú❝s♦♥
át❢✉t✉♥❦✱ ✜❣②❡❧♠❡♥ ❦í✈ü❧ ❤❛❣②✈❛ ❛③ =✲✈❡❧ ❥❡❧ö❧t❡❦❡t✱ ❛③ ❡❧➤❥❡❧♥❡❦ ❧❡❣❛❧á❜❜
♥é❣②s③❡r ❦❡❧❧ ♠❡❣✈á❧t♦③♥✐❛✳

❮❣② ✈❛♥ ❡❣② Φ ✐♠♣❧✐❝✐t ❡❣②✲❡❣② ❧❡❦é♣❡③és✱ ❛♠❡❧② ❛ p ♠✐♥❞❡♥ ❡❣②❡s ❝sú❝sát ❛ p ❡❣②
❝sú❝sár❛ ❦é♣❡③✐ ❧❡✳ ❇✐③♦♥②ítás ❆③ ❡❧➤❥❡❧✈á❧tás♦❦ s③á♠á♥❛❦ ♣ár♦s♥❛❦ ❦❡❧❧ ❧❡♥♥✐❡✱
♠✐✈❡❧ ❛ ❝sú❝s♦❦ ③árt ❦örér➤❧ ✈❛♥ s③ó✳ ❋❡❧tét❡❧❡③③ü❦✱ ❤♦❣② ♣♦♥t♦s❛♥ ❦ét ❡❧➤❥❡❧✈á❧tás
✈❛♥✳ ❑❡③❞❥ü❦ ❛③③❛❧✱ ❤♦❣② ❛ p s♦❦s③ö❣ ViVj át❧ó❥át ú❣② ✈❡ss③ü❦✱ ❤♦❣② p ❦ét ❦♦♥✈❡①
s♦❦s③ö❣r❡ ✈á❣ó❞✐❦✳ ❆③ ❡❣②✐❦ ✐❧②❡♥ ú❥ ❦✐s❡❜❜ s♦❦s③ö❣ ❝s❛❦ ❛ + ❝sú❝s♦❦❛t t❛rt❛❧♠❛③③❛✱
❛♠❡❧②❡t p+ ❥❡❧ö❧✱ ❛ ♠ás✐❦ ♣❡❞✐❣ ❝s❛❦ ❛ − ❝sú❝s♦❦❛t t❛rt❛❧♠❛③③❛✱ ❛♠❡❧②❡t p¯ ❥❡❧ö❧✳

❑ét ❦✐s❡❜❜ ❦♦♥✈❡① s♦❦s③ö❣r❡ ✈á❣♦tt s♦❦s③ö❣ á❜rá③♦❧ás❛

❆ ❙t❡✐♥✐t③✲❢é❧❡ ✺✳✶✳ ❧❡♠♠❛ ❛❧❦❛❧♠❛③ás❛ ♠✐♥❞ ❛ p+ és p¯ ❡s❡té♥ ❛③t ❡r❡❞♠é♥②❡③✐✱
❤♦❣②✿

▲❡♠♠❛ ✺✳✷ p+ ❡s❡té♥✿ ViVj < WiWj

✷✽
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▲❡♠♠❛ ✺✳✷ p¯ ❡s❡té♥✿ ViVj > WiWj

❊③ ❡❧❧❡♥t♠♦♥❞ás✳

❆③ ✺✳✷✳ ❧❡♠♠❛ á❧t❛❧ ❤❛s③♥á❧t sí❦❜❡❧✐ ❝sú❝s♦❦ ❥❡❧ö❧és✐ r❡♥❞s③❡r❡ ❤❛s♦♥❧ó ❥❡❧ö❧és✐ r❡♥❞✲
s③❡rt ❡r❡❞♠é♥②❡③ ❦ét ♣♦❧✐é❞❡rr❡✳ ❆ ❝sú❝s♦❦ ❥❡❧ö❧és❡ ❤❡❧②❡tt ❡❣② ♣♦❧✐é❞❡r ♠✐♥❞❡♥
❡❣②❡s é❧ét ❛ ♠❡❣❢❡❧❡❧➤ é❧❤❡③ t❛rt♦③ó ❞✐é❞❡r❡s s③ö❣é♥❡❦ és ❛ ♠ás✐❦ ♣♦❧✐é❞❡r ❞✐é❞❡r❡s
s③ö❣é♥❡❦ ✈✐s③♦♥②❛ s③❡r✐♥t ❥❡❧ö❧❥ü❦✳ ❊③ ❡❣② ú❥✱ ❦ötött öss③❡❢ü❣❣➤ ❢❡❧ü❧❡t❡t ❡r❡❞♠é♥②❡③✱
❛♠❡❧②❡t ❤á❧ó♥❛❦ ♥❡✈❡③ü♥❦✿

❉❡✜♥í❝✐ó ✹✳✷✿

❏❡❧ö❧❥ü❦ ❛ P ♣♦❧✐é❞❡r ♠✐♥❞❡♥ é❧ét +,− ✈❛❣② = érté❦❦❡❧ ❛s③❡r✐♥t✱ ❤♦❣② ❛
❞✐é❞❡r❡s s③ö❣ ❦✐s❡❜❜✱ ♥❛❣②♦❜❜ ✈❛❣② ❡❣②❡♥❧➤ ❛ ♠❡❣❢❡❧❡❧➤ ❞✐é❞❡r❡s s③ö❣♥é❧✳
❊❣② ♠ás✐❦ P ♣♦❧✐é❞❡r s③ö❣ét ❈s❛❦ ❛ + és − ❥❡❧ö❧t é❧❡❦❡t és ❛③ ❡③❡❦❤❡③ ❛③
é❧❡❦❤❡③ t❛rt♦③ó ❝sú❝s♦❦❛t ✈❡❣②ü❦ ✜❣②❡❧❡♠❜❡✳ ❊③❡❦ ❡❣②ütt ❡❣② ú❣②♥❡✈❡③❡tt
❤á❧ót ❛❧❦♦t♥❛❦
❆ ♣♦❧✐é❞❡r ♦❧②❛♥ ♦❧❞❛❧❛✐♥❛❦ ♠❛①✐♠á❧✐s ❡❣②❡sü❧ését✱ ❛♠❡❧②❡❦❡t ♥❡♠ ✈á❧❛s③✲
t❛♥❛❦ ❡❧ ❛ ❤á❧ó é❧❡✐✱ s③✐♥té♥ ❤á❧ó✲♦❧❞❛❧♥❛❦ ♥❡✈❡③③ü❦

❱❡❣②ü❦ és③r❡✱ ❤♦❣② ❛ ❤á❧ó✲❢❡❧ü❧❡t ♠ár ♥❡♠ ❡❣② sí❦❜❡❧✐ s♦❦s③ö❣✱ ❤❛♥❡♠ ❡❣② öss③❡❢ü❣❣➤
❢❡❧ü❧❡t✱ ❛♠❡❧②❡t ❤á❧ó✲é❧❡❦ ❤❛tár♦❧♥❛❦✳

✹✳✷ ❈❛✉❝❤② ♠❡r❡✈sé❣✐ tét❡❧❡

❊❜❜❡♥ ❛ s③❛❦❛s③❜❛♥ ❛ ❈❛✉❝❤②✲❢é❧❡ ♠❡r❡✈sé❣✐ tét❡❧t ❢♦❣❥✉❦ ♠❡❣❢♦❣❛❧♠❛③♥✐ és ❜✐③♦♥②í✲
t❛♥✐✳

❚ét❡❧ ✹✳✶✿ ✭❈❛✉❝❤② ♠❡r❡✈sé❣✐ tét❡❧❡✳✮

▲❡❣②❡♥ P, P ❦ét ❦♦♥❣r✉❡♥s ♦❧❞❛❧❛❦❜ó❧ á❧❧ó ❦♦♥✈❡① ♣♦❧✐❤é❞❡r✳ ❚❡❣②ü❦ ❢❡❧✱
❤♦❣② P és P ❤❛s♦♥❧ó❛♥ r❡♥❞❡③❡tt❡❦ ❡❣② Φ ❜✐❥❡❦❝✐ó✈❛❧✳ ❊❦❦♦r P és P
❦♦♥❣r✉❡♥s❡❦✳

❇✐③♦♥②ítás ❊③ ❛ ❜✐③♦♥②ítás ❤ár♦♠ ❧é♣és❜➤❧ á❧❧✳

✶✳ ❧é♣és✿ ➱❧❡❦ és ❝sú❝s♦❦ ❥❡❧ö❧és❡✳

❏❡❧ö❧❥ü❦ ❛ P ♠✐♥❞❡♥ é❧ét +,− ✈❛❣② = ❛s③❡r✐♥t✱ ❤♦❣② ❛ ♥é❣②s③ö❣s③ö❣❡ ❦✐s❡❜❜✱
♥❛❣②♦❜❜ ✈❛❣② ❡❣②❡♥❧➤ ❛ P ♠❡❣❢❡❧❡❧➤ ♥é❣②s③ö❣✲s③ö❣é♥é❧✳ ❆ ❣ö♠❜✐ s♦❦s③ö❣
❦♦♥✈❡①✱ ♠✐✈❡❧ ❡❣② ❦♦♥✈❡① t❡st❜➤❧ s③ár♠❛③✐❦✳ ❈sú❝s♣♦♥t❥❛✐ ❛③ é❧❡❦r➤❧ örö❦ö❧✲
♥❡❦ ❥❡❧ö❧és❡❦❡t✱ ❛♠❡❧②❡❦ ❛ ❦♦♥str✉❦❝✐ó s③❡r✐♥t ♠❡❣❢❡❧❡❧♥❡❦ ❡ s♦❦s③ö❣ s③ö❣é♥❡❦
♥ö✈❡❦❡❞ésé♥❡❦ ✈❛❣② ❝sö❦❦❡♥ésé♥❡❦ ❛ ♠ás♦❞✐❦ s♦❦s③ö❣ ❝sú❝s✜❣✉rá❥á❤♦③ ❦é♣❡st
✭ ❧ás❞ ❬✹❪✮✳

✷✳ ❧é♣és✿ ❙t❡✐♥✐t③ ❛❧❦❛❧♠❛③ás❛✳ ❆ ❣ö♠❜❢❡❧ü❧❡tr❡ ❙t❡✐♥✐t③✲❡t ❛❧❦❛❧♠❛③✈❛ ✭✺✳✷✳ ▲❡♠♠❛✮✱
❧❡✈❡③❡t❤❡t❥ü❦✱ ❤♦❣② ❧é♣ésr➤❧ ❧é♣ésr❡ ✈é❣✐❣♠❡❣②ü♥❦ ❛③ ❛❞♦tt ❝sú❝s♦♥ ♠❡ts③➤ é❧❡❦
❦ö③ött✱ és ✈❛❣② ♠✐♥❞❡❣②✐❦ é❧❡♥ = ❥❡❧❡t t❛❧á❧✉♥❦✱ ✈❛❣② ❧❡❣❛❧á❜❜ ♥é❣② ❡❧➤❥❡❧✈á❧tás
✈❛♥✳

✷✾
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✸✳ ❧é♣és✿ ❆ ❥❡❧✈á❧t♦③ás♦❦ t❡❧❥❡s s③á♠á♥❛❦ ♠❡❣s③á♠❧á❧ás❛✳

✶✳ ❡s❡t✿ ❊❧➤s③ör ✐s t❡❣②ü❦ ❢❡❧✱ ❤♦❣② ❛③ öss③❡s ❞✐é❞❡r❡s s③ö❣ ✈á❧t♦③✐❦✱ ❛③❛③ ♠✐♥❞❡♥
é❧ ✰ ✈❛❣② ✲ érté❦❦❡❧ ✈❛♥ ❥❡❧ö❧✈❡✳ ■s♠ét ❛③ ✺✳✷✳ ❧❡♠♠❛ ❛❧❛♣❥á♥ ér✈é♥②❡s✱ ❤♦❣②

t :=
∑

♠✐♥❞❡♥ ❝s✉❝s

❛③ é❧❡❦ ❡❧➤❥❡❧✈á❧tás❛✐♥❛❦ s③á♠❛ ≥ 4v,

❛❤♦❧ v ❛ ❝sú❝s♦❦ s③á♠❛✳ ❆ t ♠ás✐❦ ❡❣②❡♥❧➤t❧❡♥sé❣ét ú❣② ❦❛♣❥✉❦ ♠❡❣✱ ❤♦❣② ♠❡❣✲
♥é③③ü❦ ❡❣②❡t❧❡♥ ❛r❝ ❡❧➤❥❡❧é♥❡❦ ✈á❧t♦③ását✳ ❊❣② ❤ár♦♠s③ö❣ ❛❧❛❦ú ❢❡❧ü❧❡t❡♥ ❧❡❣❛❧á❜❜
❦ét s③♦♠s③é❞♦s é❧♥❡❦ ❛③♦♥♦s ❡❧➤❥❡❧➯♥❡❦ ❦❡❧❧ ❧❡♥♥✐❡✳ ❊③ért ❡③ ❛③ ❛r❝ ❧❡❣❢❡❧❥❡❜❜ ❦ét
❡❧➤❥❡❧✈á❧t♦③ást ❛❞❤❛t ❛ ❤ár♦♠ ❝sú❝sá❤♦③✳ ❊❜❜➤❧ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦

❤♦❣② ❡❣② n ♦❧❞❛❧ú ❛r❝ ❧❡❣❢❡❧❥❡❜❜ n ❡❧➤❥❡❧✈á❧tás❤♦③ ❥ár✉❧❤❛t ❤♦③③á✱ ❤❛ n ♣ár♦s✱ ✈❛❣②
n− 1✱ ❤❛ n ♣ár❛t❧❛♥✳ ❊③ ❛ ♠ás♦❞✐❦ ❡❣②❡♥❧➤t❧❡♥sé❣❤❡③ ✈❡③❡t

2f3 +
∑

n≥4

nfn ≥ t,

❛❤♦❧ fn ❛③ n ♦❧❞❛❧ú ♦❧❞❛❧❛❦ s③á♠át ❥❡❧ö❧✐✳ ❆ ❦ét ❡❣②❡♥❧➤t❧❡♥sé❣❡t öss③❡✈❡t✈❡ ♠❡❣❦❛♣❥✉❦✱
❤♦❣②

2f3 +
∑

n≥4

fn ≥ 4v
(3.1)
= 4(e− f + 2)

(3.3)
= 2nf − 4f + 8 = (2n− 4)

∑

fn + 8

❆ ♠ás♦❞✐❦ ❡❣②❡♥❧➤sé❣❤❡③ ❛③ ❊✉❧❡r✲❦é♣❧❡t❡t (3.1) ❤❛s③♥á❧❥✉❦✳ ❆ ❤❛r♠❛❞✐❦ ❡❣②❡♥✲
❧➤sé❣❤❡③ ❛ 3.1. ❧❡♠♠❛ ❜✐③♦♥②ításá❜ó❧ s③ár♠❛③ó (3.3) ❡❣②❡♥❧❡tr❡ ✈❛♥ s③ü❦sé❣ü♥❦✳ ❆③
✐s ér✈é♥②❡s✱ ❤♦❣② f =

∑

fn ❊❜❜➤❧ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱ ❤♦❣②

0 ≥
∑

n≥4

(n− 4)fn + 8

❛♠✐ ❧❡❤❡t❡t❧❡♥✱ ♠✐✈❡❧ ❛③ öss③❡❣ ♠✐♥❞❡♥ t❛❣❥❛ ♥❡♠ ♥❡❣❛tí✈✳

✷✳ ❡s❡t✿ ▼ás♦❞s③♦r✱ t❡❣②ü❦ ❢❡❧✱ ❤♦❣② ❧ét❡③✐❦ ♥é❤á♥② = és ♥é❤á♥② + és − ❥❡❧③és✲
s❡❧✳ ❍❛ ♥❡♠ ❧❡♥♥é♥❡❦ ♦❧②❛♥ é❧❡❦✱ ❛♠❡❧②❡❦❡t + ✈❛❣② −✱ ❛ ❦ét ♣♦❧✐é❞❡r ❦♦♥❣r✉❡♥s✱
és ❛ ❜✐③♦♥②ítás t❡❧❥❡s✳ ❯❣②❛♥❛③t ❛③ öt❧❡t❡t ❢♦❣❥✉❦ ❛❧❦❛❧♠❛③♥✐✱ ♠✐♥t ❛③ ✶✳ ❡s❡t ❜✐✲
③♦♥②ításá♥á❧✱ ❞❡ ❝s❛❦ ❛ + és − ❥❡❧ö❧és➯ é❧❡❦❦❡❧ és ❛ ♠❡❣❢❡❧❡❧➤ ❝sú❝s♦❦❦❛❧✱ t❡❤át
❛ ♣♦❧✐é❞❡r ❤á❧ó❥á✈❛❧ ✭✺✳✷✳ ❞❡✜♥í❝✐ó✮✳ ❆③ ér✈❡❧és ✉❣②❛♥ú❣② ♠➯❦ö❞✐❦✱ ♠✐♥t ❛③ ✶✳
❡s❡t❜❡♥✱ ❛③③❛❧ ❛ ❦ü❧ö♥❜sé❣❣❡❧✱ ❤♦❣② ❛③ ❊✉❧❡r✲❢♦r♠✉❧át ♥❡♠ t✉❞❥✉❦ ❦ö③✈❡t❧❡♥ü❧ ❛❧❦❛✲
❧♠❛③♥✐✱ ♠✐✈❡❧ ❛ ❤á❧ó ♥❡♠ ❢❡❧tét❧❡♥ü❧ ♣♦❧✐é❞❡r✳ ❊❤❡❧②❡tt ❛③ ❊✉❧❡r✲❦é♣❧❡t ❜✐③♦♥②ítását
✭✸✳✶✳ tét❡❧✮ ❛❧❦❛❧♠❛③③✉❦ ❛ ❤á❧ór❛✳ ▼ár ♥❡♠ ❢❡❧tét❡❧❡③❤❡t❥ü❦✱ ❤♦❣② ❛ sí❦❜❡❧✐ ❛❧❛❦③❛t✱
❛ ❤á❧ó sí❦❜❛ ✈❡tít❡tt ✈❡tü❧❡t❡ öss③❡❢ü❣❣➤✳ ❆③ öss③❡❢ü❣❣➤ sí❦✐❞♦♠ ❢❡❧tét❡❧❡③ését ❝s❛❦
❛ ❜✐③♦♥②ítás ✉t♦❧só ❧é♣ésé❜❡♥ ❤❛s③♥á❧❥✉❦✳ ❊③ért ❡❣② ❤á❧ó ❡s❡té❜❡♥ ❛ ❦ét ♠➯✈❡❧❡t
❛❧❦❛❧♠❛③ás❛ ✉tá♥ ❡❣②♥é❧ tö❜❜ ❝sú❝s ♠❛r❛❞❤❛t ♠❡❣✳ (i) és (ii) ❛ ❤á❧ór❛✱ ♠✐♥t ❛③
❊✉❧❡r✲❦é♣❧❡t ❜✐③♦♥②ításá♥á❧✳ ❊③ ❛③t ❥❡❧❡♥t✐✱ ❤♦❣② ♠❡❣❦❛♣❥✉❦ ❛③ ❡❣②❡♥❧➤t❧❡♥sé❣❡t

✸✵
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f − e+ v ≥ 2

❆③ ✶✳ ❡s❡t ér✈❡❧és❡ ❡③③❡❧ ❛③ ❡❣②❡♥❧➤t❧❡♥sé❣❣❡❧ ✐s ♠➯❦ö❞✐❦✱ és í❣② ❡❧❧❡♥t♠♦♥❞ást
❦❛♣✉♥❦✳

❆③ ❡❣②❡t❧❡♥ ❧❡❤❡tsé❣❡s ❡s❡t ❛③✱ ❤♦❣② ❛ ❦ét ♣♦❧✐❤é❞❡r öss③❡s ❞✐é❞❡r❡s s③ö❣❡ ❡❣②❡♥❧➤✳
❊③ ❛③t ❥❡❧❡♥t✐✱ ❤♦❣② ❛ ❦ét ♣♦❧✐✲ ❤❡❞rát ❧é♣ésr➤❧ ❧é♣ésr❡ ❦♦♥❣r✉❡♥s ❛❧❛❦③❛t♦❦❦á ❧❡❤❡t
é♣ít❡♥✐✱ ❛♠✐✈❡❧ ❛ ❜✐③♦♥②ítás ❜❡❢❡❥❡③➤❞✐❦✳

✹✳✸ ❆ ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st❡❦ t❡❧❥❡s ♦s③tá❧②♦③ás❛

❚ét❡❧ ✹✳✷✿ ✭❊✉❦❧✐❞és③ ♦s③tá❧②♦③ás❛✳✮

❆ ❦♦♥❣r✉❡♥❝✐á✐❣ ✭és ❡❣② s❦á❧❛❢❛❦t♦r✐❣✮ ♣♦♥t♦s❛♥ öt ♣❧❛tó♥✐ t❡st ❧ét❡③✐❦✱ ❛♠❡✲
❧②❡❦❡t ❛③ öt ❧❡❤❡tsé❣❡s (n, c) ∈ A ♣ár ❡❣②❡❞✐❧❡❣ ❤❛tár♦③ ♠❡❣

❇✐③♦♥②ítás ❆ ✸✳✶✳ ❧❡♠♠❛ ❛❧❛♣❥á♥ ❡❣② ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st♥❡❦ ❝s❛❦ öt ❧❡❤❡tsé❣❡s
(n, c) ♣ár❥❛ ✈❛♥✳ ❆ ✸✳✶✳ ❧❡♠♠❛ á❧t❛❧ ♠❡❣❤❛tár♦③♦tt öt ❙❝❤❧❛✢✐✲s③✐♠❜ó❧✉♠ ❡❣②✐❦é✈❡❧
r❡♥❞❡❧❦❡③➤ ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st ❡①♣❧✐❝✐t ❦♦♥str✉❦❝✐ó❥át ❛ ✻✳ ❢❡❥❡③❡t❜❡♥ ❛❞❥✉❦ ♠❡❣✳
❚❡❣②ü❦ ❢❡❧✱ ❤♦❣② ❧ét❡③✐❦ ❦ét ♦❧②❛♥ ♣❧❛tó♥✐ t❡st✱ ❛♠❡❧② ❡s❡t❧❡❣ ♥❡♠ ❦♦♥❣r✉❡♥s ❛③
✭♥✱ ❝✮ ♣árr❛❧✳ ❆❦❦♦r ❛ ✸✳✸✳ ▲❡♠♠❛ ❛③t ❥❡❧❡♥t✐✱ ❤♦❣② ❡③ ❛ ❦ét ♣♦❧✐é❞❡r ❤❛s♦♥❧ó❛♥
❡❧r❡♥❞❡③❡tt✳ ❱é❣ü❧ ❛ ❈❛✉❝❤②✲❢é❧❡ ✸✳✷✳ ♠❡r❡✈sé❣✐ tét❡❧❧❡❧ ❛rr❛ ❦ö✈❡t❦❡③t❡tü♥❦✱ ❤♦❣②
❛ ❦ét ♣♦❧✐é❞❡r♥❡❦ ❦♦♥❣r✉❡♥s♥❡❦ ❦❡❧❧ ❧❡♥♥✐❡✳
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✺✳ ❋❡❥❡③❡t

❆③ öt ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st

❆③ ❡❧➤③➤ ❢❡❥❡③❡t❡❦❜❡♥ ♠❡❣❛❞t✉❦ ❛ ♣❧❛tó♥✐ t❡st ♣♦♥t♦s ❞❡✜♥í❝✐ó❥át✱ és ❜❡❜✐③♦♥②í✲
t♦tt✉❦✱ ❤♦❣② ❦♦♥❣r✉❡♥❝✐á✐❣ ♣♦♥t♦s❛♥ öt ♣❧❛tó♥✐ t❡st ❧ét❡③✐❦✳ ❊❜❜❡♥ ❛ ❢❡❥❡③❡t❜❡♥
❡♥♥❡❦ ❛③ öt ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st♥❡❦ ❛ ❥❡❧❧❡❣③❡t❡s t✉❧❛❥❞♦♥sá❣❛✐✈❛❧ ❡❣②ütt ❡①♣❧✐❝✐t ✐❧✲
❧✉s③trá❝✐ó❦❛t ❛❞✉♥❦✳ ❚♦✈á❜❜á ♠❡❣á❧❧❛♣ít❥✉❦ ❛ ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st❡❦ ♥é❤á♥② ❛❧❛♣✈❡t➤
t✉❧❛❥❞♦♥sá❣át✳

✺✳✶ ❆③ öss③❡s ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st t❡❧❥❡s ❧✐stá❥❛

❊③ ❛ s③❛❦❛s③ ❛ ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st❡❦ és ❥❡❧❧❡♠③➤ ♣❛r❛♠ét❡r❡✐❦✱ ♠✐♥t ♣é❧❞á✉❧ ❛ ❙❝❤❧❛✢✐
s③✐♠❜ó❧✉♠ ✭♥✱ ❝✮ és ❛③ ❊✉✲ ❧❡r✲❤ár♠❛s ✭❢✱ ❡✱ ✈✮ t❡❧❥❡s tá❜❧á③❛tá♥❛❦ ♠❡❣❛❞ásár❛
öss③♣♦♥t♦sít✳ ❊♠❧é❦❡③③ü♥❦ ❛rr❛✱ ❤♦❣② ❢✱ ❡ és ✈ ❛③ ♦❧❞❛❧❛❦✱ é❧❡❦ és ❝sú❝s♦❦ s③á♠át ❥❡❧ö✲
❧✐❦✳❚♦✈á❜❜á ❛ ❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠ ✭♥✱ ❝✮ ❛③t ❛❞❥❛ ♠❡❣✱ ❤♦❣② ❛ ♠❡❣❢❡❧❡❧➤ ♣♦❧✐é❞❡r♥❡❦
♥ s③❛❜á❧②♦s ♣♦❧✐❣♦♥❥❛ ✈❛♥✱ ❛♠❡❧②❡❦ ❦ö③ü❧ ❝ t❛❧á❧❦♦③✐❦ ♠✐♥❞❡♥ ❡❣②❡s ❝sú❝s❜❛♥✳

❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠ ❊✉❧❡r✲❤ár♠❛s ❉✐é❞❡r s③ö❣

(n, c) (f, e, v) θ

(3, 3) (4, 6, 4) 70.52◦

❚❡tr❛é❞❡r

(3, 4) (8, 12, 6) 109.48◦

❖❦t❛é❞❡r

(3, 5) (20, 30, 12) 138.18◦

■❦♦③❛é❞❡r
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❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠ ❊✉❧❡r✲❤ár♠❛s ❉✐é❞❡r s③ö❣

(n, c) (f, e, v) θ

(4, 3) (6, 12, 8) 90.◦

❑♦❝❦❛

(5, 3) (12, 30, 20) 116.56◦

❉♦❞❡❦❛é❞❡r

✺✳✷ ❆ ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st❡❦ ❢♦❣❛❧♠á♥❛❦ ❡r❡❞❡t❡

❊✉❦❧✐❞és③ ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st❡❦❦❡❧ ❦❛♣❝s♦❧❛t♦s ♠✉♥❦ássá❣á♥❛❦ ♥é♠✐ törté♥❡❧♠✐ ❤át✲
t❡rét ✐s♠❡rt❡t❥ü❦✳ ❊❧tér➤❡♥ ❡ ❞♦❧❣♦③❛t ♠❡❣❦ö③❡❧ítését➤❧✱ ❛❤♦❧ ♥❡♠ tá♠❛s③❦♦❞t✉♥❦ ❛
♣❧❛tó♥✐ t❡st❡❦ ❦♦♥❦rét ❤ár♦♠❞✐♠❡♥③✐ós ♠♦❞❡❧❧❥❡✐r❡✱ ❊✉❦❧❡✐❞és③♥❡❦ ♠ás ♠❡❣❦ö③❡❧ítés❡
✈♦❧t✳

❆③③❛❧ ❦❡③❞✐✱ ❤♦❣② ❣ö♠❜❜❡ írt ❡①♣❧✐❝✐t ❤ár♦♠❞✐♠❡♥③✐ós ♠♦❞❡❧❧❡❦❡t ❛❞ ❛ t❡tr❛é❞❡rr❡✱
❛ ❦♦❝❦ár❛✱ ❛③ ♦❦t❛é❞❡rr❡✱ ❛③ ✐❦♦③❛é❞❡rr❡ és ❛ ❞♦❞❡❦❛é❞❡rr❡✱ ❛③á❧t❛❧✱ ❤♦❣② ❛③ ❛r❝♦❦
s③á♠❛ és tí♣✉s❛ ❛❧❛♣❥á♥ ❥❡❧❧❡♠③✐ ➤❦❡t✳ ❆ s♦❦s③ö❣ ❡❣② ♦❧②❛♥ s③✐❧ár❞ ❛❧❛❦③❛t✱ ❛♠❡❧②❡t
❡❣② ♣♦♥t és ❡❣② s♦❦s③ö❣ ♠✐♥❞❡♥ ❡❣②❡s ❝sú❝sá♥❛❦ ❛ ♣♦♥t♦t ♥❡♠ t❛rt❛❧♠❛③ó sí❦❜❛♥
törté♥➤ öss③❡❦❛♣❝s♦❧ásá✈❛❧ ❛❧❛❦ít✉♥❦ ❦✐✳ ❊✉❦❧✐❞és③ ♥❡♠ ❤❛s③♥á❧❥❛ ❛

sin

(

θ

2

)

=
cos

(π

c

)

sin
(π

n

)

❛❤♦❧ n, c ❛ ❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠ ✐s♠❡rt s③á♠❛✐✳

t❡tr❛é❞❡rt✱ ❛❤♦❣② ♠✐ ✐s t❡ttü❦✱ ♥é❣② ❡❣②❡♥❧➤ ♦❧❞❛❧ú ❤ár♦♠s③ö❣❜➤❧ á❧❧ó ❤ár♦♠s③ö❣❧❡t➯
♣✐r❛♠✐s❦é♥t ❞❡✜♥✐á❧✈❛ ❛③t✳ ❊✉❦❧✐❞és③ ❛ ❦♦❝❦át ❤❛t ❡❣②❡♥❧➤ ♥é❣②③❡t á❧t❛❧ ❤❛tár♦❧t
s③✐❧ár❞ ❛❧❛❦③❛t❦é♥t✱ ❛③ ♦❦t❛é❞❡rt és ❛③ ✐❦♦③❛é❞❡rt 8 ✭✐❧❧❡t✈❡ 20✮ ❡❣②❡♥❧➤ ♦❧❞❛❧ú ❤ár♦♠✲
s③ö❣ á❧t❛❧ ❤❛tár♦❧t s③✐❧ár❞ ❛❧❛❦③❛t❦é♥t✱ ❛ ❞♦❞❡❦❛é❞❡rt ♣❡❞✐❣ 12 s③❛❜á❧②♦s öts③ö❣ á❧t❛❧
❤❛tár♦❧t ❛❧❛❦③❛t❦é♥t ❤❛tár♦③③❛ ♠❡❣✳ ❊✉❦❧❡✐❞és③ ❡③✉tá♥ ❛③ ❊❧❡♠❡❦ ❝í♠➯ ♠➯✈é❜❡♥✱
❛♠❡❧②❡t ❋✐t③♣❛tr✐❝❦ ❢♦r❞ít♦tt ❬✸❪✱ ♠❡❣á❧❧❛♣ít❥❛✿ ❚❡❤át ❛③t ♠♦♥❞♦♠✱ ❤♦❣② ❛ ❢❡♥t ❡♠✲
❧ít❡tt öt ❛❧❛❦③❛t♦♥ ❦í✈ü❧ ♥❡♠ ❧❡❤❡t ♠ás ♦❧②❛♥ ✭s③✐❧ár❞✮ ❛❧❛❦③❛t♦t ❦♦♥str✉á❧♥✐✱ ❛♠❡❧②❡t
❡❣②❡♥❧➤ ♦❧❞❛❧ú és ❡❣②❡♥❧➤ s③ö❣➯ ✭sí❦♦❦✮ t❛rt❛❧♠❛③♥❛❦✱ ❛♠❡❧②❡❦ ❡❣②❡♥❧➤❡❦ ❡❣②♠áss❛❧✳

❊✉❦❧✐❞és③ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤❦é♣♣❡♥ ér✈❡❧✿ ❍❛ ❡❣②❡♥❧➤ ♦❧❞❛❧ú ❤ár♦♠s③ö❣❡❦❡t ❤❛s③♥á❧✉♥❦✱
❛❦❦♦r ❤ár♦♠✱ ♥é❣② ✈❛❣② öt ❞❛r❛❜♦t öss③❡ t✉❞✉♥❦ r❛❦♥✐ ❡❣② ❝sú❝s♦♥✱ ❞❡ ❤❛t ❤ár♦♠✲
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s③ö❣ ❧❛♣♦s❛♥ ❢❡❦ü❞♥❡✳ ❍❛ ♥é❣②③❡t❡❦❡t ❤❛s③♥á❧✉♥❦✱ ❛❦❦♦r ❡❣② ❝sú❝s♦♥ ❤ár♠❛t öss③❡
t✉❞✉♥❦ r❛❦♥✐✱ ❞❡ tö❜❜❡t ♥❡♠✳ ❍❛ s③❛❜á❧②♦s öts③ö❣❡❦❡t ❤❛s③♥á❧✉♥❦✱ ❛❦❦♦r ♠❡❣✐♥t
❤ár♠❛t t✉❞✉♥❦ ❡❣② ❝sú❝sr❛ t❡♥♥✐✳ ❍❛ ❤❛ts③ö❣❡❦❡t ♣ró❜á❧✉♥❦ ❤❛s③♥á❧♥✐✱ ❛❦❦♦r ❤ár♦♠
❧❛♣♦s❛♥ ❢❡❦ü❞♥❡✱ t❡❤át ❡r➤s❡❜❜ ♦❦❜ó❧ ♥❡♠ ❤❛s③♥á❧❤❛t✉♥❦ tö❜❜ ♦❧❞❛❧ú s③❛❜á❧②♦s s♦❦✲
s③ö❣❡❦❡t✳ ❊③ ❛③ öt ❡s❡t ✲ ♠♦♥❞❥❛ ✲ ♠❡❣❢❡❧❡❧ ❛ t❡tr❛é❞❡r♥❡❦✱ ❛③ ♦❦t❛é❞❡r♥❡❦✱ ❛③
✐❦♦③❛é❞❡r♥❡❦✱ ❛ ❦♦❝❦á♥❛❦ és ❛ ❞♦❞❡❦❛é❞❡r♥❡❦✱ t❡❤át ♥✐♥❝s ♠ás✳

❙❛❥♥♦s ❊✉❦❧✐❞és③ ❦ö✈❡t❦❡③t❡tés❡ ♥é❤á♥② ❤✐á♥②③ó ❤✐♣♦té③✐s ♠✐❛tt ♥❡♠ ❤❡❧②❡s✱ és ❛ ❦♦✲
rr✐❣á❧t ❡r❡❞♠é♥② ❜✐③♦♥②ítás❛ s❡♠ t❡❧❥❡s✳ ❆ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❦ét ❛❧❢❡❥❡③❡t❜❡♥ rés③❧❡t❡s❡❜❜❡♥
♠❡❣✈✐③s❣á❧❥✉❦ ❛ ❤✐á♥②③ó ❤✐♣♦té③✐s❡❦ ❥❡❧❡♥t➤sé❣ét✳

✺✳✷✳✶ ❆ ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st❡❦ ❦♦♥✈❡①✐tás❛

❆③ öt ♣❧❛tó♥✐ t❡st ❡❣②❡❞✐sé❣é♥❡❦ ❡❣②✐❦ ❢♦♥t♦s ❢❡❧tét❡❧❡ ✭❛ ❦♦♥❣r✉❡♥❝✐á✐❣✮✱ ❤♦❣② ❦♦♥✲
✈❡①♥❡❦ ❦❡❧❧ ❧❡♥♥✐ü❦✳ ❊ t♦✈á❜❜✐ ❦ö✈❡t❡❧♠é♥② ♥é❧❦ü❧ ♦❧②❛♥ ❛❧❛❦③❛t ❧ét❡③✐❦✱ ♠✐♥t ❛
❧②✉❦❛s③t♦tt ✐❦♦③❛é❞❡r✳ ❚❡❦✐♥tsü❦ ❛③ ✐❦♦③❛é❞❡r ❡❣②✐❦ ❝sú❝sát✱ A✲t✱ és ❧❡❣②❡♥ BCDEF
❛③ öt s③♦♠s③é❞♦s ❝sú❝s á❧t❛❧ ❛❧❦♦t♦tt öts③ö❣✳ ❱❡❣②ü❦ ❧❡ ❛③ ABCDEF á❧t❛❧ ❛❧❦♦✲
t♦tt öts③ö❣➯ ♣✐r❛♠✐st✱ és ❤❡❧②❡tt❡sítsü❦ ❛③ A‘BCDEF öts③ö❣➯ ♣✐r❛♠✐ss❛❧✱ ❛❤♦❧ A‘
❛③ ❆ ♣♦♥t tü❦ör❦é♣❡ ❛ BCDEF sí❦❥á❜❛♥✳ ❆③ A‘ ♣♦♥t ❡❦❦♦r ❛③ ❡r❡❞❡t✐ ✐❦♦③❛é❞❡r
❜❡❧s❡❥é❜❡♥ ✈❛♥✱ í❣② ❛③ ú❥ ❛❧❛❦③❛t ♠ás❤♦❧ ✐s ♦❧②❛♥✱ ♠✐♥t ❡❣② ✐❦♦③❛é❞❡r✱ ❞❡ ❆❵ ♥á❧
❦♦♥❦á✈✳ ❊③ ❡❣② 20 ❡❣②❡♥❧➤ ❡❣②❡♥❧➤ ♦❧❞❛❧ú ❤ár♦♠s③ö❣ á❧t❛❧ ❤❛tár♦❧t ❛❧❛❦③❛t✱ ❞❡ ♥❡♠
❦♦♥❣r✉❡♥s ❛③ ✐❦♦③❛é❞❡rr❡❧ ✈❛❣② ❛ ❢❡♥t ❢❡❧s♦r♦❧t ♣❧❛tó♥✐ t❡st❡❦ ❜ár♠❡❧②✐❦é✈❡❧✳

❆ ❧②✉❦❛s③t♦tt ✐❦♦③❛é❞❡r ✐❧❧✉s③trá❝✐ó❥❛

✺✳✷✳✷ ❆③ ❡❣② ❝sú❝s♦t t❛rt❛❧♠❛③ó ❢❡❧ü❧❡t❡❦ s③á♠❛

❆ ♣❧❛tó♥✐ t❡st❡❦r❡ ✈♦♥❛t❦♦③ó ♠ás✐❦ ❦ö✈❡t❡❧♠é♥②✱ ❤♦❣② ❛ ❙❝❤❧❛✢✐✲❥❡❧❜❡♥ s③❡r❡♣❧➤ ❝
s③á♠♥❛❦ ❛ ♣❧❛tó♥✐ t❡st ♠✐♥❞❡♥ ❝sú❝sá♥ ❛③♦♥♦s♥❛❦ ❦❡❧❧ ❧❡♥♥✐❡✳ ❊❧❧❡♥❦❡③➤ ❡s❡t❜❡♥
❡❣② ❤ár♦♠s③ö❣❧❡t➯ ❞✐♣✐r❛♠✐s ❡❣② ♠ás✐❦ ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st♥❡❦ t❡❦✐♥t❤❡t➤✳ ❍❛ ❦ét
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❡❣②❡♥❧➤ t❡tr❛é❞❡rr❡ ❣♦♥❞♦❧✉♥❦✱ ❛♠❡❧②❡❦❡t ❛③ ❡❣②✐❦ ♦❧❞❛❧ ♠❡♥té♥ öss③❡r❛❣❛s③t✉♥❦✱
❛❦❦♦r ❡❣② ❦♦♥✈❡① ♣♦❧✐é❞❡rt ❦❛♣✉♥❦✱ ❛♠❡❧②♥❡❦ ♦❧❞❛❧❛✐ 6 ❡❣②❡♥❧➤ ♦❧❞❛❧ú ❤ár♦♠s③ö❣❡❦✱
❛♠✐ ♥❡♠ s③❡r❡♣❡❧ ❛ ❢❡♥t✐ öt ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st ❢❡❧s♦r♦❧ásá❜❛♥✳ ❆③ ❡❧❧❡♥t♠♦♥❞ás
❛❜❜ó❧ ❛❞ó❞✐❦✱ ❤♦❣② ❛ ❢❡❧s➤ és ❛③ ❛❧só ❝sú❝s❜❛♥ ❤ár♦♠✱ ❛ r❛❣❛s③t♦tt ♦❧❞❛❧ ♠❡♥té♥
✈✐s③♦♥t ♥é❣②✱ ❛ ❝sú❝s♦❦ ♠✐♥❞❡❣②✐❦é♥é❧ t❛❧á❧❦♦③ó ♦❧❞❛❧✉♥❦ ✈❛♥✳

❊❣② ❤ár♦♠s③ö❣ ❛❧❛❦ú ❞✐♣✐r❛♠✐s á❜rá③♦❧ás❛

✺✳✸ ❆ ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st❡❦ ❛❧❛♣✈❡t➤ t✉❧❛❥❞♦♥sá❣❛✐

❊❜❜❡♥ ❛ s③❛❦❛s③❜❛♥ ❛ ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st❡❦ ❣❡♦♠❡tr✐❛✐ t❡r♠és③❡tér❡ ✈♦♥❛t❦♦③ó
❤ár♦♠ t✉❧❛❥❞♦♥sá❣♦t á❧❧❛♣ít✉♥❦ ♠❡❣✳

❚ét❡❧ ✺✳✶✿

✶✳ ▼✐♥❞❡♥ ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st❜❡♥ ♠✐♥❞❡♥ ❞é❞❡r❡s s③ö❣ ❡❣②❡♥❧➤

✷✳ ❆ ♣❧❛tó♥✐ t❡st ♠✐♥❞❡♥ ❝sú❝s❛ ❡❣② ❣ö♠❜ö♥ ❢❡❦s③✐❦

✸✳ ❆ ♣❧❛tó♥✐ t❡st❡❦ ❜ár♠❡❧② ❦ét ❝sú❝s♣♦♥t❥❛ ❡s❡té♥ ❛③ ❛❧❛❦③❛t♦❦♥❛❦ ✈❛♥
❡❣② ♠❡r❡✈ ♠♦③❣ás❛✱ ❛♠❡❧② ❛③ ❡❣②✐❦ ❝sú❝s♦t ❛ ♠ás✐❦❤♦③ ✈✐s③✐✳

❇✐③♦♥②ítás ❊③❡❦❡t ❛ t✉❧❛❥❞♦♥sá❣♦❦❛t ♠✐♥❞❡♥ ❡❣②❡s ♣❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡str❡ ❦ü❧ö♥✲
❦ü❧ö♥ ❜✐③♦♥②ít❥✉❦✱ és ❡❣②✐❞❡❥➯❧❡❣ ❜❡♠✉t❛t❥✉❦ ❛ ♠❡❣❢❡❧❡❧➤ ❦♦♥str✉❦❝✐ót✳

❚❡tr❛❤é❞❡r

❼ ➱♣ítés✿ ❑❡③❞❥ü❦ ❡❣② ❡❣②❡♥❧➤ ♦❧❞❛❧ú ❤ár♦♠s③ö❣❣❡❧✱ ❛♠❡❧②♥❡❦ ♦❧❞❛❧❤♦ss③❛ ❡❣②✳ ❆
❤ár♦♠s③ö❣ ❦ö③é♣♣♦♥t❥á❜ó❧ ❦✐✐♥❞✉❧ó és ❢❡❧❢❡❧é ❤❛❧❛❞ó✱ ❛ ❤ár♦♠s③ö❣ sí❦❥ár❛ ♠❡r➤❧❡❣❡s
❡❣②❡♥❡st ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤✈❡❧ ❥❡❧ö❧❥ü❦ ❤✳ ❊❦❦♦r ❧ét❡③✐❦ ❡❣② ♦❧②❛♥ H ♣♦♥t ❛ h✲♥✱ ❤♦❣② H
tá✈♦❧sá❣❛ ❡❣② ❛ ❤ár♦♠s③ö❣ ✈❛❧❛♠❡❧②✐❦ ❝sú❝sát♦❧✳ ❆ ❦♦♥str✉❦❝✐ó s③✐♠♠❡tr✐á❥❛ ♠✐❛tt
H tá✈♦❧sá❣❛ ❛ ♠ás✐❦ ❦ét ❝sú❝s❤♦③ ❦é♣❡st ✐s ❡❣② ❧❡s③✳ H✲t öss③❡❦öt❥ü❦ ❛ ❤ár♦♠s③ö❣
❝sú❝s❛✐✈❛❧✱ és ♠❡❣❦❛♣❥✉❦ ❛③ ❡❣② ♦❧❞❛❧❤♦ss③úsá❣ú t❡tr❛é❞❡rt✳

❼ ❊❣②❡♥❧➤ ❦éts③ö❣❡❦✿ ❆③ á❜r❛ s③✐♠♠❡tr✐á❥❛ ♠✐❛tt ♠✐♥❞❡♥ ❞✐é❞❡r s③ö❣❡❦ ❡❣②❡♥✲
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❆ t❡tr❛é❞❡r ❢❡❧é♣ítésé♥❡❦ ✐❧❧✉s③trá❝✐ó❥❛

❧➤♥❡❦ ❦❡❧❧ ❧❡♥♥✐❡✳

❼ ❊❣② ❣ö♠❜❜❡ ír✈❛ ❧❡♥♥✐✿ ❆③ á❜r❛ s③✐♠♠❡tr✐á❥á❜ó❧ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱ ❤♦❣② ❛ t❡tr❛é❞❡r
❝sú❝s❛✐ ♠✐♥❞ ❡❣②❡♥❧➤ tá✈♦❧sá❣r❛ ✈❛♥♥❛❦ ❛③ O ❦ö③é♣♣♦♥ttó❧✱ és í❣② ❛③ O ❦ö③é♣♣♦♥tú
❣ö♠❜ö♥ ❢❡❦s③❡♥❡❦✳

❼ ❆ ♠❡r❡✈ ♠♦③❣ás ❧ét❡③és❡✿ ❆③ ❡❣②✐❦ ❝sú❝s♦♥ és ❛③ ❡❧❧❡♥❦❡③➤ ♦❧❞❛❧ ❦ö③é♣♣♦♥t❥á♥
át❤❛❧❛❞ó t❡♥❣❡❧② ❦örü❧✐ ❢♦r❣❛tás ❜ár♠❡❧②✐❦ ❝sú❝s♦t ❡❣② ♠ás✐❦r❛ ❢♦❣❥❛ ❧❡❦é♣❡③♥✐✳

❖❦t❛é❞❡r

❼ ➱♣ítés✿ ❆③ ♦❦t❛é❞❡r ❝sú❝s❛✐ ❡③❡♥ ❡❣②❡♥❡s❡❦ és ❛ ❣ö♠❜ ❤❛t ♠❡ts③és♣♦♥t❥❛✱ ❛♠❡❧②❡❦
❛ ❣ö♠❜ ❦ö③é♣♣♦♥t❥á♥ ❤❛❧❛❞♥❛❦ ❦❡r❡s③tü❧✳ ❍❛ ❡③❡❦❡t ❛ ♣♦♥t♦❦❛t öss③❡❦öt❥ü❦✱ ❛❦❦♦r
❛③ ♦❦t❛é❞❡r ❛❧❛❦❥át ❦❛♣❥✉❦✳

❆③ ♦❦t❛é❞❡r ❢❡❧é♣ítésé♥❡❦ ✐❧❧✉s③trá❝✐ó❥❛

❼❊❣② ❣ö♠❜❜❡ ír✈❛ ❧❡♥♥✐✿ ❆③ ❛ té♥②✱ ❤♦❣② ❛③ ♦❦t❛é❞❡r ❣ö♠❜❜❡ ✈❛♥ ír✈❛✱ ❦ö③✈❡t❧❡♥ü❧
❛ s③❡r❦❡③❡té❜➤❧ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✳
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❼ ❆ ♠❡r❡✈ ♠♦③❣ás ❧ét❡③és❡✿ ❆ ❣ö♠❜ ❤ár♦♠ t❡♥❣❡❧②❡ ❦örü❧✐ ✐s♠ét❡❧t ❢♦r❣❛táss❛❧
❜ár♠❡❧② ❦ét s③♦♠s③é❞♦s ❝sú❝s ❜ár♠❡❧②✐❦ ♠ás✐❦ ❦❡tt➤r❡ ❧❡❦é♣❡③❤❡t➤✳

❼ ❊❣②❡♥❧➤ ❞✐é❞❡r s③ö❣❡❦✿ ❑ét s③♦♠s③é❞♦s ❝sú❝s♦t ❡❣② é❧ ❦öt öss③❡✱ ❛♠❡❧② ❦ét ♦❧❞❛❧
♠❡ts③és♣♦♥t❥❛✳ ❊③ ❛ ❦ét ❢❡❧ü❧❡t ❛ ✷✳✻✳ ❞❡✜♥í❝✐ó s③❡r✐♥t ❞✐é❞❡r❡s s③ö❣❡t ③ár ❜❡✳ ❑ét
s③♦♠s③é❞♦s ❝sú❝s♦t ❜ár♠❡❧②✐❦ ♠ás✐❦ s③♦♠s③é❞♦s ♣árr❛ ❧❡❦é♣❡③❤❡tü♥❦✳ ❊③ ❛③t ❥❡❧❡♥t✐✱
❤♦❣② ❛ ❞✐é❞❡r❡s s③ö❣❡t ❛ ♠❡r❡✈ ♠♦③❣ás♥❛❦ ♠❡❣ ❦❡❧❧ ➤r✐③♥✐❡✳ ❊❜❜➤❧ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱ ❤♦❣②
♠✐♥❞❡♥ ❞✐é❞❡r❡s s③ö❣♥❡❦ ❡❣②❡♥❧➤♥❡❦ ❦❡❧❧ ❧❡♥♥✐❡✳

■❦♦③❛é❞❡r

❼ ➱♣ítés✿ BCDEF ✲♥❡❦ ♥❡✈❡③❡tt✱ sí❦❜❛♥ ❡❧❤❡❧②❡③❦❡❞➤✱ ❡❣②sé❣♥②✐ ❤♦ss③úsá❣ú s③✲
❛❜á❧②♦s öts③ö❣❣❡❧ ❦❡③❞ü♥❦✳ ❆ ✷✳✶✳ tét❡❧ s③❡r✐♥t ❛③ öts③ö❣ ❡❣② ❦örö♥ ❢❡❦s③✐❦✳ ❆
t❡tr❛é❞❡r ❦♦♥str✉á❧ásá❤♦③ ❤❛s♦♥❧ó❛♥ ❛ BCDEF sí❦❥ár❛ ♠❡r➤❧❡❣❡s ❡❣②❡♥❡st ✈❡s③ü♥❦
❛ ❦ör ❦ö③é♣♣♦♥t❥á♥ ❦❡r❡s③tü❧✱ és ❛③ ❡❣②❡♥❡s❡♥ t❛❧á❧✉♥❦ ❡❣② ♣♦♥t♦t✱ ❛♠❡❧②❡t A✲✈❛❧
❥❡❧ö❧ü♥❦✱ és ❛♠❡❧②♥❡❦ ❛ tá✈♦❧sá❣❛ ❡❣② ❛ B ♣♦♥t✐❣✳ ❆ ❦♦♥str✉❦❝✐ó s③✐♠♠❡tr✐á❥❛ ♠✐❛tt
A tá✈♦❧sá❣❛ ❛ BCDEF öts③ö❣ ♠✐♥❞❡♥ ♣♦♥t❥átó❧ ❡❣② ❧❡s③✳ ❍❛ A✲t öss③❡❦öt❥ü❦ ❡③❡❦❦❡❧
❛ ♣♦♥t♦❦❦❛❧✱ ❛❦❦♦r ❡❣② öts③ö❣❧❡t➯ ♣✐r❛♠✐st ❦❛♣✉♥❦✱ ❛♠❡❧②♥❡❦ öt ❡❣②❡♥❧➤ ♦❧❞❛❧ú
❤ár♦♠s③ö❣ ❛ ❢❡❧s➤ ♦❧❞❛❧❛✳ ❆ s③✐♠♠❡tr✐❛ ♠✐❛tt ❜ár♠❡❧② ❦ét s③♦♠s③é❞♦s ❤ár♦♠s③ö❣
❦ö③ött ❛ ♥é❣②s③ö❣s③ö❣♥❡❦ ❡❣②❡♥❧➤♥❡❦ ❦❡❧❧ ❧❡♥♥✐❡✳ ❊③③❡❧ ❛③ ❡❧s➤ ❧é♣ést ❜❡❢❡❥❡③tü❦✳❊③t
❛ ❧é♣ést ♠❡❣✐s♠ét❡❧❥ü❦ ❛③ ✐❦♦③❛é❞❡r ❡❧s➤ ❢❡❧é♥❡❦ ♠❡❣é♣ítésé❤❡③✳ ❑és③ítü♥❦ ❡❣② ♠ás✐❦
✐❧②❡♥ ❦♦♥❣r✉❡♥s öts③ö❣➯ ♣✐r❛♠✐st ❡❣② s③❛❜á❧②♦s B‘A‘D‘GH ♣❡♥t❛❣♦♥♥❛❧ és ❡❣② C‘
❢❡❧s➤ ❝sú❝❝s❛❧✳ ❆③ ú❥ ♣✐r❛♠✐s❜❛♥ ❛ ♥é❣②s③ö❣s③ö❣❡❦ ✉❣②❛♥❛③♦❦✱ ♠✐♥t ❛③ ❡❧s➤ öts③ö❣✲
❜❡♥✳ ❍❛ t❡❤át ❛③ A‘B‘C‘ ❤ár♦♠s③ö❣❡t ❛③ ABC ❤ár♦♠s③ö❣r❡ r❛❣❛s③t❥✉❦✱ ❛❦❦♦r ❛
D és D‘ ♣♦♥t♦❦ ❡❣②❜❡❡s♥❡❦✳ ❮❣② ❡❣② ♥②♦❧❝ ❡❣②❡♥❧➤ ♦❧❞❛❧ú ❤ár♦♠s③ö❣❜➤❧ á❧❧ó ❞♦♠✲
❜♦rú ❛❧❛❦③❛t♦t ❦❛♣✉♥❦✳ ❊③t ♠é❣ ❡❣②s③❡r ♠❡❣✐s♠ét❡❧❥ü❦✱ ❤♦❣② tí③ ❡❣②❡♥❧➤ ♦❧❞❛❧ú
❤ár♦♠s③ö❣❜➤❧ á❧❧ó ❦♦♥✈❡① ❛❧❛❦③❛t♦t ❦❛♣❥✉♥❦✱ ❛❤♦❧ ♠✐♥❞❡♥ ♥é❣②s③ö❣s③ö❣ ❡❣②❡♥❧➤✳

❆③ ✐❦♦③❛é❞❡r ❡❧s➤ ❢❡❧é♥❡❦ ❢❡❧é♣ítésé♥❡❦ ✐❧❧✉s③trá❝✐ó❥❛

❆❤♦❣② ❦ör❜❡❥ár❥✉❦ ❛ ❤❛t é❧t✱ ❛♠❡❧②❡❦ ❛③ á❜r❛ ❦ü❧s➤ ❤❛tár❛✐t ❛❧❦♦t❥á❦✱ ❛ ❦ét ❡❣②♠ást
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❦ö✈❡t➤ é❧ ❦ö③ött✐ s③ö❣ ♠❡❣❡❣②❡③✐❦ ❡❣② s③❛❜á❧②♦s öts③ö❣ ❜❡❧s➤ s③ö❣é✈❡❧✳ ▼✐✉tá♥ ❡❣②
♠ás✐❦✱ tí③ ❡❣②❡♥❧➤ ♦❧❞❛❧ú ❤ár♦♠s③ö❣❜➤❧ á❧❧ó ❛❧❛❦③❛t♦t ❦és③ít❡ttü♥❦✱ öss③❡r❛❣❛s③t❥✉❦
❛ ❦ét ❦♦♥❣r✉❡♥s ❛❧❛❦③❛t♦t✱ és ♠❡❣❦❛♣❥✉❦ ❛③ ✐❦♦③❛é❞❡rt✱ ❛♠❡❧②♥❡❦ ♠✐♥❞❡♥ ❞✐❤❡❞rá❧✐s
s③ö❣❡ ❛③♦♥♦s✳ ❆ ❦ét ❛❧❛❦③❛t ❤❛tár❛✐ ✐❧❧❡s③❦❡❞♥❡❦ ❡❣②♠ás❤♦③✱ ♠✐✈❡❧ ♠✐♥❞❡♥ é❧s③ö❣ és
♠✐♥❞❡♥ ❞✐é❞❡r❡s s③ö❣ ♠❡❣❡❣②❡③✐❦✳

❼ ❊❣②❡♥❧➤ ❞✐❤❡❞rá❧✐s s③ö❣❡❦✿ ❆ ♥é❣②s③ö❣❡❦ ♠✐♥❞❡❣②✐❦❡ ♠❡❣❡❣②❡③✐❦ ❛③ ✐❦♦③❛é❞❡r
s③❡r❦❡s③tésé♥é❧ á❧❧ít♦tt❛❦❦❛❧✳

❼ ❊❣② ❣ö♠❜❜❡ ír✈❛ ❧❡♥♥✐✿ ▼✐✈❡❧ ♠✐♥❞❡♥ ♥é❣②s③ö❣s③ö❣ ❡❣②❡♥❧➤✱ ❛③ O ♠❡ts③és♣♦♥t
❜ár♠❡❧②✐❦ ❦ét s③♦♠s③é❞♦s ❢❡❧ü❧❡t ❡s❡té❜❡♥ ✉❣②❛♥❛③ ❧❡s③✳ ❆ ❦♦♥str✉❦❝✐ó s③❡r✐♥t ❛ ❦ét
s③♦♠s③é❞♦s ♣♦♥t ♠✐♥❞ ❛ ♥é❣② ♣♦♥t❥❛ ❡❣②❡♥❧➤ tá✈♦❧sá❣r❛ ✈❛♥ O✲tó❧✱ í❣② ❛ t❡st ♠✐♥❞❡♥
❝sú❝s❛ ❡❣②❡♥❧➤ tá✈♦❧sá❣r❛ ✈❛♥ O✲tó❧✳ ❊③ért ❛③ ✐❦♦③❛é❞❡r ❡❣② ❣ö♠❜❜❡ ✈❛♥ ❜❡ír✈❛✱
❛♠❡❧②♥❡❦ ❦ö③é♣♣♦♥t❥❛ O✳ ❆ ❣ö♠❜ ❦ö③é♣♣♦♥t❥❛ O✳

❼ ❆ ♠❡r❡✈ ♠♦③❣ás ❧ét❡③és❡✿ ❆ ❧❡írt ❦♦♥str✉❦❝✐ó s③✐♠♠❡tr✐❦✉s ❛③ ABC ❤ár♦♠s③ö❣
ö♥♠❛❣ár❛ ✈❛❧ó ❡❧❢♦r❣❛tásá✈❛❧✳ ▼✐✈❡❧ ♠✐♥❞❡♥ ❞✐✲ ❤❡❞rá❧✐s s③ö❣ ❛③♦♥♦s✱ ❛ ❦✐✐♥❞✉❧ás✐
❤ár♦♠s③ö❣ t❡ts③➤❧❡❣❡s❡♥ ♠❡❣✈á❧❛s③t❤❛tó✳ ❊❜❜➤❧ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱ ❤♦❣② ❡❣② ❢♦r❣❛tás ❛❧❛tt
❜ár♠❡❧②✐❦ ❝sú❝s ❧❡❦é♣❡③❤❡t➤ ❡❣② s③♦♠s③é❞♦s ❝sú❝sr❛✳ ❮❣② ❛ ❦ü❧ö♥❜ö③➤ ❡❧❢♦r❣❛tás♦❦
❡❣②♠ás ✉tá♥✐ ❛❧❦❛❧♠❛③ás❛ ❜ár♠❡❧②✐❦ ❝sú❝s♦t ❜ár♠❡❧②✐❦ ♠ás✐❦ ❝sú❝sr❛ ❧❡❦é♣❡③✐✳

❑♦❝❦❛

❼ ➱♣ítés✿ ❑❡③❞❥ü❦ ❡❣② ❡❣② s✉❣❛rú ❣ö♠❜❜❡❧✳ ❆③ ♦❦t❛é❞❡r ❦♦♥str✉❦❝✐ó❥á❤♦③ ❤❛s♦♥✲
❧ó❛♥ ❤ár♦♠ ❡❣②♠ásr❛ ♠❡r➤❧❡❣❡s x, y, z ❡❣②❡♥❡st ✈❡s③ü♥❦✱ ❛♠❡❧②❡❦ ❛ ❣ö♠❜ ❦ö③é♣♣♦♥✲
t❥á♥ ❤❛❧❛❞♥❛❦ ❦❡r❡s③tü❧✱ ❡③t ❥❡❧ö❧❥ü❦O✲✈❛❧✳ ❆③ x, y, z t❡♥❣❡❧②❡❦♥❡❦ ❤❛t ♠❡ts③és♣♦♥t❥❛
✈❛♥ ❛ ❣ö♠❜❜❡❧✳ ❊③❡❦❡t ❛ ♣♦♥t♦❦❛t ❥❡ö❧❥ü❦ F1 . . . , F6 ✳ ❱❡❣②ü♥❦ ❡❣② ❦❡tt➤ ♦❧❞❛❧ú
♥é❣②③❡t❡t✱ és ❤❡❧②❡③③ü❦ ❛ ❦ö③é♣♣♦♥t❥át ❛ ❤❛t ♠❡ts③és♣♦♥t ❡❣②✐❦ér❡✿ F1 . . . , F6 ♣♦♥✲
t♦❦❜❛✱ ú❣②✱ ❤♦❣② ❛ ♥é❣②③❡t ❛ ❣ö♠❜r❡ ér✐♥t➤❧❡❣❡s❡♥ ❢❡❦ü❞❥ö♥✳ ❊③ ❛ ♥é❣②③❡t ❛ ❦♦❝❦❛
❤❛t ♦❧❞❛❧á♥❛❦ ❡❣②✐❦❡✳ ❍❛ ❡③t ❛ ❧é♣ést ♠✐♥❞❡♥ ❡❣②❡s ♠❡ts③és♣♦♥tr❛ ♠❡❣✐s♠ét❡❧❥ü❦✱
❛❦❦♦r ❛ ❦♦❝❦❛ ❢❡❧é♣ítés❡ ❜❡❢❡❥❡③➤❞✐❦✳

❼ ❊❣②❡♥❧➤ ❞✐é❞❡r s③ö❣❡❦✿ ❆ ❦♦❝❦❛ ♠✐♥❞❡♥ ♦❧❞❛❧❛ ♠❡r➤❧❡❣❡s ❛③ x, y, z t❡♥❣❡❧②❡❦
✈❛❧❛♠❡❧②✐❦ér❡✱ és ❦ét ❦ö③ös é❧➯ ♦❧❞❛❧ ♥❡♠ ❧❡❤❡t ♠❡r➤❧❡❣❡s ✉❣②❛♥❛rr❛ ❛ t❡♥❣❡❧②r❡✳ ❮❣②
❜ár♠❡❧② ❦ét ❦ö③ös é❧➯ ❢❡❧ü❧❡t ♠❡r➤❧❡❣❡s ❡❣②♠ásr❛✱ ♠✐✈❡❧ ❛ t❡♥❣❡❧②❡❦ ♠❡r➤❧❡❣❡s❡❦
❡❣②♠ásr❛✳ ❊❜❜➤❧ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❡♥ ❞é❞❡r❡s s③ö❣ ❡❣②❡♥❧➤✳

❼ ❊❣② ❣ö♠❜❜❡ ír✈❛ ❧❡♥♥✐✿ ❆③ ♦❧❞❛❧ s③✐♠♠❡tr✐á❥á❜ó❧ ❛③ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱ ❤♦❣② ❛③ ❡❣②✐❦
♦❧❞❛❧ ♠✐♥❞❡♥ ❝sú❝s❛ s③✐♥té♥ ❡❣②❡♥❧➤ tá✈♦❧sá❣r❛ ✈❛♥ O✲tó❧✱ és ❛ ❦♦❝❦❛ s③✐♠♠❡tr✐á❥❛
♠✐❛tt ♠✐♥❞❡♥ ❝sú❝s❛ ❡❣②❡♥❧➤ tá✈♦❧sá❣r❛ ✈❛♥ O✲tó❧✳ ❮❣② ❛ ❦♦❝❦❛ ♠✐♥❞❡♥ ❝sú❝s❛ ❡❣②
♦❧②❛♥ ❣ö♠❜ö♥ ❢❡❦s③✐❦✱ ❛♠❡❧②♥❡❦ ❦ö③é♣♣♦♥t❥❛ O✳

❼ ❆ ♠❡r❡✈ ♠♦③❣ás ❧ét❡③és❡ ✿ ❆③ ♦❦t❛é❞❡r❤❡③ ❤❛s♦♥❧ó❛♥ ♠✐♥❞❡♥ ❝sú❝s ❜ár♠❡✲
❧②✐❦ ♠ás✐❦r❛ ❧❡❦é♣❡③❤❡t➤ ❛ ❦♦♥str✉❦❝✐ó❜❛♥ ❤❛s③♥á❧t ❦✐s ❣ö♠❜ ❤ár♦♠ t❡♥❣❡❧②❡ ❦örü❧✐
❢♦r❣❛táss❛❧
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❉♦❞❡❦❛é❞❡r

❼ ➱♣ítés✿ ❆ ❞♦❞❡❦❛é❞❡r ♠❡❣é♣ítésé❤❡③ ❢❡❧❤❛s③♥á❧❥✉❦ ❛③ ✐❦♦③❛é❞❡r ♠❡❣é♣ítésé♥❡❦
✐s♠❡r❡tét✳ ❱❡s③ü♥❦ ❡❣② ✐❦♦③❛é❞❡rt✱ és ♠✐♥❞❡♥ öt ❤ár♦♠s③ö❣❜➤❧✱ ❛♠❡❧②❡❦ ✉❣②❛♥❛❜✲
❜❛♥ ❛ V ❝sú❝s❜❛♥ t❛❧á❧❦♦③♥❛❦✱ ❛ V ✲t t❛rt❛❧♠❛③ó ❤ár♦♠s③ö❣❡❦ öt ❦ö③é♣♣♦♥t❥á♥❛❦
öss③❡❦❛♣❝s♦❧ásá✈❛❧ ❡❣② s③❛❜á❧②♦s sí❦❜❡❧✐ öts③ö❣❡t ❦és③ítü♥❦✱ ❛♠❡❧② ❛ ❞♦❞❡❦❛é❞❡r ❡❧s➤
♦❧❞❛❧❛✳ ❊③t ❛③ ✐❦♦③❛é❞❡r ♠✐♥❞ ❛ t✐③❡♥❦ét ❝sú❝sá✈❛❧ ♠❡❣t❡ss③ü❦✳ ❆③ ❡r❡❞♠é♥② ❛③
❡r❡❞❡t✐ ✐❦♦③❛é❞❡r❜❡ ❜❡írt ❞♦❞❡❦❛é❞❡r✳ ❆ ❦♦♥str✉❦❝✐ó s③❡r✐♥t ❛③ ✐❦♦③❛é❞❡r és ❛ ❞♦✲
❞❡❦❛é❞❡r ❡❣②♠ás ❞✉á❧✐s❛✐✳ ❍❛ ❛ ❞♦❞❡❦❛é❞❡rr❡ ❤❛s♦♥❧ó ❦♦♥str✉❦❝✐ót ❛❧❦❛❧♠❛③✉♥❦✱
✐s♠ét ❡❣② ✭♠ér❡t❡③❡tt✮ ✐❦♦③❛é❞❡rt ❦❛♣✉♥❦✳

❆ ❞♦❞❡❦❛é❞❡r ❡❧s➤ ♦❧❞❛❧á♥❛❦ ❢❡❧é♣ítésé♥❡❦ ✐❧❧✉s③trá❝✐ó❥❛

❼ ❊❣②❡♥❧➤ ❞❡❤é❞❡r s③ö❣❡❦✿ ❆③ ✐❦♦③❛é❞❡r s③✐♠♠❡tr✐❦✉s✱ ❡③ért ❛ ❞♦❞❡❦❛é❞❡r ♠✐♥❞❡♥
❦ét ♦❧❞❛❧❛ ❦ö③ött✐ ❦❛♣❝s♦❧❛t ❛③♦♥♦s✱ és í❣② ♠✐♥❞❡♥ ❞✐é❞❡r❡s s③ö❣ ❡❣②❡♥❧➤✳

❼ ❊❣② ❣ö♠❜❜❡ ír✈❛ ❧❡♥♥✐✿ ▼✐✈❡❧ ❛ ❞♦❞❡❦❛é❞❡r ❝sú❝s❛✐ ❡③❡❦♥❡❦ ❛③ ♦❧❞❛❧❛❦♥❛❦ ❛
❦ö③é♣♣♦♥t❥á❜❛♥ ✈❛♥♥❛❦✱ ❡③❡❦ ✐s ❡❣②❡♥❧➤ tá✈♦❧sá❣r❛ ✈❛♥♥❛❦ ❛③ O✲tó❧✳

❼ ❆ ♠❡r❡✈ ♠♦③❣ás ❧ét❡③és❡✿ ❆③ ✐❦♦③❛é❞❡r ❡❣② ❤ár♦♠s③ö❣ét ❡❣② s③♦♠s③é❞♦s
❤ár♦♠s③ö❣r❡ ❦ü❧❞❥ü❦ ❛ ❦ét ❡❧❧❡♥tét❡s ❝sú❝s♦♥ át❤❛❧❛❞ó t❡♥❣❡❧② ❦örü❧✐ ❢♦r❣❛táss❛❧✳
❊③ ❛③t ❥❡❧❡♥t✐✱ ❤♦❣② ❛ ❞♦❞❡❦❛é❞❡r ❡❣② ❝sú❝sát ❡❣② s③♦♠s③é❞♦s ❝sú❝sr❛ ❦é♣❡③③ü❦
❧❡✳ ❊③ért ❡❣②♠ást ❦ö✈❡t➤ ❢♦r❣❛tás♦❦ ❛❧❦❛❧♠❛③ásá✈❛❧ ❜ár♠❡❧②✐❦ ❝sú❝s♦t ❜ár♠❡❧②✐❦
♠ás✐❦r❛ ❦ü❧❞❤❡t❥ü❦✳

✸✾



❇✐❜❧✐♦❣rá✜❛

❬✶❪ ▼❛rt✐♥ ❆✐❣♥❡r és ●✉➝ ♥t❡r ▼✳ ❩✐❡❣❧❡r✳ ❇✐③♦♥②íté❦♦❦ ❛ ❑Ö◆❨❱❜➤❧✳
❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✶✽✳
❬✷❪ ❍❛r♦❧❞ ❙❝♦tt ▼❛❝❞♦♥❛❧❞ ❈♦①❡t❡r✳ ❙③❛❜á❧②♦s ♣♦❧②tó♣♦❦✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✿ ❉♦✈❡r✱
✶✾✼✸✳
❬✸❪ ❘✐❝❤❛r❞ ❋✐t③♣❛tr✐❝❦✳ ❊✉❦❧✐❞és③ ❆ ❣❡♦♠❡tr✐❛ ❡❧❡♠❡✐✳ ✱ ✷✵✵✼✳
❬✹❪ ❘♦❜✐♥ ❍❛rts❤♦r♥❡✳ ●❡♦♠❡tr✐❛✿ ❊✉❦❧✐❞és③ és ❛③♦♥ tú❧✳ ❙♣r✐♥❣❡r ◆❡✇ ❨♦r❦✱
◆❨✱ ✷✵✵✵✳
❬✺❪ ❉❛♥✐❡❧ ❩✇✐❧❧✐♥❣❡r✳ ❈❘❈ ❙t❛♥❞❛r❞ ♠❛t❡♠❛t✐❦❛✐ tá❜❧á③❛t♦❦ és ❦é♣❧❡t❡❦✳
❈❘❈ Pr❡ss✱ ❇♦❝❛ ❘❛t♦♥✱ ❋❧♦r✐❞❛✱ ✸✷✳ ❦✐❛❞ás✱ ✷✵✶✷✳

✹✵



Öss③❡❣③és

❆③ írás ❛❧❛♣♦s❛♥ és rés③❧❡t❡s❡♥ ✈✐③s❣á❧❥❛ ❛ P❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st❡❦ ✈✐❧á❣át✱ ❜❡✈❡③❡t✈❡ ❛③
♦❧✈❛sót ❡③❡❦ ❧❡♥②➯❣ö③➤ ❣❡♦♠❡tr✐❛✐ ❢♦r♠á❦❜❛✳ ❆ ❜❡✈❡③❡t➤❜❡♥ rá✈✐❧á❣ít ❛③ írás ❝é❧❥ár❛
és ❛③ á❧t❛❧á♥♦s ❢♦❣❛❧♠❛❦r❛✱ ♠❛❥❞ ♠é❧②❡❜❜❡♥ ❜❡♠✉t❛t❥❛ ❡③❡❦❡t ❛ t❡st❡❦❡t és ❛③♦❦
t✉❧❛❥❞♦♥sá❣❛✐t✳

❆③ ❊✉❧❡r✲❦é♣❧❡t és ❛③ ♦s③tá❧②♦③ás✐ str❛té❣✐á❦ ❜❡♠✉t❛tásá✈❛❧ ❛③ írás ♠é❧②r❡❤❛tó❛♥
t❛♥✉❧♠á♥②♦③③❛ ❛ P❧❛tó♥✐ t❡st❡❦ s③❡r❦❡③❡tét és r❡♥❞s③❡r❡③ését✳ ❑✐❡♠❡❧✐ ❛③ ♦s③tá❧②✲
♦③ás✐ ❢♦❧②❛♠❛t ❢♦♥t♦ssá❣át és ❛③ ❊✉❧❡r✲❦é♣❧❡t ❛❧❦❛❧♠❛③ásá♥❛❦ ♠ó❞s③❡r❡✐t ❛ t❡st❡❦
♠❡❣értésé❜❡♥✳

❆③ ♦❧❞❛❧❛❦ ❝í♠❦é③ésé♥❡❦ ❢♦❧②❛♠❛t❛ és ❛③ ❊✉❦❧✐❞és③ á❧t❛❧ ❦✐❞♦❧❣♦③♦tt ♦s③tá❧②♦③ás✐
♠ó❞s③❡r rés③❧❡t❡s ❡❧❡♠③és❡ ♠❡❧❧❡tt ❛③ írás ❦✐t❡r❥❡❞ ❛③ öt P❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡str❡ ✐s✳
❊③á❧t❛❧ ❛③ ♦❧✈❛só ❜❡t❡❦✐♥tést ♥②❡r ❡③❡❦♥❡❦ ❛ t❡st❡❦♥❡❦ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❛✐ ❥❡❧❧❡♠③➤✐❜❡✱
✈❛❧❛♠✐♥t ❛③♦❦ ❡r❡❞❡té❜❡ és ❥❡❧❡♥t➤sé❣é❜❡✳ ❆ rés③❧❡t❡s és ❛❧❛♣♦s ❡❧❡♠③és s❡❣ít✐ ❛③
♦❧✈❛sót ❛ P❧❛tó♥✐ s③✐❧ár❞ t❡st❡❦ ✈✐❧á❣á♥❛❦ ♠é❧②❡❜❜ ♠❡❣értésé❜❡♥✳

✹✶



➪❜r❛❥❡❣②③é❦

✶ ❦ét ❢❡❧ü❧❡t öss③❡❤❛♥❣♦❧ás❛ ❛♠✐ ♥❡♠ ♠❡❣❡♥❣❡❞❡tt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹
✷ ❡❣② á❧t❛❧á♥♦s ♣♦❧✐é❞❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹
✸ ❦ét ❢❡❧ü❧❡t θ ❞♦♠❜♦r③❛t✐ és sí❦❜❛♥✐ ❞➤❧éss③ö❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
✹ ❚❡tr❛é❞❡r és ❦♦❝❦❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻
✺ ✸✳✶✳ á❜r❛✿ Pé❧❞❛ ❦ét ❦♦♠❜✐♥❛t♦r✐❦❛✐❧❛❣ ❡❦✈✐✈❛❧❡♥s ♣♦❧✐é❞❡rr❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✻ ✹✳✶✳ á❜r❛✿ ❆ ❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠♠❛❧ (3, c) ❥❡❧③❡tt ♣❧❛t♦♥✐❦✉s s③✐❧ár❞

t❡st ❡❧s➤ rés③❧❡❣❡s ❥❡❧ö❧ésé♥❡❦ ✐❧❧✉s③trá❝✐ó❥❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✼ ✹✳✷✳ á❜r❛✿ ❆③ ❡❣②❡❞✐ ❝í♠❦é③és❜➤❧ ❡r❡❞➤ sí❦❣rá❢ ❛ ❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠✲

♠❛❧ (3, 3) r❡♥❞❡❧❦❡③➤ ♣❧❛t♦♥✐❦✉s s③✐❧ár❞ t❡st ❡s❡té❜❡♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✽ ✹✳✸✳ á❜r❛✿ ❊❣② ♣❧❛tó♥✐ t❡st ❡❣②❡❞✐ sí❦❣rá❢❥á♥❛❦ á❜rá③♦❧ás❛ ❙❝❤❧❛✢✐

s③✐♠❜ó❧✉♠♠❛❧ (4, 3)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✾ ✹✳✹✳ á❜r❛✿ c = 4 ❡s❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✶✵ ✹✳✺✳ á❜r❛✿ c = 5 ❡s❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
✶✶ ✹✳✻✳ á❜r❛✿ ❆ (3, 4) ❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠♠❛❧ r❡♥❞❡❧❦❡③➤ ♣❧❛t♦♥✐❦✉s t❡s✲

t❤❡③ t❛rt♦③ó ❡❣②❡❞✐ sí❦❣rá❢ á❜rá③♦❧ás❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✶✷ ✹✳✼✳ á❜r❛✿ ❊❣② ♣❧❛tó♥✐ t❡st ❡❣②❡❞✐ sí❦❣rá❢❥á♥❛❦ á❜rá③♦❧ás❛ ❙❝❤❧❛✢✐

s③✐♠❜ó❧✉♠♠❛❧ (5, 3)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✶✸ ✹✳✽✳ á❜r❛✿ P ❢❡❧❝í♠❦é③❡tt ♦❧❞❛❧❛✐♥❛❦ sí❦❣rá❢❥❛ ❙❝❤❧❛✢✐ s③✐♠❜ó❧✉♠♠❛❧

(3, 5)✿ ❆③ ❡❧s➤ rés③❧❡❣❡s ❝í♠❦é③és ❢❡❧❝í♠❦é③❡tt ❢❡❧ü❧❡t❡✐r➤❧ ❛ ♠ás♦❞✐❦
rés③❧❡❣❡s ❝í♠❦é③és ❢❡❧❝í♠❦é③❡tt ❢❡❧ü❧❡t❡✐❤❡③✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✹ ✹✳✾✳ á❜r❛✿ ❍ár♦♠ ú❥ ❝sú❝s ❢❡❧✐r❛t♦③ás❛ V4, V5, V6 és ❛ ♠ás♦❞✐❦ rés③❧❡❣❡s
❝í♠❦é③és ú❥❜ó❧✐ ❛❧❦❛❧♠❛③ás❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✶✺ ✹✳✶✵✳ á❜r❛✿ ❍ár♦♠ ❝sú❝s ❢❡❧✐r❛t♦③ás❛ V7, V8, V9 és ❤ár♦♠ ❢❡❧ü❧❡t❡t
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  __________________________________________________________  

Резюме 

  __________________________________________________________  

Ця дипломна робота докладно та детально досліджує світ Платонових тіл, 
вводячи читача у захоплюючі геометричні форми. У вступі розкривається мета 
дипломної роботи та загальні концепції, після чого більш детально 
представляються ці тіла та їх властивості. 

 

З введенням формули Ейлера та стратегіями класифікації дипломна робота 
глибоко вивчає структуру та систематизацію Платонових тіл. Виділяється 
важливість процесу класифікації та методи застосування формули Ейлера для 
розуміння цих тіл. 

 

Поряд із детальним аналізом процесу маркування граней та класифікаційного 
методу, розробленого Евклідом, дипломна робота охоплює також п'ять 
Платонових тіл. Таким чином, читач отримує уявлення про геометричні 
характеристики цих тіл, а також їх походження та значення. Детальний та 
ретельний аналіз сприяє зрозумінню читачем світу Платонових тіл на більш 
глибокому рівні. 



Nyilatkozat 
 

Alulírott, Séra Tamás, 014. Középiskolai oktatás (Matematika) képzési program 

hallgatója, kijelentem, hogy a dolgozatomat a II. Rákóczi Ferenc Kárpátaljai Magyar 

Főiskolán, a Matematika és Informatika Tanszéken készítettem, 014. Középiskolai 

oktatás (Matematika) MSc diploma megszerzése végett. 

Kijelentem, hogy a dolgozatot más szakon korábban nem védtem meg, saját 

munkám eredménye, és csak a hivatkozott forrásokat (szakirodalom, eszközök stb.) 

használtam fel. 

Tudomásul veszem, hogy dolgozatomat a II. Rákóczi Ferenc Kárpátaljai Magyar 

Főiskola könyvtárában a kölcsönözhető könyvek között helyezik el. 
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