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Bevezetés

A problémamegoldé gondolkodas egy olyan matematikai modszer, amely segi-
ti az oktatokat és a tanuldkat abban, hogy megértsék és megoldjak a komplex
feladatokat. Bz az eljaras megkoveteli, hogy a tanuldk logikus médon kévessék
végig a lépéseket, mikdzben fokozatosan elérehaladnak a feladat megoldasaval.
A problémamegoldas a matematikaoktatas alapvetd része. Segiti a tanulokat a
kritikai gondolkodas képességének fejlesztésében, a problémak kreativ megol-
dasanak feltarasaban, valamint az Osszetett fogalmak és elvek megértésében.

A kritikai gondolkodas a mélyrehaté gondolkodas és a problémak
elemzésének képességeként definialhatd, a problémamegoldas kritikus gon-
dolkodasra Osztonzi a tanulokat azaltal, hogy nehéz problémak megoldasara
és matematikai ismereteik kreativ alkalmazasara készteti Sket. Ezaltal jobban
megérthetik, hogy miért mikodnek bizonyos matematikai megoldasok, és ho-
gyan alkalmazhatok a valé vilagban.

A problémamegoldé gondolkodas fogalma
A problémamegoldé készségek tanitasahoz el6szor is meg kell érteni a prob-
lémamegoldas fogalmat. A problémamegoldast ugy hatarozzak meg, mint egy
adott problémara vagy kihfvasra valé megoldas megtalalasanak folyamatat. Ok-
tatasi kornyezetben a problémamegoldas olyan feladatokra utalhat, mint példa-
ul egy matematikai egyenlet kidolgozasa. Ha megtanitjuk a didkoknak, hogyan
kozelitsék meg és oldjak meg a problémakat, az segiti ket a kritikai gondolko-
das képességének fejlesztésében, amelyet az osztalyteremben és azon kivil is
hasznositani tudnak. Bz segithet nekik abban is, hogy jobb tanulasi szokasokat
¢s erbsebb szervezési készségeket alakitsanak ki. (Kontra 19906)

A problémamegoldis lépései
Polya Gyorgy (Polya 1971) a feladatmegoldasok problémajat els6sorban
a gyakorlat oldalardl kozeliti meg, s tampontokat ad a megoldas menetéhez.
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A problémamegoldasban a kdvetkez6 négy lépést kiillonbozteti meg.

1. 1épés: A probléma megértése, a cél meghatarozasa.

2. Iépés: Tervezzilk meg a probléma megoldasi stratégiat.

3. 1épés: Hajtsuk végre a stratégiat, ellendrizzik és moédositsuk, ha szik-
séges.

4. 1épés: Ellenorizziik és jarjuk korbe a megoldast.

A problémamegoldis gyakorlisa

A problémamegoldasi képesség fejlesztésének legnagyobb nehézsége,
hogy a fejlesztés hosszu folyamat, igy iskolai keretek k6zott nehéz megvalosi-
tani a heti 6raszamok és a tananyag mennyisége miatt.

Felmérés
A problémamegold6 képességek fejlédésével kapcesolatos kutatasunk része-
ként felmérést végeztink a 10. és 11. osztalyos tanulék problémamegoldé
képességének felmérésére. A felmérés £6 célja a fejlesztendd teriiletek megha-
tarozasa volt.

Felmérd feladatsor

1. feladat. Két allomas kozott a tavolsag 360 km. Mennyi id6 alatt teszi
meg ezt a tavolsagot a 90 km/h sebességgel haladé vonat? Mekkora sebes-
séggel kell haladnia a vonatnak, hogy ezt a tavolsagot 4 6ra 30 perc alatt tegye
meg? (Taraszenkova 2014)

2. feladat. Mekkora sebességgel kell haladnia a vonatnak az 4j menetrend
szerint, ha most 4 6ra alatt teszi meg a két allomas kozotti tavolsagot, amit a régi
menetrend szerint 100 km/h sebességgel 5 6ra alatt tett meg? (Taraszenkova 2014)

3. feladat. Péter és Pal egy turaversenyre edzenek. Egyik reggel 8 érakor
Péter elindult Debrecenbdl az 50 km tavolsagra 1évé Nyiregyhaza felé, és egyen-
letesen haladva, 6ranként 5 km-t tett meg. Masfél 6raval késébb Pal elindult
Nyiregyhazarél Debrecen felé ugyanazon az uton, 8km/h sebességgel. Péter in-
dulasatol szamolva mennyi id6 mulva tettek meg ugyanannyi utat? Milyen mesz-
sze voltak ekkora egymastol? (Matematika felvételi feladatok 8. osztaly, 2012)

4. feladat. Kovacs ar minden hétkéznap reggel pontban 8 érakor indul
el a hazuk el6l gépkocsival a munkahelyére. Ha 40 km/h 4tlagsebességgel ha-
lad, akkor 3 percet késik. Ha atlagsebessége 60 km/h, akkor 3 perccel a hiva-
talos munkakezdés el6tt ér a munkahelyére. Mekkora atlagsebesség esetén lesz
Koviacs ur pontosan a munkakezdésre a munkahelyén? (Egyed 2010)

A felmér6 feladatsor 4 mozgassal kapcsolatos feladatbdl allt, melyek a
kovetkez6 kérdésekre adtak valaszt:

NEMZETKOZI TUDOMANYOS IKONFERENCIA
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* Ismeri-e a diak az S=v-# képletet?
* Tudja-e alkalmazni a képletet?

* Frti-e a feladatok szovegét?

e Fel tud-e allitani egy egyenletet?
* Meg tudja-e oldani az egyenletet?

A felmeérés eredmeényei

A felmérést 30 diak toltotte ki azzal a céllal, hogy meghatarozzuk a
problémas tertleteket.

Az 1. feladattal azt szerettik volna kideriteni, hogy a diakok ismerik-e
az S=v-t képletet, tudjak-e alkalmazni, illetve tudjak-e, hogy csak azonos mér-
tékegységek esetén tudunk szamolni. A kévetkez6 tablazat azt mutatja, hogy
hany diaknak sikertilt megfelelni ezeknek a kritériumoknak.

1. tablazat. A felméré feladatsor 1. feladatanak eredményei

Képlet ismerete | Els6 kérdés Mértékegységvaltas | Masodik kérdés Helyesen
megoldotta
27 24 10 9 9

Lathato, hogy a képletet 30-bol 27 diak ismerte, viszont csak 24-en tud-
tak, hogy melyik betd mit jelol, igy a feladat els6 kérdésére 24-en adtak helyes
valaszt.

A masodik kérdés megvalaszolasahoz mindossze 10 diaknak sikerdlt
atalakitani a 4 6ra 30 percet 4,5 6rava, viszont csak 9 diak tudta elvégezni az
osztast, igy erre a feladatra helyes megoldast 9 tanul6 adott.

A 2. feladat a tanulok szovegértelmezési képességeire koncentral. Az
alabbi tablazat mutatja, hogy hanyan tudtak megoldani ezt a problémat.

2. tablazat. A felmérg feladatsor 2. feladatanak eredményei

Felismerte, hogy ugyanazt Helyesen értélme‘zte Helyesen megoldotta
az utat kell megtennie a feladat sz6vegét
21 13 9

Ezt a feladatot a diakok tobbsége aranyparral probalta megoldani, igy
azt az eredményt kaptak, hogy a vonatnak 80 km/h sebességgel kell halad-
nia, hogy 4 6ra alatt megtegye azt az utat, amit 100 km/h sebességgel 5 6ra
alatt tesz meg. Nyolc didk ezt az eredményt elfogadta, négyen rajottek, hogy
a kapott sebesség nem helyes, viszont nem talaltak mas moédszert. Minddssze
9 tanul6 oldotta meg ezt a problémat tékéletesen.
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A 3. feladat szintén a szovegértelmezésre koncentral, valamint arra,
hogy a diakok fel tudnak-e allitani egy egyenletet szoveg alapjan. A feladathoz
11 tanul6 kezdett hozz4, a tobbiek nem értették, hogy mi van megadva és mit
kell meghatarozni.

3. tablazat. A felmérg feladatsor 3. feladatanak eredményei

Hely értel
eyesen erte me,zte Egyenlettel oldotta | Nem egyenlettel oldotta | Helyesen megoldotta
a feladat sz6vegét ’

11 2 4 3

Oten fel tudtik az adatokat vizolni, rijottek, hogy mit kell kiszamolni, vi-
szont nem talaltak erre megfelel6 modszert. Ketten sikeresen felirtak az egyen-
letet és meg is oldottak, négyen 1épésenként leirtdk, hogy melyik 6raban hol
jarnak a fiak, viszont ezzel a médszerrel csak egy diak kapott helyes megoldast.

A felmérés 4. feladatat senki nem tudta megoldani, akik hozzakezdtek
csak atlagot vontak a 40 km/h és 60 km/h sebességekbdl, és valaszként 50
km/h-t irtak, ami nem helyes.

A felmérés alapjan a kovetkez6 teriiletek bizonyultak problémasnak:

* Szovegértelmezés;

* Mértékegységvaltas;

* Osztas;

* Egyenlet felallitasa sz6veg alapjan.

Kidolgozott tananyag
A problémis tertiletek meghatarozasa utan tananyagot készitettink, amely
ezen teriletek fejlesztésére koncentral. A tananyagban 15 mozgassal kapcso-
latos feladat és annak megoldasa szerepel a Pélya Gyorgy altal megfogalma-
zott 1épéseket kévetve, konnyebbek és nehezebbek egyarant. A tananyagot 3
darab tanora keretében oldottuk végig a didkokkal. Az alabbiakban a tananyag
egy feladata és megoldasa szerepel.

Gdspdr és Vince kitaldltik, hogy kirbebiciklizik a Velencei-tavat (32 km). Dél-
elott 10 drakor indultak el ellentétes iranyban. Vince dranként 18 km-t, Gdspar 22 km-t
tett meg. Mikor taldlkozott a két gyerek? A kiinduldsi ponttol milyen messze taldlkoztak
a firik? (Matematika tankinyy, 8. osztdly, 2017)

Megoldas:
1. lepés: A probléma megértése, a cél meghatirozdsa.

Foglaljuk tablazatba az adatainkat!

NEMZETKOZI TUDOMANYOS IKONFERENCIA
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4. tablazat. A feladat adatainak 6sszegzése

S, km v km/ b th
Gaspar 22x 22 x
Vince 18x 18 X

Ebben a feladatban a legfontosabb, hogy a diakok felismerjék, hogy mivel a
fiak egyszerre indultak, ezért mindketten ugyanannyi ideig bicikliztek a talalkozasig,
jeloljiik ezt x-szel. A sebességek adottak, Gaspar sebessége 22 km/h, Vincéé pedig
18 km/h. Az S=v-t képletet alkalmazva pedig felithatjuk a fiik altal megtett utakat.

=2, SVince-2

2. lépés: Tervezziik meg a megoldas lépéseit.

Mivel tudjuk, hogy a fidk ellentétes iranyban indultak és kor alaku pa-
lyan bicikliznek, ezért amikor talalkoztak a kettejik altal megtett utak 6sszege
egyenld a teljes uttal, ami 32 km. Tehat felirhatjuk a kovetkez6 egyenletet:

22x+18x=32.

3. lépés: Hajtsuk végre a megolddsi stratégiat.
¢ Oldjuk meg az egyenletet!
22+18x=32.
40x=32.
x=0,8.
Tehat 0,8 6rat bicikliztek a fitk a talalkozasik, ami 0,8:60=48 perccel egyenld,
vagyis 10:48-kor talalkoztak a kiindulasi ponttol 0,8-78=174,4 km-re.

4. lépés: Ellendrzés.

* 48 perc alatt Gaspar 0,8-22=17,6 km-t tett meg, Vince 14,4 km-t. A
fiak altal megtett utak 6sszege 74,4+77,6=32 km, ahogy a feladat feltételeiben
is szerepel.

Felelet: 10:48-kor talalkoztak, 14,4 km-re a kiindulasi ponttol.

Zar6 mérés
A kidolgozott tananyag levezetése utan a diakok megirtak a zaré mérés feladat-
sorat azzal a céllal, hogy 6sszehasonlitsuk a felméré dolgozat eredményeivel.

A zard mérés feladatsora

1. feladat. Kétallomas kozotta tavolsag 550 km. Mennyiid§ alatt teszimeg
ezt a tavolsagot a 110 km/h sebességgel halad6 vonat? Mekkora sebességgel
kell haladnia a vonatnak, hogy ezt a tavolsagot 4 6ra 24 perc alatt tegye meg?
(Taraszenkova 2014)
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2. feladat. Mekkora sebességgel kell haladnia a busznak az 4j menetrend
szerint, ha most 4 6ra alatt teszi meg a két allomas kozotti tavolsagot, amit a régi
menetrend szerint 80 km/h sebességgel 5 6ra alatt tett meg? (Taraszenkova 2014)

3. feladat. Reggel 9 orakor Kiristof elindult Debrecenbdl az 50 km
tavolsagra 1évé Nyiregyhaza felé, és egyenletesen haladva, 6éranként 5 km-t
tett meg, Masfél 6raval kés6bb Aladar elindult Nyiregyhazarol Debrecen felé
ugyanazon az uton, 8km/h sebességgel. Kristéf indulasitél szimolva mennyi
1d6é mulva tettek meg ugyanannyi utat? Milyen messze voltak ekkora egymas-
tol? (Matematika felvételi feladatok 8. osztaly, 2012)

4. feladat. Szab6 ur minden hétk6znap reggel pontban 7 6rakor indul el
a hazuk el6l gépkocsival a munkahelyére. Ha 40 km/h atlagsebességgel halad,
akkor 3 percet késik. Ha atlagsebessége 60 km/h, akkor 3 perccel a hivatalos
munkakezdés el6tt ér a munkahelyére. Mekkora atlagsebesség esetén lesz Sza-
b6 ur pontosan a munkakezdésre a munkahelyén? (Egyed 2010)

A zar6 mérés eredményei
A kovetkezé tablazat mutatja, hogy a feladatsor 1. feladatainak megoldasa so-

ran milyen sikereket értek el a didkok.

5. tablazat. A zar6 mérés 1. feladatanak eredményei

Képletismerete | Flsé kérdés | Mértckegységvaltas | Masodik kérdés Helyesen
megoldotta
29 28 26 25 25

A 2. feladat a tanulok szévegértelmezési képességeire koncentral. Az alabbi
tablazat mutatja, hogy hanyan tudtak megoldani ezt a problémat.

6. tablazat. A zar6 mérés 2. feladatanak eredményei

Felismerte, hogy ugyanazt Helyesen értelmezte
i . . Helyesen megoldotta
az utat kell megtennie a feladat sz6vegét
26 24 24

A 3. feladat megoldasanal is szembetind kilonbségeket figyelhetiink meg,

7. tablazat. A zar6 mérés 3. feladatanak eredményei

ly értel
Helyesen ert? rne,zte Egyenlettel oldotta | Nem egyenlettel oldotta | Helyesen megoldotta
a feladat sz6vegét

24 24 3 11

Mig a felméré feladatsorban a 4. feladatot senki nem tudta helyesen megolda-
ni, a zaré mérés alkalmaval itt is értek el a diakok sikereket.
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8. tablazat: A zar6 mérés 4. feladatanak eredményei

Iielf}g;sztesjfej]x:;ézze Mértékegységviltas Egyenlet Helyesen megoldotta
11 6 7 5
Kovetkeztetések

A zaré mérés eredményei egyértelmien igazoljak Pélya Gyorgy modelljének
hatékonysagat, a fejl6dés a nehezebb feladatokon szembeting. Megfigyelhe-
t6, hogy javult a tanulok szovegértése.

A didkok problémamegoldasi képességének fejlesztésére kidolgozott
tananyag soran a tanulok problémamegoldasi képessége fejl6dott, nehezebb
feladatokat is sikeresebben oldottak meg. A tanuldk pozitivan alltak hozza
a problémak megoldasahoz, igényelték a targyi tevékenységgel szemléltetést,
kisérletezést, sajat maguk is kitalaltak hasonlé tevékenységeket. Meghallgattak,
tovabbfejlesztették egymas otleteit, képesek voltak egyéni gondolkodas utan
k6z6s munkara. Fejl6dott a megoldasok lefrasa, a hallgaték tobb szoveges in-
doklast irtak.

A human osztalyokban tanulok problémaalkotasi képessége sokat fej-
l6dott, képesek lettek 4j problémakat talalni adott helyzethez, vagy adott
probléma folytatasaként. Az 0j kérdések megfogalmazasa is pontosabb,
lényegretorébb lett.
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