3ATBEP/DKEHO
Buenoto panoro 3Y1
IIporokon Ne ,,3” Bix ,,27” kBitHsa 2021 p.

©-KJIM-2
3akapnatcbkuii yropcbkuii iHcTuTyT iM. @epenna Paxoui I1
Kadenpa matemaTnku Ta ingopmMaTuku
Peectpartiitanii Ne
Ksanigikaniiina po6ora
YuitapHa miarpyna rpynoBux ajareop
Mogzrosoii ImTBan CtenanoBu4
Crynent [V-ro kypcy
Ocsitasa nporpama 014 «Cepenas ocBita (MareMaTnka)»

Crymiap BHINOI OCBITH: OaKaiaBp
Tema 3atBepxena Buenoro panoro 3VYI
IIporoxon Ne 7 /27 »xoBTHst 2020 poky
HaykoBwuii kepiBHUK: Kynaorsak Yab6a AnTanosud

CT. BUKJIaaa4

3aBimyBad Kadeaporo MaTeMaTHKH Ta iHHOPMATHKH: Kyuinka Katanin HoxediBna

K. (p.-M. H

PoGota 3axuriieHa Ha OI[IHKY L » 202 poxy

IIpotokon Ne /202



3ATBEP/DKEHO

Buenoto panoro 3Y1

IIporokon Ne ,,3” Bix ,,27” kBitHsa 2021 p.
O-KJIM-2

3akapnatcekuii yropebkuii iHcTUTYT iM. @epenna Paxoni 11

Kadenpa mateMaTnku Ta ingopMaTukn

KeaJjidikaniiina po6ora

YuitapHa miarpyna rpynoBux aiareop
Cryminp BHINOi OCBITH: OaKayiaBp

Bukonas: ctynent IV-ro kypcy
Mo3rosoii ImTBan CrenanoBu4

Ocgitas nporpama 014 «Cepenns ocBita (MatemaTuka)

Haykoswuii kepiBauk: Kyanorsak Ua6a AnTanoBuy

CT. BUKJIAaJa4

Peuenzent: Opoc BikTop MuxaiiioBuy

KaHaAuaAaT (l)i3I/IKO-MaTeMaTI/l‘lHI/lX HaYyK

beperose
2021



3MmicT

Bceryn

1 OcHOBHI TOHATTHA Teopil rPyNnoBUX Kijelnb
2 TI'pymna ogmHHUIL TPYHOBOrO KiJIbITA

3 IHBoJIIONIT IPYNIOBUX KiJjelb

4 Tlopsigok ejieMeHTiB rpynu OAUMHUILL F5 g
5 Ilopsigok eneMeHTIiB rpynm oguHUIL F5()g
Pe3rome yropcbKoro MOBOIO

CnmncoKk BUKOPUCTAHUX JKepesa

Pesrome

11

12

14

19

22

23

24



3ATBEP/DKEHO

Buenoto panoro 3Y1

IIporokon Ne ,,3” Bix ,,27” kBitHsa 2021 p.
O-KJIM-2

I1. Rakodczi Ferenc Karpataljai Magyar Foéiskola

Matematika és Informatika Tanszék

A CSOPORTALGEBRAK UNITER RESZCSOPORTJAI

Szakdolgozat

Képzési szint: alapképzés

Készitette: Mozgovoj Istvan
IV. évfolyamos hallgaté

Képzési program: 014 , Kozépiskolai oktatas (Matematika)”

Témavezeté: Kudlotyak Csaba
adjunktus
Recenzens: Orosz Viktor

fizika-matematika tudomanyok kandidatusa

Beregszasz — 2021



Tartalomjegyzék

A csoportgyuri fogalmal

Csoportgyuruk egységcsoportjal

A csoportgyuruk involucioi|

4.

F5Dg egységcsoport elemeinek rendje|

5.

F50)s egységesoport elemeinek rendje|

Osszegzés

[Irodalomjegyzék|

[Ukran nyelvii 0sszegzés|

11

12

14

19

22

23

24



Bevezetés

A csoportalgebra fogalmat Frobenius alkotta meg XX. szdzadban. Ez az 1j algebrai konst-
rukcié igen hasznosnak bizonyult a véges csoportok reprezentaciéinak tanulmanyozdsa

s 2

sordn, igy el6szor csak gyakorlati jelentdségiik miatt vizsgdltdk a csoportgytriiket. A

2 2

kés6bbiekben, azonban a vizsgdlatok dttevddtek a végtelen csoportok csoportalgebrdira.
Késébb harom 6 kutatdsi irdnya alakult ki a csoportalgebraknak: a csoportgytrtk gy(ird-
elméleti tulajdonsdgainak tanulményozdasa, a csoportgylirlik egységcsoportjanak vizsga-
lata, a csoportgytir(ik izomorfia problémdja. A csoportgytriik egységcsoportjdnak vizsga-
lata az 1940-es években az algebrai topoldgia hatdsara kezd6dott G. Higman kutatdsainak
koszonhetden €s maig igen sok megvalaszolatlan problémat tartalmaz.

Célunk meghatarozni az egységek rendjét, szamat €s alakjat a kételemd test feletti

nyolcad rend( diéder- és kvaternidcsoport csoportalgebrijanak egységcsoportjdban.



1. A csoportgytird fogalma

Bdédi Béla "Bevezetés a csoportgytiriik elméletébe"[1] c. konyvében az aldbbi definicidjat
olvashassuk a csoportgytriinek.
Legyen G csoport a szorzds miiveletére és K egységelemes asszociativ gyfird.

Tekintsiik az f : G — K fiiggvényeket a G csoporton értéktartomannyal a K gytirdben,

amelyek tartéja:

supp(f) ={g € G| f(g) # 0}

véges. Jelolje

KG={ulu:G— K, supp(u) véges}

azon fiiggvények halmazét, amelyben az u és v fiiggvények akkor egyenlSk, hav(g) = u(g)
teljesiil minden G-beli g elemre. A fiiggvények 6sszegét és szorzatit a KG halmazban igy

értelmezziik:

(u+v)(g) =ulg) +v(g)

(uv)(g) = Y ulhyo(h™'g)

heG
azaz szorzatuk a két fliggvény konvolucidja. A KG a fentiekben bevezetett miiveletekre

nézve gylrit alkot. Valoban:
* K G Abel-csoport az 6sszeadds miveletére;
* K G félcsoport a szorzas miiveletére vonatkozdan;

* K (G-ben a szorzds az 6sszeaddsra nézve disztributiv, aza barmely u, v, w elemekre

u(v + w) = uv + uw és

Definicio. (/1l]) A KG gyiirit csoportgyiiriinek, ha K test, akor pedig csoportalgebrdnak

nevezziik.

Egyes esetekben, ha a K G jelolés félreértésre adna okot, a K [G] jelolést haszndljuk.
A K G targyalasat megel6zden a fiiggvény sokkal éttekint6bb alakban valé felira-

sara tériink ra.



Jelolje uy az u fiiggvény értékét a g elemen, ekkor az u fliggvény egyértelmiien

meghatorozhat6 a

Dt

geG

alaku formadlis Osszeggel, amelyben csak véges sok u, egyiitthaté nullatdl kiilonbdzo.
A formadlis 0sszegként kezelt fiiggvények esetén az Osszeadds és a szorzds a K (G-ben

kovetkezoképpen van értelmezve: legyen
T = Zagg és y= Zbgg
geG geqG
K G tetsz6leges két eleme, ahol a,, b, € K, akkor

r+y=Y (a5+by)g

geG

Ty =Y (Z ahbh—1g> g.

geG \heG

Sziikségiink lessz a K gyfrti és a K G csoportgylir elemeinek szorzatdra. Az ilyen szor-

zatokat a kovetkezGképpen értelmezziik: hac € K ész = > gec 4g9 € KG, akkor

c-x= Z(cag)g és x-c= Z(agc)g.

geG geG

A kovetekz6 0sszefiiggések teljesiilnek:
s (c+d)-x=c-x+d-x
cc(r+y)=cx+c-y
cc-(d-x)=(cd)-x

barmely ¢, d € K és x,y € KG esetén. Ekkor K G tekinthet6, mint baloldali A-modulus

és K test esetén K G K feletti vektortér.

Definicio. ([1]) Hax = >

geG g9 a K G-nek nulldtol kiilonbozd eleme, akkor a

supp() = {g € G | a, # 0}

halmazt az x elem tartdjdnak, és supp(x) dltal generdlt részcsoportot pedig az x elem

tartécsoportjdnak nevezziik, és a (supp(x)) jeldlést alkalmazzuk.



A csoportgylirtik vizsgalatdnal gyakran hasznos fogalom az elem hossza: hax = 0,
akkor az = elem hossza nulla, egyébként pedig egyenlS a supp(z) elemeinek szdmadval,
melyre a |supp(zx)| jelolést hasznéljuk.

Mint ismert, ha g és h a G elemei és g = u~*hu valamely G-beli u elemre, akkor
azt mondjuk, hogy g és h konjugdltak; jeldlje a K, a G csoport g elemével konjugalt
elemeit, azaz g-t tartalmazé konjugdlt osztalyat.

Legyen [/(\a a K, véges konjugdlt osztdly elemeinek Osszege, eleme a K G-nek,
amit a tovdbbiakban osztalydsszegnek neveziink. Nyilvan g‘ll/(\ag = I/(\a minden g-re,

tehat K, centralis.

1. Lemma. (/l/|]) Legyen KG egy csoportalgebra a K test felett. Ekkor a KG csoport-
algerba ((KG) centruma vektortér és a G-csoport véges konjugdlt osztdlyainak az osz-

talyosszegei a ((KG) bdzisdt alkotjdk.

A K G csoportgyiri vizsgdlatandl fontos szerepet toltenek be a G részcsoportjai
altal egyértelmiien meghatédrozott bal- és jobbidedlok, illetve idedlok. Ezek tulajdonsiga-
ira most b&vebben kitériink.

Jelolje R;(G/H) és R,.(G/H) megfelelen a G csoport H részcsoportja szerinti
baloldali, illetve jobboldali mellékosztalyainak olyan teljes reprezentansrendszerét, ame-
lyek a csoport egységelemét tartalmazzdk. Ekkor a kovetkezd diszjunkt felbontdsok 1€-
teznek:

G = Uuer,(a/muH, (D

G = Uuer,(q/mHv (2)

2. Lemma. (//]) Ha H a G csoport részcsoportja, akkor KG bdrmely eleme egyértel-

miien felirhato a kovetkezoképpen:

T = UIT1, UsTo + + ++ + UsTs, 3)
aholu; € Ri(G/H),0# z;, € KH (i=1,...,s), tovdbbd

T = Y101, Y22 + * - + YUy, 4)

aholv; € R,(G/H),0#y; € KH (j =1,...,1).



Legyen H a G részcsoportja és jelolje 3y(H) a KG csoportgyiird dsszes olyan
elemét, amelyek felirhatok a kovetkez6képpen:
> an(h—1), (xn € KQ).
heH
Lathat6, hogy ;(H) a KG-nek balidedlja, amelyet a H részcsoporttal asszocidlt (vagy
kapcsolt) balidedlnak neveziink.
Az 3y(H) generatorrendszerét a {h — 1 | h € H} elemek alkotjdk. Hasonléan

hatdrozzuk meg K G-ben a H részcsoporttal asszociélt 3;.(H) jobbidedlt.

3.Lemma. (//|]) Ha a KG csoportgyiiriiben az 3;( H ) balidedlt mint baloldali K -modulust
tekintjiik, akkor
N={uh—-1)|uve R(G/H),1#he H}

elemei az 3(H) K-modulus bdzisdt alkotjdk.

4. Lemma. (/1) $y(H) pontosan akkor kétoldali idedlja K G-nek, ha H normdlis rész-

csoportja a G-nek.
A tovédbbiakban a (H) kétoldali iddl jelolésére a 3(H )-t haszndljuk.

5. tétel. ([1l]) Legyen ¢ : G — G epimorfizmus, amelynek magja a H normadlis részcso-

port, és definidljuk a p : KG — KG, leképezést a

¢ (Z ng) = ch€0(9>> (¢g € K)

geqG geG

egyenldség szerint. A © leképezés a KG csoportgyiiriit a KG1 csoportgyiriire képezd

homomorfizmus, és ennek magja S(H) idedl.

6. kovetkezmény. (/1|]) Ha H normdlis részcsoportja G-nek, akkor a K|G/H] csoport-
gyiirii izomorf a KG/S(H) faktorgyiiriivel.

7. kovetkezmény. ([I]]) Ha x = ) _ ¢, akkor a KG csoportgyiirii eleme és x(x) =

geG

> geG Cg» akkor a x : K G — K leképezés a gyiiritk homomorfizmusa.

10



2. Csoportgyiiriik egységcsoportja

Ha a G csoport tartalmaz p rendd elemet és F' egy p karakterisztikdju test, akkor az F'G

csoportalgebrat modulérisnak nevezziik.

Definicid. (/1l]) Az F'G csoportalgebra u elemére azt mondjuk, hogy egység, ha uv =
vu = 1 az FG valamely elemére. Az F'G Osszes egysége csoportot alkot, melyet az FG

egységcsoportjdnak neveziink, és U (FG)-vel jeloliink.

A7l kovetkezmény szerint

V(FG) = {chg cU(FG)| Y a,= 1}

geG geG

részcsoportja az U(F'G) csoportnak. Ezt a V(F'G) csoportot az F'G normalizélt egység-
csoportjdnak nevezziik.

[1] Nyilvdan G részcsoportja V (FG)-nek, tovabbd U(FG) =V (FG) x U(F).
Ezért a tovabbiakban elengedhetetlen az egységcsoport tanulmanyozisahoz megvizsgél-

nunk a normaliz4lt egységcsoportot.
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3. A csoportgyiriik involucioi

Az R gytirli * : R — R leképezését involucionak nevezziik, ha bijektiv és eleget tesz az

alabbi feltételeknek:
(x+y) =2"+y", (2y)" =y2", (@) =2

minden R-beli z,y elemekre. Nyilvan a * involucié médsodrendii anti-automorfizmus. E
fogalom motivél6ja a matrixok természetes transzponaldsa az M, (F') matrixalgebrdaban

az F test felett, amely fontos szerephez jut az M, (F’) algebra viszgdlatdban.

=Y a2t =Y a,f(g)nlg)

geG geqG

Definidljuk a x : F'G' — F'G leképezést az alabbi mddon:

*:x:Zagg—>$* :Zagg_l.

geG geG

8. tétel. Legyen F test, G csoport. Ekkor a

*:x:Zagg%x* :Zagg_l.

geG geG

leképezés involiicidja lesz az F'G csoportalgebrdnak.

Bizonyitds. Legyenek v = > 7,9 €sy = > . Y,9 tetszlleges elemei az F'G cso-

portalgebranak. Ekkor

(x+y)" <Z Tgg + Zygg> = (Z(xg + yg)9> = Z(ffg + yg)g_l =

geG geG geG geqG
— -1 -1 _ % *
=) g + D Yg =" +y"
geG geqG

([ () - (o))

e e o)

geG geCG

12



w1 = ((Sn) ) = (Ser) = Sta = S =

9eG geG geqG geG
Mivel a x leképezés eleget tesz az invildcié definicidjdban szerepld feltételeknek, ezért
involucidja lesz az F'G csoportalgebranak |

Definicid. (/l1|]) Az R gyiirii u egységét * unitérnek, vagy egyszeriien unitérnek nevezziik,

ha v = u*.

13



4. FyDg egységcsoport elemeinek rendje

Legyen Fy = {0,1} kételemi test és Ds =< a, bla* = b* = 1,ba = a~'b > nyolcadren-
di diédercsoport.

Ekkor a csoportalgebra minden eleme felirhat6 a kovetkez6 alakban

U =9+ Ma+ 720> + 73a” + dob + d1ab + 62a°b + 53a°D,

ahol v;, 0, € Fyési =0, 3.
Legyen
ur =0 + na+ yea’ + ysa’;
Uy = 0y + 610 + d2a® + d5a°.

Bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket:

3

X(w) => v =%%+m+%+ 7
=0

3
X(uz) = " 6; = 0o + 61 + 03 + 0.
=0

Munkdm [T1] oldalan mar megmutattuk az egységcsoport és a normalizdlt egységcsoport
kozotti osszefiiggést. EbbdI tudjuk, hogy U(FyDs) = V (FoDg) x U(Fy) = V(FyDg),
ezért I, Dg tetsz8leges u egységére igaz, hogy x(u) = x(u1) + x(ug) = 1.

Meghatdrozzuk az egységcsoport elemeinek a rendjét. Legyen u tetszbleges eleme az

U(FyDg)-nak, ekkor v = u; + usb. Az v masodrendd elem lesz, ha u # 1 és u? =1.

u2 = (U1 + Uzb) (Ul + UQb)
= u% + uguy + (ugug + ugui)b 5)

Kiszdmoljuk u; négyzetét, kihaszndlva, hogy a kételem testben %-2 =, YV €

U% = (’7() + ma—+ ’72&2 + ’73&3)2
=5 + 710 + 73 + 13 (6)

= (Y0 +72) + (11 + 13)a’.

14



Meghatarozzuk az usul szorzatot:
2

upty = (8o + d1a + 020 + 63a°) (5o + d1a° + 2a* + J3a) =
= 0g + 0p01a” + §odaa® + Sodza + §160a + 87 + §109a® + 6103a°+
+0500a% + d201a + 53 + 0205a> + 0500a> + 0301a° + d302a + 5§ =
=0 + 61 + 05 + 65 + (8003 + 0100 + 5261 + 382)a+
+(8002 + 6163 4 8280 + 9301)a® + (001 + 0105 + G203 + 380)a’® =
8o + 01 + 0y + 63 + (8003 + 0180 + 6201 + 9382)(a + a®) =
= (80 + 01 + 02 + 83) + (8o + 02) (61 + 83)(a + a®).

Figyelembe véve, hogy F;, karakterisztikdja 2, kiszdmoljuk a kovetkezd kifejezést:

ur +ui = (Yo + ma + 1a® +73a’) + (Yo + 1@’ + 12a® + y3a) =

=2y + 71(a + a®) + 272a® + y3(a + a®) = (71 +13)(a + a®).

Felhasznélva a kapott eredményt meghatarozzuk az aldbbi szorzatot:

(ur +u})us = (71 +73)(a + a*)) (0o + d1a + 620* + d3a%) =
= ((m +73)00)(a + @) + ((n +73)01)(a® + 1)+
H((y1 +)d2)(a+ a®) + ((n + 73)83) (1 + a®) =
= (m +73)(00 + 02)(a +a®) + (y1 +73) (01 + 83)(a* + 1) =
= (71 + 73) (01 + 85 + (0o + 02)a) (1 + a®).
Az (B)), a (6)), illetve a (7) és a (8] eredményeket alkalmazva kapjuk, hogy

u? 4 upul = o + Y2 + (80 + 01 + 03 + 65) + (71 + 13)a+
(80 + 02) (01 + 03)(a + a®) = 70 + 72 + x(u2)+

+(m +73)a® + (8o + 62) (61 + 83)(a + a®) = 1.

(u1 + uf)uz = (1 +73) (01 + 85 + (6 + 82)a)(1 + a®) = 0.

15

)

®)

©)

(10)



Tehdt, ha u masodrendd egysége az F» Dy csoportalgebranak, akkor (9) és (I0)
szerint egyiitthatinak eleget kell tennie a kovetkezd feltételeknek:
Yo + 72+ x(u2) + (1 +73)a” + (00 + 02) (01 + 05)(a + a®) = 1,
(71 +73) (01 + 83 + (0o + 2)a) (1 + a?) = 0,

azaz
(

Yo + 72 + Z?:o 0 =1,
§a! + V3 = 07
(8o + 62)(81 + d3) = 0, (11)

(71 +73) (61 + d3) =0,

\ (1 +73) (0 + d2) = 0.
Mivel x(u) = x(u1) + x(u2) = 1, ezért a tovdbbiakban két esetet vizsgélunk.

1. eset: x(u;) =0 és x(uz) = 1. Ekkor (TI))-bSl kovetkezik, hogy

(
Yo = V2,

Y1 =73,

k(50 + 02)(d1 + 93) = 0.
Mivel, 6y + 01 + 02 + 93 = 1 ezért &y + 63 = 1 4 g + . Kiszamoljuk a kovetkezd

szorzatot:
(0p + 02) (61 + 63) = (6o + 62)(1 + (b9 + 02)) =
=80+ g + (8 + 02)? = 8 + 0y +6g + 2 = 0,

tehdt a (dp + 02) (01 + 03) = 0 feltétel x(ug) = 1 esetén mindig teljesiil. Az altalunk

vizsgélt esetben tetszéleges masodrendii elem a kovetkezd alaku lesz:
u=u+ub = (3 +na)(l+a*) + (1+6(1+a) + 621+ a®) + 83(1 + a*))b.

Mivel az ~g, 71,01, 02, 03 egylitthatok szabadon megvalaszthatok, ezért ebben az

esetben 2° darab mdsodrendi elemet kapunk.

2. eset: x(u1) =1 és x(uz) = 0. Ekkor (T1)-bol kovetkezik, hogy
(

Yo =1+ 72,
<’71:737

(60 + 02) (81 + 83) = 0.

\

16



Mivel, g+ 81 +02+0d3 = 0 ezért 61+ 093 = dg+ 5. Felhaszndlva ezt az 5sszefiiggést,

az utolso feltételrendszer utolsé feltételébdl kapjuk, hogy
(0p + 02) (01 + 63) = (6o + 92)(0 + 92) =0,

azaz

50+62:O:>50:52.

Innen kovetkezik, hogy
(51 - (53.

A masodik esetben tetszéleges masodrendi elem alakja a kovetkezd lesz:
=1+ (y2 +va+ (6 + 61a)b)(1 + a?).

Mivel az 71, 79, 0o, 01 egyiitthatok szabadon megvélaszthatdk, ezért ebben az eset-

ben 2* — 1 darab mdsodrendii elemet kapunk.

Tehdt az egységcsoport masodrend(i elemeinek a szdma egyenld 2° + 2% — 1 =
212+ 1) —1=3-2" — 1-gyel.

A tovabbiakban meghatdrozzuk az egységcsoport negyedrendd elemeit. Az egy-
ségcsoport u eleme negyedrendii elem lesz, ha u? # 1 és u* = 1. Felhaszndlva, hogy
u? = uf + ugud + (ug + uj)usb és u’{2 = u? kiszdmoljuk tetszSleges egység negyedik

hatvanyat

ut = (u? + uguy + (uy + ul)ugh)? =

= (uf + u2u§)2 + (u% + uguy) (ug + uj)ugsb+
+(uy 4 u)usb(u? + uguy) 4+ (uy + ul)usb(ug + uf)ugh = (12)
= u‘ll + (u2u§)2 + (u] + ugud) (uy + uf)usb + (uy + u’{)ug(u’{2 + ugul )b+

Hun 4 u)ug (uy + w)uy =t + (uguz)? + (un + uj) ugus.
Az el6z06 szamitasokat felhaszndlva meghatdrozzuk a kovetkezd kifejezéseket:

ui = ((o+7) + (M +1)a)’ = (0 +7)>+ (n+7)° =

=% + 71+ 72+ 73, (13)

17



(ugu3)® = (80 + 01 + 0y + 03 + (Jo + 62) (61 + J5)(a + a*))* =
= (8 + 01 + b2 + 03) + (60 + 62) (81 + 03)(a + a*))* =
=0 + 01 + 0 + 03 + ((J + 02) (01 + d3)a® + (8o + 62) (61 + 63)a?)

= g + 01 + 09 + I3, (14)

(ur +ui)*ugus = (0 +75)(a + 0*))*uguj = (1 + %)(a” + a)ugu; =0 (15)

Felhaszndlva a (12)), a (13)), a (14)) és a (13) osszefiiggéseket kapjuk, hogy

ut = x(u) + x(u2) = 1.

Mivel az U (F,Dg) tetszSleges elemének a negyedik hatvanydnak eggyel egyenld, igy az

egységcsoport elemeinek a rendje 1, 2, vagy 4 lesz.
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5. Fy()s egységcsoport elemeinek rendje

Legyen Fy = {0, 1} kételemd test és Qs =< a,b | a* =b* = 1,a> =b* b lab=0a""' >
nyolcadrend(i kvaterni6csoport.

Ekkor a csoportalgebra minden eleme felirhaté a kovetkez6 alakban

U= o+ 1+ 720 + 730> + Sob + d1ab + 59a%b + 53a°D,

ahol 7;,8; € Iy ési =0, 3.
Legyen
Uy = Yo + m1a + 12a* + y3a®;

Uy = 50 —f- (51@ —f- 52@2 + 530,3.

Bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket:

3

X(w) =D v =7 +7+ 72+
=0

3

X(u) =) ;i =60 + 61 + &5 + d.

i=0
Az egységcsoport és a normalizdlt egységcsoport kozotti 6sszefiiggésbdl tudjuk, hogy

U(Fy,Qs) = V(F2Qs) x U(Fy) = V(F»Qs), ezért FoQg tetszbleges u egységére igaz,
hogy x(u) = x(u1) + x(u2) = 1.

Meghatarozzuk az egységcsoport elemeinek a rendjét. Legyen u tetszbleges eleme az

U(F»Qg)-nak, ekkor v = u; + usb. Az u mdsodrendd elem lesz, hau # 1 és u? = 1.

u? = (uy + usb) (uy + usb)
= u? + upuib® + (uyus + upu’)b (16)

= u? +uguia® + (uy + ul)ugh = 1.
A (6], a (7)) és a (16) eredményeket alkalmazva kapjuk, hogy

uj + uguba® = v + o + (8o + 61 + I + d3)a* + (91 + y3)a*+
(50 -+ (52)(51 —+ (53)(@ + CLS) =% + Y2 + (X(UZ) + 71 + "}/3)@24— (17)

((50 + (52)((51 + (53)(& + CL3) = 1.
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Tehat, ha © masodrend( egysége az F,(Qs csoportalgebranak, akkor (10) és (I7) szerint

egylitthat6inak eleget kell tennie a kovetkezd feltételeknek:

azaz

Yo + 72 + (X(u2) + 71 + 7v3)a® + (6o + 02) (61 + 03)(a + a®) = 1,

(71 4+ 73) (61 + 03 + (0o + d2)a) (1 + a®) = 0,

Yo+ 2 =1,
§a! + 73 + Z?:O 574 = 07
(5o + 62) (81 + 85) = 0, (18)

(71 +73) (01 + d3) = 0,

\ (”}/1 + 73)(50 + (52) = 0.

Mivel x(u) = x(u1) + x(uz2) = 1, ezért a tovabbiakban két esetet vizsgalunk.

1. eset: x(u;) =0 és x(ug) =

(

\

1. Ekkor (18)-bdl kovetkezik, hogy

7 + Y3 = ]-7
(71 +73)(61 + d3) = 0,

(’71 -+ 73)(50 -+ (52) = 0.

Az utolsé egyenletrendszerbdl kovetkezik, hogy 61 +d3 =0 és dp+d2 =0 . Ez

ellentmond a x(uy) = 1 feltételnek.

2. eset: x(uy) =1 és x(ug) =

.

\

0. Ekkor (I1)-bdl kovetkezik, hogy

Yo = 1 + Y2,
71 =3,
(00 + 02) (61 + d3) = 0.

Mivel, g+ 61402 +093 = 0 ezért 61+ 3 = dg+ 5. Felhaszndlva ezt az sszefiiggést,

az utolso feltételrendszer utolsé feltételébdl kapjuk, hogy

(00 + 02)(61 + 63) = (0 + 92) (60 + 62) = 0,

azaz

50+52:O=>50:52.
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Innen kovetkezik, hogy
61 - 63.

A madsodik esetben tetszéleges masodrendi elem alakja a kovetkezd lesz:
=1+ (v, +va+ (6 + 61a)b)(1 + a?).

Mivel az 71, 79, dg, 01 egyiitthatok szabadon megvélaszthatdk, ezért ebben az eset-

ben 2* — 1 darab mdsodrendii elemet kapunk.

Tehit az egységcsoport masodrend( elemeinek a szdma egyenls 24 — 1-gyel.

A tovabbiakban meghatdrozzuk az egységcsoport negyedrendd elemeit. Az egy-
ségcsoport u eleme negyedrendd elem lesz, ha u? # 1 és u* = 1. Felhasznélva, hogy
u? = u? + uguia® + (ug + ub)ugh és u’ = u? kiszamoljuk tetszGleges egység negyedik

hatvanyit:

ut = (uf + uguia® + (ug + uf)ugh)?® =

= (u} + wauba®)® + (uf + ugusa®)(uy + uj)ugb+
+(uy + ) ugb(u? + uguba®) + (ug + ul)usb(ur + ul)usb = (19)

= ul + (uguia®)? + (u? + uguba®) (uy + uf)ugb + (uy + ul)uQ(ul + uguba®) b+

+(uy + ) ug(uh + up)uia® = up + (uguia®)? + (ur + ul) uguia®.

Az el6z6 szamitdsokat felhaszndlva meghatarozzuk a kovetkezd kifejezéseket:

(UQUS(IQ)Z = ((50 + 51 + (52 + 53)(12 + (50 + 52)((51 + (53)(@3 + a))2 =
= (50 -+ (51 —+ (52 -+ 53)(12 + (((50 -+ 52)(51 —+ (53)(0,3 + (l>>2 = (20)
= (5() + 51 + 52 + 53 + ((50 -+ (52)(51 + 53)&2 -+ (50 + 52)(51 + (53)&2)
= 0 + 01 + 02 + I3,
(w1 +u)uguza® = (1 + ) (a+ a®)*usuza® = (47 +13)(0* + a*Jusuza® = 0 (21)
Felhasznélva a (13)), a (I9)), a (20) és a (21) osszefiiggéseket kapjuk, hogy
ut = x(u) + x(uz) = 1.

Mivel az U(F,Q)s) tetszGleges elemének a negyedik hatvanydnak eggyel egyenld, igy az

egységcsoport elemeinek a rendje 1, 2, vagy 4 lesz.
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Osszegzés

sy

A csoporgyliriik elmélete a matematika egy fontos dgazata, amelynek széleskort az alkal-
mazasa a természettudomanyokban is. Szakdolgozatom elkészitése sordn elsajatitottam

7 2

a csoporgylirk elméletének alapvetd fogalmait és tételeit. Megismerkedtem a csoport-
gylirlk egységcsoportjaira vonatkozé legfontosabb tételekkel és definicidkkal, valamint a
csoportgytrik involiciéi fogalmaval.

Az egységcsoport és normalizalt egységcsoport Osszefiliggésébdl kiindulva, meg-
hatdroztam az egységcsoport elemeinek a rendjét és szdmat. Ehhez a sziikséges jelolések
bevezetése utan, felhaszndltam az elem rendjének definicidjat és a kételemd test tulajdon-
sagait.

Osszességében szakdolgozatom eredményeként sikeriilt meghatdrozni az egysé-
gek rendjét, szamat és alakjat a kételemi test feletti nyolcad rendl diéder- és kvaternio-
csoport csoportalgebrdjanak egységcsoportjaban.

A kételemt test feletti nyolcad rendii diédercsoportban 47 méasodrendii és 80 ne-

gyedrendd egység van. Egy mdsodrendi elem az egységcsoportbdl
u= (v +ma)(1+d®) + (14 0:(1+ a) 4 d2(1 + a®) + 65(1 + a®))b

vagy
u=14 (12 +va+ (6 + da)b)(l+a*)

alakd lehet, ahol ;, ; € Fy. Tetsz6leges egység negyedik hatvanya pedig eggyel egyenld.
A nyolcad rend{ kvaternidcsoportban 15 masodrendd és 112 negyedrendii egység van. Az

egységcsoport masodrendi elemei
u=1+ (2 +ma+ (6 + d1a)b)(1 + a?)

alakudak. Tetszbleges egység negyedik hatvdnya pedig eggyel egyenld.
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Pe3ome

Teopisg rpynoBux Kijempb - BaXKJIUBHI PO3/IJ MATEMATUKU, TKUH IMMUPOKO 3aCTOCO-
BYEThC B IPUPOAHNINX HayKaxX. [1i 9ac BuKoHaHHS OaKaIaBpChKOI pOOOTH s1 OCBOIB
OCHOBHI IOHATTS 1 TeOPEMH TeOPil I'PYIOBUX KLJIelb, TO3HAOMUBCS 3 HallBaXKJIMBI-
IMAMU TeopeMaM# 1 O3HAaUYeHAMHU PO TPYILYy OJWHUIL T'PYMOBUX KiTelb, & TaKOXK 3
IHBOJIIOIISIMH TPYIIOBUX KiJIEIh.

Baspmm 10 yBaru 38’s30K MiK IpyIOI0 OJIMHUIL 1 HOPMAaJIi30BAHOIO I'PYIIOIO
OJIMHUIIL TPYTOBOTO KUIBIEA, d 3HAMIIOB IMOPSJIOK €JEeMEHTIB TPYyNU OIWHUIb, 1X
BUIVISIZ Ta KiJIbKicTh. s 11boro, mmic/ig BBeIeHHsI HeOOXiTHIX IT03HAYEHb, s BUKOPH-
CcTaB O3HAYEHH IMOPSJIKY eJIeMeHTa I'PYIN Ta BJIACTUBOCTI I0JIs i3 JIBOX €JIEMEHTIB.

Y IHiACYyMKY, pe3yJbTaToM MO€El poOOTH € BU3HAUEHHS HMOPSAIKY, KiJIBKOCTI i
BUTJIAY €JIeEMEHTIB TPy OJUHAID Jie/IpaIbHOl TPYTIN Ta TPy KBATEPHIOHA BOCH-
MOT'0 TIOPAJIKY HaJI TOJIEM 3 JIBOX €JI€MEHTIB.

Y diesipaJibHiil TPyl BOCBMOTO IOPSJIKY HaJI IOJIEM i3 JIBOX e/leMeHTIB 47
OJIMHUITH JIPYTOTO MOPsIKY 1 80 OJMHUIL 9€TBEPTOrO MOPAIKY. ByIb-saKkuii ejleMeHT

,IprI‘OI‘O HOpH,ILKy 3 FPYHI/I O,ILI/IHI/IHJ: MO>XHa 3allucaTlu dK
u= (7 +ma)(1+a®)+ (1+ 6 (1+a)+ (1 +a®) + &5(1 +a®))b

abo

u=14 (2 +va+ (8 + 61a)b)(1 + a?),

ne v, 0; € Fy. HerBepra cremninb JOBIIBHOT OJMHAIN 3aBXK /U JIOPIBHIOE OJIMHUITI.
Y rpyni KBaTepHIOHA BOCBMOTO TMOPSAJIKY HaJI MOJIEM 13 JIBOX €JIeMEHTIB 15
OJIMHUITH JIPYTOro nopgaky i 112 ogunuils yeTBepTOro nopsiJiky. Byab-gakuii ejleMenT

APYTOTro IMOPAJAKY 3 I'PYIIM OAMHUITL MOXKHa 3alliCaTh HACTYIIHUM YHMHOM:
=1+ (y2 +ya+ (6 + d1a)b)(1 + a?).

Yerpepra cTemiHb JAOBLIBHOI OJMHUIN 3aBXK/IN JIOPIBHIOE OIUHMIIL.
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