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Bevezetés

A reprezentdcié elmélet kezdetét veszi a permutdcidé csoportok és matrix algebrak
tanulmanyozdsaval. Az ilyen megfontolas fontossdgat a csoportok tanulmanyozéasahoz jol
értette F. G. Frobenius és A. Burnside, mivel az elméleti szdmitasokat konnyebb elvégezni
egy matrix csoportban mint egy absztrakt csoportban.

A csoportok reprezentacié elméletét egy kellGen teljes és konnyen hasznalhat6 forma-
ban F. G. Frobenius fejlesztette ki a 19. szdzad utolso két évtizedében. F. G. Frobenius
és A. Burnside-nak koszonhet6en a reprezentacié elmélet fontos szerepet jatszott a véges
absztrakt csoportok elméletben.

Az els6 konyv, amely rendszeres bemutatdst adott a reprezentacié elméletérdl 1911-
ben jelent meg (A. Burnside), €s szdmos eredményeket tartalmazott a véges csoportokrol.
Az 1929-ben megjelent E. Noether munk4ja szoros kapcsolatot mutatott ki a reprezenticid
elmélet €s a modulok elmélete a gy(irtk és az algebrak felett.

Egy masik fontos dllomés a reprezentaci6 elmélet kidolgozasdban R. Brauer munkdja
volt a véges csoportok moduldris reprezentdcidirdl. Az F. G. Frobenius klasszikus elméle-
téhez hasonldéan R. Brauer elméletének szamos fontos alkalmazdsa van a véges csoportok
elméletében.

Ugyanakkor kapcsolatot alakit ki az algebrdk reprezentacio elméletével, tj modulok-
kal és gytirtikkel kapcsolatos problémdkat javasol a minimalitds feltétellel, és feltdrja az
alapvet6 jelent6ségét a szamelméleti kérdéseknek a csoport- €s a reprezentacié elmélet-
ben.

Az emlitett témdk intenziv kutatdsdnak id6szakdban a csoportok métrix reprezenta-
cigjat szdmos szerzd tanulmdnyozta, olyanok mint : G. Higman, V. Bashev, I. Shur, R.
Frucht, K. Jamazaki, K. Ringel, K. W. Roggenkamp, T. Hannulo, S. Kruglyak , I. Reiner
, S. Berman, P. M. Gudivok, V. M. Bondarenko, Yu A. Drozd, L. Barannyk és masok.

Fontos kérdések, melyek a matrix reprezenticié elmélet tanulmdnyozdsa soran je-

lennek meg a véges csoport nem ekvivalens felbonthatatlan reprezentaciok szamarol, az



irreducibilis reprezentaciokrol valamint a csoportok vadsagardl vagy szelidségérdl szol-
nak. A szakdolgozatban szamos fontos eredmény van megadva amelyek kapcsolédnak
ezen kérdésekhez, kiilonos tekintettel a bizonyitdsaik vannak bemutatva.

Az 5. fejezetben egy masodrendii ciklikus csoport vadsaga van bebizonyitva valamely

lokalis faktoridlis gydrd felett.



1. fejezet

Alapfogalmak

Ebben a fejezetben ismertetjiik a csoport matrixreprezentacié elméletének jol ismert de-

finicidit, amelyekre sziikség lesz a tovdbbiakban. Legyen adott K egy egységelemes

s

kommutativ gy(ird, GL (n, K) az dsszes invertalhaté n-es matrixok csoportja a K gyfrd

felett és G egy véges csoport, melynek rendje |G|.

1.1. definicié. A" : G — GL (n, K) homomorfizmust a G csoportrdl a teljes linedris

csoportra GL (n, K)-ra n-edrendii mdtrix reprezentdcidjdnak nevezziik a G csoportnak a

sr s

K gyiiri felett.

1.2. definicio. I' és I'" n-edrendii mdtrix reprezentdcioit a G csoportnak a K gyiiri felett
K -ekvivalensnek nevezziik, ha létezik olyan C' € GL (n, K) mdtrix, melyre C~'T' (g) C =
[ (g), tetszdleges g € G .

Nyilvanval6, hogy az 6sszes n-edrend{i matrix reprezenticiok halmaza a G csoportnak

7

a K gytri felett K-ekvivalens reprezentacidkat tartalmazé osztalyokra bontédik.

o

1.3. definicié. I a G csoport K gyiirii feletti mdtrix reprezentdciojdt reducibilisnek ne-

sr o

vezziik a K gyiird felett, ha az K-ekvivalens a 1" reprezentdcioval:

g T (g) = I (g) T(g) e

0 Ta(9)
ahol T'; n;-rendii K gyiiri feletti mdtrix reprezentdcidja a G csoportnak (n; > n;i = 1,2).

sy o

Az ellenkezd esetben a 1" reprezentdciot irreducibilisnek nevezziik a K gyiirii felett.

s s

1.4. definicio. ' a G csoport K gyiirii feletti mdtrix reprezentdciojdt felbonthatonak ne-

sr o

vezziik a K gyiird felett, ha az K-ekvivalens a 1" reprezentdcioval:

g—1"(9) = hlg) 0 ,g€G (1)

0 Tu(g)

7



2

ahol T; (i = 1,2) K gyiird feletti mdtrix reprezentdcidja a G csoportnak.

Ha a I reprezentécié K -ekvivalens az (1) alakd reprezentacidval, akkor a I reprezen-

taciot a I'; és a ['y reprezentaciok 6sszegének nevezziik, és a kovetkezképpen jeloljiik:

I'=T7+1T%.

sr o

1.5. definicio. I' a G csoport K gyiirii feletti mdtrix reprezentdcidjdt teljesen reducibilis-

s, o

nek nevezziik a K gyiirii felett, ha az K -ekvivalens a I reprezentdciéval.:

'y (9) 0
g—1"(9) =
0 Iy (9)
aholT'; (i = 1,...,r) irreducibilis mdtrix K -reprezentdcidja a Gesoportnak.

s

1.1. tétel. (Maschke-tétel) Legyen K* multiplikativ csoportia a K gyiiriinek és G egy

véges |G| rendii csoport. Ha |G| € K*, akkor tetszdleges K gyiirii feletti mdtrix repre-

zentdcioja a G csoportnak teljesen reducibilis.

Pl

Nyilvanvald, hogy ha a G csoport K gyfir( feletti matrix reprezentacidja irreducibilis

a K gylrd felett, akkor az felbonthatatlan a K gyfirQ felett. Megjegyezziik, hogy ennek

az éllitadsnak az ellenkezdje nem lesz igaz.

sy s

1.6. definicio. Legyen adott " (A1, As) a G csoport K gyiirii feletti mdtrix reprezentdcio-
ja, mely tetszdleges Ay és As n-es mdtrixoktdl fiigg (abban az értelemben, hogy az dsszes
mdtrix reprezentdcio tombos alaku, és minden tomb nem kommutativ polinom az A,és A,
madtrixoktol) a K gyiirii folott (n egy tetszoleges természetes szam). Azt mondjuk hogy
a G csoport vad a K gyirii felett ha a I (A1, As) és I' (By, Bs) ekvivalencidjukbdl az
kovetkezik, hogy az (A_l, A_g) és (E, E) pdr mdtrixok hasonléak a K = K|V test felett

( V valamely maximdlis idedlja a K gytiriinek, A egy K test feletti mdtrix, amelyet az A

Jeletti mdtrixbol kapunk ha dsszevonjuk az elemeit V' idedl modulo szerint).

Kiilonboz6 alkalmazasokkal kapcsolatban érdekes lehet a kovetkezd feladat :
1. Feladat. Hatdrozza meg az 0sszes véges csoportot, melyek K gyfir( feletti matrix
reprezentdcidinak lefrdsa nem foglalja magaban a par métrixok hasonlosdganak feladatat

valamely test folott. Az ilyen csoportokat gyakran szelid(tame) csoportoknak nevezziik.



A véges csoportok reprezentécidi test felett mar tanulményozva vannak. Ha a reprezen-
tacios tipusrol beszé€liink, akkor a klasszikus esetben, amikor a test karakterisztikdja nem
osztja a csoport rendjét(nem moduldris est), akkor a csoport az ekvivalencia pontossag-
gal, végtelen szamu felbonthatatlan reprezenticidkat tartalmaz. Az ellenkez$ esetben,
amelyet moduldrisnak neveznek, véges szamu felbonthatatlan reprezentaciok csak olyan
csoportoknak van, melyek Sylow ciklikus p-részcsoportal rendelkeznek, ahol p a test ka-
rakterisztikdja. A moduldris esetben a csoport tobbsége vad, vagyis az ekvivalens rep-
rezentdciok lefrdsanak problémadja a linedris algebra megoldatlan klasszikus problémajat
tartalmazza a par matrixok hasonlésdgardl. Azokat a csoportokat amelyek lehetévé teszik
a reprezentaciok leirdsat, szelid (tame) csoportoknak nevezziik (a szelid és vad matrixok

problémdjat definidlta J. A. Drozd [1]). A véges szelid csoportokat a moduldris esetben

teljesen leirtdk V. M. Bondarenko és J. A Drozd [2].



2. fejezet

Véges csoportok test feletti

felbonthatatlan reprezentacioja

V. A. Bashev [3] 1961-ben az ekvivalencia pontossdggal meghatdrozta a véges nem cik-
likus p-csoport felbonthatatlan p-karakterisztikdji F' test feletti métrix reprezentdcioit.
Valamint leirta, az ekvivalencia pontossaggal, az 6sszes felbonthatatlan matrix reprezen-
tacidit a (2, 2) tipusd Abel csoportnak egy 2 karakterisztikdju test felett.

A kovetkezs eredményt G. Higman kapta meg [4].

Legyek K egy test melynek karakterisztikdja p > 0

2.1. tétel. ([4)) A G = (a) p" rendi ciklikus p-csoport dsszes felbonthatatlan, nem ekvi-

valens mdtrix reprezentdcioja a K gyiirii felett a kovetkezd reprezentdciok lesznek:
Iita—=V;(j=1,2,...,p")
ahol V; egy Jorddn-tomb, melynek a fodtlon egységelemek vannak.

2.2. tétel. ([4]) A G (p,p) tipusi Abel csoportnak léteznek tetszdlegesen nagy hatvdnyii

felbonthatatlan mdtrix reprezentdcioi a K gyiirii felett.

Bizonyitds. Vizsgdljuk a kovetkez8 K gyr( feletti reprezentacidjat a G = (a) x (b)

(a? = b? = 1) csoportnak

n

E, n
I:a— =A,,b— = B,,
0 E, 0 E,

ahol E egy n-es egységmatrix és n pedig természetes szdm. Legyen C' — 2n-es matrix a

K gyfrd felett, melyre A,,C = CA,,, B,C = CB,,.

10



Ebbdl kovetkezik, hogy a C' matrix alakja:

C= (€ K).
0 «

Kovetkezésképpen, C' egy invertdlhatd vagy nilpotens matrix. Ebbdl és a 2.1 tételbdl az
kovetkezik, hogy I',, felbonthatatlan reprezentaci6 a K gytrd felett.
]

s, s

2.3. tétel. ([4]) Legyen G egy véges p-csoport. A K gyiirii feletti nem ekvivalens felbont-
hatatlan mdtrix reprezentdciok szdma a G csoportnak véges akkor és csakis akkor, ha a

G csoport ciklikus.

A fent emlitett kovetkeztetések és tételekbSl Higman tétele [4] kovetkezik a véges
csoport nem ekvivalens felbonthatatlan matrix reprezentdciok szdméarél, egy p > 0 karak-

terisztik4ju test felett.

2.4. tétel. ([4]) Legyen G egy véges csoport, melynek H Sylow p-részcsoportja és K egy
test, melynek karakterisztikdja p. A nem ekvivalens felbonthatatlan mdtrix reprezentdciok

szama a G csoportnak a K gyiirii felett véges, akkor és csakis akkor, ha a G ciklikus

csoport.

V. M. Bondarenko [5] és K. Ringel [6] ekvivalencia pontossdggal leirtdk a felbontha-

tatlan reprezentdcidit a diéder csoportnak
D,, = <a,b]a2m =1,0*=1,b"ab= a’1> (m € N)

a 2 karakterisztikdju test felett.

P. M. Gudivok és E. J. Pohorilyak [7] bebizonyitottdk a kovetkezs tételt.

2.5. tétel. ([7]) Legyen G egy véges p-csoport, melynek a rendje |G| > 1, S - p karakte-
risztikdjii test, R = S [x1, ..., x| (n > 1), m egy tetszdleges 1-161 kiilonbozd természetes

szam. Létezik végtelen sok m-ed rendii nem ekvivalens és nem reducibilis mdtrix repre-

sy o

zentdcioja a G csoportnak az R gyiirii felett.

P. M. Gudivok, V. S. Drobotenko és O. I. Lichtmann [8] jelentSs eredményeket értek

s

el a véges csoportok reprezentacidirdl a Z,,, , m modulo maradékosztalyok gyfirije felett.

27 2

A kovetkezd tételeket kaptak.

11



2.6. tétel. ([8]) Ha m = 0 (mod p?), akkor minden G p-csoport, melynek rendje |G| > 1,

tetszolegesen nagy rendii irreducibilis mdtrix reprezentdcioval rendelkezik a Z,, gyiri

felett.

2.7. tétel. ([8]) A t rendii G csoport tetszblegesen nagy rendii irreducibilis mdtrix repre-

zentdcioval rendelkezik a Z,, gyliri felett akkor és csakis akkor, ha létezik egy olyan p

prim szam, melyre teljesiil kovetkezd feltételek egyike:
1. t=0(modp) ésm =0 (mod p?);
2. m = 0(mod p) és a G csoport Sylow p-részcsoportja nem ciklikus.

P. M. Gudivok [9] megoldotta a véges p-csoport p-karakterisztikdjd integritds tarto-
many feletti felbonthatatlan métrix reprezentaciok rendjeinek halmazanak végességérol

szoOlo feladatat.

2.8. tétel. ([9]) Legyen G egy véges p-csoport, melynek a rendje |G| > 1, K egy p-

Pl

karakteriszikdjii foidedlok tartomdnya . A G csoport R gyiiri feletti felbonthatatlan mdt-
rix reprezentdciok rendjeinek halmaza véges akkor és csakis akkor, ha a G csoport ciklikus

és teljesiil egyike a kovetkezo feltételeknek:
1. K egy test;

2. G egy 2 rendii csoport.

12



3. fejezet

Véges csoportok matrix reprezentacioja

¢és a par matrixok problémaja test felett

El6szor olyan reprezentdcidkat tanulmanyoztdk, amelyeknél a test karakterisztikdja nem
osztja a csoport rendjét, és kideriilt hogy mindegyik véges tipusui(felbonthatatlan métrix
reprezentaciok rendjeinek halmaza véges); abban az esetben, ha a test karakterisztikdja
p(p > 0) osztja a csoport rendjét,elGszor levoltak irva a véges tipusid csoportok és azok
voltak a ciklikus Sylow p-részcsoportokkal rendelkez6 csoportok. Ezutidn bevolt bizo-
nyitva a (2, 2) tipusu csoport szelidsége (V. A. Bashev) és a (p, p) csoport vadsaga amikor
p # 2 (P.N. Gudivok, nem publikélt eredménye, és S.A. Kruglyak) valamint a (2,2, 2)
és (2,4) tipusu csoportok vadsdga (S. Brenner), majd a diéder és kvazidiéder csoportok
szelidsége (V.M. Bondarenko). Végiil, véges csoportok fix karakterisztikdja test feletti
szelidség kritérium volt bebizonyitva (V.M. Bondarenko, J. A. Drozd).

Ismeretes, hogy a véges csoportok vadsdganak problémdja nagyon j6l tanulméanyozott

testek felett. S.A. Kruhlyak [10] bebizonyitotta a kovetkezd tételt.

3.1. tétel. ([10]) Legyen G egy véges nem ciklikus p-csoport és K egy test, melynek ka-
rakterisztikdja p (p # 2). A G csoport vad lesz a K test felett.

Bizonyitds. Nyilvanvald, hogy a tételt elegendS bebizonyitani egy G (p, p) tipusu Abel

csoportra: a? = bP = 1,ab = ba . Megvizsgiljuk a G csoport kovetkezd K test feletti

13



' (A, B) reprezentacidjat

E 0 FE

0 FE O
a—T,(A B)=

0 0 F

0 0 O

E FE 0

0 FE 0
b—>Fb(A,B):

0 0 &

0 0 O

o o

= o

E

(F egy n-es egységmatrix, A és B tetszOleges n-es matrixok a K test felett).

Legyen I' (A, B) és I' (A’, B') a G csoport K test feletti ekvivalens métrix reprezen-

tacidja, vagyis létezik olyan C' € GL (n, L) matrix, hogy I', (A, B)C = CT', (A", B'),

T, (A, B)C = CT, (4, B).

Felirvaal', (A, B) C = CT, (A’, B") matrix egyenl&séget kapjuk:

E 0 E 0\ [Cu Co» Cs Cu Ci Ch
00 E 0 A||[Cu Cn Co Co| |Cn O
00 E 0|]|Cy Co Cos Cu| |Ca O
0 0 0 E)\Cu Cw Ci Cu Cu Cu

Innen kapjuk, hogy

Cii+0Cs Cia+Cs Cizg+Cs Cuu+Csy
Co1+ACy Co + ACy Co3+ ACy3 Cohy + ACy
Cs Cso Css Csy
Cn Cao Cus Cua

Egyeldek a (1,1) helyen 1év6 elemek, tehét
Cii + C3 = Chy,

innen

031 = 0.

Egyeldek a (2,1) helyen 1év6 elemek, tehét
Co1 + ACy = Cyy,

14

014
C(24
Csa
C(44

Cll
&
031
C41

C’12
C(22
C132
C'42

o o o ™
o o Im o
o m o o™

Ci + Cis
Co1 + Ca3
C31 + Cs3
Cn +Cy

Al

Ci1oA" + Cy
Cp A"+ Cyy
C32A" + Csy
CppA'+ Cyy



innen

041 = 0.

Egyeldek a (1,2) helyen 1év6 elemek, tehat
Cia + Cs2 = Chz,

innen

032 =0.

Egyel6ek a (2,2) helyen 1év6 elemek, tehat
Coy + ACyy = Oy,

innen
C 492 = 0.

sz

Egyel6ek a (2,4) helyen 1év6 elemek, tehat
Coy + ACyy = CrA' + Coy,

innen
AC44 = CQQ A/.

sz

Egyel6ek a (3,3) helyen 1év6 elemek, tehat
Cs3 = C31 + Csg,

innen

031 =0.

Egyeldek a (1,3) helyen 1év6 elemek, tehét
Cis + C33 = Cny + Chs,

innen

C’33 = Cll-

Azutén, felirjuk aI'y (A, B) C = CT, (4’, B') . matrix reprezentaciojat

EE 0 0\ [Cu C» Ci Cu Ci Cio Cis Cu) (E E 0 0
00 E 0 B||Cy Co Cu Cou| |Cu Co G Cu| |0 B 0 B
00 E A||Cy Co Cy Cou| | Co Coo Cos G| |0 0 B &
0 0 0 E)]\Cu Cw Cis Cu Cu Cw Ci Cul \0 0 0 E

15



innen kapjuk, hogy

Cii+Cy  Cia+Cyn Cig+Cy Ciu+Cy
Co1 + BCy1 Co+ BCyy Coz3+ BCy3 Coy+ BCy
Cs1 + ACy Csp + ACsy Csg+ ACs3 Csy + ACu

CV41 C’42 043 CV44

Cin Cii+Ciy Ciz CioB' + Ci3A" + Cyy
Cyr Co+ Ch Cyz CypB' + CyA+ Cy
C31 O3+ Csy Csz O3B + C33A' + Cyy
Cyn Cu+Cyy Cuz CpB + Ci3A + Cy

sz

Egyel6ek a (1,1) helyen 1év6 elemek, tehat
Cii + Cy = Oy,

innen

021 = 0.

Egyeldek a (2,1) helyen 1év6 elemek, tehét
Co1 + BC41 = Oy,

innen

041 = 0.

Egyeldek a (1,2) helyen 1év6 elemek, tehét
Cia + Cy = C11 + Cha,

innen

Cll = 022‘

Egyeldek a (1,3) helyen 1év6 elemek, tehét
Ci3 + Ca3 = C13,

innen

023 =0.
Egyeldek a (2,4) helyen 1év6 elemek, tehét
Cos + BCyy = CpuB' + Cy3 A" + Coy,
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innen

BC44 = CQQB,.

z_ 2

Egyeloek a (2,3) helyen 1év6 elemek, tehdt
Co3 + BCy3 = Cos,

innen

043 =0.

Ezutdn megkapjuk a C maétrix alakjat:

Cll C112 013 C(14
0 Ciu 0 Cy
0 0 Cu Cxun
0 0 0 Cu
és AC;y = C1 A, BCyy = C1 B/, ahol Cyy € GL (n, L). Tehdt, az R-reprezenticid

C:

leirasanak problémaja magaba foglalja a par matrixok hasonldsagénak probléméjat az R

test felett. N
S. Brenner [11] a kovetkezd tételt bizonyitotta be .

3.2. tétel. ([11]) Legyen adott a G = (a) x (b) x (c),(2,2,2) tipusi csoport és F 2

karakterisztikdju test. A G csoport vad az F test felett.

Bizonyitds. El6szor felépitjik a ' (A, B) : G — GL (2n, F') leképezést:

E FE

a— =TI(a),
0 F
E A

b— =T(bA),
0 F
E B

c— =I(c, B).
0 F

Itt az A, B tetszGleges F’ test feletti n-es matrixok, F egy n-es egységmatrix.
Megmutatjuk, hogy a vizsgalt leképezés homomorfizmus, vagyis reprezenticidja lesz a G

csoportnak. Ehhez ellendrizniink kell a kovetkezd feltételeket:
E 0

1. (a)> =T (b,A)*=T(c,B’=FE E = ;
0 E

17



2. T'(a),T" (b, A),I' (c, A) felcserélhetSek a szorzds miiveletére.

Ezutan feltételezziik, hogy a I' (A, B) és I (A’, B’) ekvivalens 2n -edrend{ reprezentaci-

z

C, C
Akkor, C = b (Cin- es matrix az F felett, i = 1,2, melyre C' € G (2n, F)
Cy C4
hogy:
['(a)C =CT (a),
(b, A)C=CT (A,
['(¢, B)C =CT (¢, B'),
Kapjuk
Cy Cy
0 )
ChA=AC,
C\B = B'C;.

A C miatrix alakja azt bizonyitja, hogy a C'} matrix invertdlhaté. Az utolsé kettd matrix
egyenlGségbdl pedig kapjuk, hogy az (A, B) és (A’, B') par matrixok hasonléak. Tehdt a
csoport vad a vizsgalt test felett (S. Brener)

O

V. M. Bondarenko és Yu. A. Drozd [2] egy véges csoport szelidségének kritériumat

bizonyitottak egy fix p karakterisztikaju test felett.

3.3. tétel. ([2]) A G véges nem ciklikus csoport szelid lesz a p karakterisztikdjii K test
felett akkor és csak akkor ha (G : G') < 4. Az ellenkezd esetben a G csoport vad lesz a

K test felett.

Itt a G’ kommutdtorat jeloli a G-nek.

E tétel részeseteit G. Higman [4], V.A. Bashev [3] és S.A. Kruglyak [10] bizonyitottdk.
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4. fejezet

Null karakterisztikaju gytiriik esete

Legyen K egységelemes kommutativ gylrd, V a K gyiir( idedlja.

4.1. definicié. Az a,b € K kongruensnek nevezziik modulo V' szerint ha a — b € 'V
(a =b(modV))

4.1. tétel. ([2]) Legyen G = (a) ciklikus mdsodrendii csoport, K egy nulla karakteriszti-
kdju lokdlis faktoridlis gytiriiés 2 € K*,2 = Htfl .. .tgd, e K*S; >1,d>2),t...t4
a K gyiirii kiilonbozd prim elemei (nem asszocidlt elemek), (t; # 0;t;,0; € K*,i # j).

Akkor a G csoport vad a K gyiirii felett.
Bizonyitds. Felépitjiik a kovetkezd leképezést

—E S(A,B)
[ =T, (4,B), 4.1)
0 E
ahol S (A, B) = titoF + t1t3A + tot3 B, A, B — n—es matrixok a K gyfr felett, F egy

n-es egységmatrix.

Tegyiik fel hogy ', (A, B) ~ T, (A’, B') = 3C a K gyfird felett hogy

I'.(A,B)C=CT, (A, B). 4.2)

3 o Ci i - L

Konnyen beldthaté hogy a C' = , ahol C;; — n—es matrixok a K gyfr(
0 Cy

felett (1,7 =1,2).
Az (4.1), (4.2)-bdl kapjuk:

_E S(A,B)\ [Cu Ci Cy Cn\ [—E S(A,B)
0 E 0 Coy 0 Oy 0 E
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—Cn —012 +S (A, B) 022 _Oll _OIIS (Ala B/) + 012

0 022 0 022

EgyenlGek az (1, 2) helyen 1évs elemek, tehdt
—Ci12+ S (A, B)Cyy =Cra —CuiS (A, B'),

S (A, B) 022 - 0115 (A/, B/) = 2012.

Innen:

(tthE + tltgA + tgth) 022 — CH (tthE + tltgA/ + tgth) = 2012,

tth (022 — Cn) + t1t3 (ACQQ — CHA/> -+ t2t3 (BC22 — CHB/) = 2012.

Mivel

R R

innen kovetkezik, hogy Cy — C; € V, ahol V a K gytliri maximalis idedlja.
Tehat
022 = CH (modV) .

Az ACy, — C11 A osztddik to-vel, ezért ACy, — C1 A’ e V.
Tehat,
AOQQ = CllA, (mOdV) s

Hasonl6éan megkapjuk BCs, — C11 B’ € V, vagyis

BCo = C11 B’ (modV) .
A (4.3),(4.4) kovetkezik

ACy = Cp A" (modV) .
A (4.3),(4.5) kovetkezik

BCy; = C1 B (modV) .

A (4.6), (4.7) kongruencidkbdl kovetkezik, hogy G vad a K felett.

4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

“.7)

]

4.2. tétel. ([13]) Az egységelemes kommutativ gyiiriiben tetszdleges elem invertdlhaté

vagy hozzdtartozik a gytirii valamely maximadlis idedljdhoz.
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4.3. tétel. ([2]) Legyen H egy (3,3) tipusii csoport H = {(a) x (b), a® = V* = e. K
integritds tartomdny melynek karakterisztikdja 0 és 3 ¢ K* e € K, &% = 1,¢ ¢ 1. Akkor

a G csoport vad lesz a K gytirii felett.

Bizonyitas. Felépitjiik a leképezést:

e 0 0 E A
0 ¢E 0 E E
'ia— |10 0 ¢ E B|=I.(4,B),

0 0 0 E 0
0 0 0 0 E

eE 0 0 0 A

0 &F 0 e¢E (1+¢E

b0 0 E —-E 0 =1 (4, B),
0 0 0 eE 0
0 0 0 0 E

ahol A, B n-es matrixok a K gyfr( felett, £ n-es egységmatrix.
Legyen I' (A, B) £r (A’, B'), akkor 3C' € GL (5n, K) hogy teljesiilnek az aldbbi
egyenldségek:
I'.(A,B)C=CT, (A, B,
Iy(A,B)C =CT, (A, B').
Nyilvanval6, hogy a C' matrix alakja:
Cn 0 0 Cu Ci
Coa 0 Coy Cos
0 Cs3 Ci Css

0
0
0 0 0 Cyu O
0 0 0 0 Uy

Felirjuk az egyenldséget matrix alakban

eE 0 0 E A Cii O 0 Cu Cis
0 e 0 E FE 0 Ch 0 Oy Oy
0 0 ¢ E B 0 0 Cs3 Oy Cs5| =
0O 0 0 E O 0 0 0 Cyu O
o 0 0 0 F 0 0 0 0 GCss
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Cii 0 0 Cu Ui eE 0 0 E A
0 Cy 0 Oy Cy 0 e& 0 E FE
0 0 Cs35 Csy Css 0 0 e E B
0 0 0 Cu O o 0 0 E 0

0 0 0 0 GCs o 0 0 0 FE

Ha az els6 matrix els6 harom sorat a masodik matrix utolsé két sorara szorozzuk,

akkor kapjuk:
Ciy+Cy  €Cis + AC55 Ci+Cu CnA'+Cis
£Cy + Cyy  €Cy + Css = | Cp+Cy Chu+Csy
eCsq + Cyy €Cs5 + BCs; Cs3+ Csq Cs3B' + Csp

EgyenlGek az (1, 1) helyen 1évS elemek, tehdt
Cyy = C11 (modV) .
EgyenlGek az (2, 2) helyen 1év6 elemek, tehat
Cs5 = Cos (modV) .
EgyenlGek az (2, 1) helyen 1év6 elemek, tehat
Cao = Cyq (modV') .
EgyenlGek az (3, 1) helyen 1év6 elemek, tehat
Cyy = Cs3 (modV) .
EgyenlGek az (3, 2) helyen 1évs elemek, tehdt
BCs5 = Cs33B' (modV) .
EgyenlGek az (1, 2) helyen 1évs elemek, tehdt
AC55 = C11 A" (modV) .

Tehét
AOH = CHA/ (modV) s

BCy = C1 B (modV) .

Innen kovetkezik hogy, a G csoport vad a K felett.
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5. fejezet

A 2-csoport vadsaga null

YL W4

karakterisztikaju lokalis faktorialis

gylirik felett

Megfogalmazzuk a véges p-csoportok vadsagat az egész p-adikus raciondlis szamok gy-

rién amit P. Gudivok [8],[14] munk4ibdl kaptuk.

5.1. tétel. ([8],[14]) Legyen G egy véges p-csoport és 7| az egész p-adikus raciondlis
szdmok gyiirijje. A G csoport szelid lesz a 7} gyiirii felett akkor és csak akkor, amikor G
egy (2, 2) tipusii csoport vagy ciklikus csoport melynek rendje p" (r < 2 amikor p # 2 és

r > 3 amikor p = 2)

5.1. kovetkezmény. ([8],[14]) Legyen G egy véges csoport, melynek H Sylow p-részcso-
portja (p # 2). A G csoport szelid lesz a 7., gyiiri felett akkor és csak akkor, amikor H

ciklikus csoport melynek rendje p" (r < 2).

I. Reiner és H. Zassenhaus [15] megkaptak annak a kapcsolatdt, hogy mikor lesz ek-
vivalens a Z;, feletti reprezentdcié egy véges csoportnak ugyan ezen csoport p-adikus
raciondlis szamok testének bdvitése felett és az adott bévités egészek gylirtije felett.

5.2. tétel. ([15]) Legyen F, véges bévitése a Q,, raciondlis p-adikus szdmok testének és
az R, pedig az I, test egészek gyiiriije. Z; feletti T és 1" mdtrix reprezentdcidi a vé-
ges G csoportnak Z,, felett ekvivalensek akkor és csakis akkor, ha azok R, felett lesznek

ekvivalensek.

5.2. kisvetkezmény. ([15]) Ha a véges G csoport vad a Z;, gyiirii felett, akkor vad lesz a

R, gyiirii felett is.
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Megadjuk az eredményeket, amelyek viszont nem rég voltak megkapva P. Gudivok
és S. Kindjuh [16],[17] 4ltal, a p csoport vadsdgat illetGen valamely null karakterisztikdju
integritas tartomany felett.

Féleg a [16]-ban bevolt bizonyitva a G' 2-csoport vadsdga melynek rendje |G| > 2

a lokalis faktoridlis gy(r( felett melynek karakterisztikdja nulla mely 2 karakterisztikaja

rezidum testel rendelkezik.

5.3. tétel. ([16]) Legyen G egy véges 2-csoport melynek rendje |G| > 2 és K egy nulla
karakterisztikdju lokdlis faktoridlis gyiirii mely 2 karakterisztikdji rezidum testel rendel-

g g

kezik. A G csoport vad lesz a K gyiiri felett, ha K nem diszkréten normalizdlt gyiirii.

5.4. tétel. ([16]) Legyen G egy véges 2-csoport melynek rendje |G| > 1 és K egy lokdlis
Jaktoridlis gylirii melynek karakterisztikdja nulla mely 2 karakterisztikdju rezidum testel
rendelkezik. Ha K nem diszkréten normalizdlt gyiirii és 2 = 0t5 ahol (0 € K*,e > 1)
vagy 2 = Ot]' ...t ahol ty .. .ts - a K gyiird kiilonbozd prim elemei (nem asszocidlt

elemek), s > 2 ésri+ ...+ rs > 2, akkor a G csoport vad lesz a K gyiiri felett.

5.5. tétel. ([17]) Legyen G egy véges 2-csoport melynek rendje |G| > 1 és K egy null
karakterisztikdji integritds tartomdny , p ¢ K* ése € K (e =1,e #1). A G csoport

g

vad lesz a K gyiirii felett, ha teljesiilnek az aldbbi feltételek:
1. p>3;

2. G egy 3-csoport melynek rendje |G| > 3

7

Jeloljiikk m (I)-vel, ahol I —idedlja valamely K gyfirtinek, az I idedl generator eleme-

7

inek szamat. K* a K gy(iri multiplikativ csoportja.

5.6. tétel. Adott G = (a|a® = ¢e) és K egy lokdlis faktoridlis gyiirii, melynek karakte-
risztikdja nulla, és amelynek rezidum testének (K /RadK) karakterisztikdja 2, valamint

teljesiilnek a kovetkezo feltételek :

1. 2=tty...ts(s € Nys > 1), ahol ity . . .1, - kiilonbdzd prim elemei a K gyiiriinek
(ti #0450 € K*i =15, = L,s,i # j);

2. a K| = K/t|K gyiirii I idedlnak véges m (I) > 1. Akkor a G csoport vad lesz a

sr o

K gyiirii felett.
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Bizonyitds. Legyen K olyan, mint a tétel feltételben leirt feltételekben. Akkor, l1étezik
v € K, hogy (v,t;) = 1. Tényleg, az ellenkezd esetben, vagyis, ha (v,t;) # 1, akkor
(v,t;) =t; ésvosztédna t;-re,v =v+tH, K =t,K =0ésaV = (u,0) = (u,0) = (u)
1dedl £6 idedl lenne, ami lehetetlen.

Vizsgaljuk a kovetkezd matrix K -reprezentacidjat a G csoportnak:

—E D(A,B)
T'(A,B):a— =T, (A, B),
0 E

ahol
vhE H#A 0

D(A,B)= | v*E vHE B |,
0 ’E uvHE
A, B— tetsz6leges n-es matrixok a K gyird felett; £ egy n-es egységmatrix.
Legyenek I' (A, B) és I' (A’, B') K-ekvivalens reprezentaciok, vagyis 1étezik olyan
C € GL (6n, K) matrix, hogy

I, (A,B)C = CT, (A, B, (5.1)

ahol C' = ||C;;]|; i, j = 1,6, Ci; — n-es matrixok a K gyird felett.

Felirjuk az (5.1) matrix egyenldséget a kovetkezd képen:

~E D(AB) (¢ &\ (& &) (-E D@, B)
0 E o o \o a)\o E ’
ahol
O Cra Cug Cu Cis Cug Cu Ci Cug
Cr=|Co Co Cos | Co=|Co Cos Cos|.Ci=|Cs Cs Csg
C31 C32 033 CV34 C35 C36 CG4 Cﬁ5 066

A matrixok egyenldségébdl kapjuk, hogy az (1,2) helyen 1évS elemek egyenldk, vagy-
is

—ECy+ D(A,B)Cy = C,D (A, B) + CLE

innen
D(A,B)Cy,=C\D (A, B") +2Cs.
Tehat
vhE A0 Cu Cis Cyg Cn Cp Ci3\ (vhE 24 0
v’E ohE 2B Css Cs5 Cs6 | = | Cor Coy Oy v E ohE 2B
0 ’E vhHE Ces Css Cog Cs Csy Csg 0 v*E vy E
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Utl 044 + t%AC54 Utl 045 + t%AC55 Ut1046 + t%AC%G

1}2044 + Ut1054 + t%BCM ’02045 + Ut1055 + t%BC(;g) ’U2046 + Ut1056 + t%BCG(;
U2C54 + Utl 064 U2055 + Utl 065 UQC56 + Utl C66

vt1Cyq + 0201y LA + vt Cra + v*Chz 12C19B" + vt Ch3
= | vt1Cy + ’U2022 t%CmA/ + vt1Ca + U2023 t%ngB/ +vt1Cos | + 20C,.
Utlcgl + U2032 t%CglA, + 'Ut1032 + U2C33 t%ngB/ + Ut1033
Az gy kapott matrix egyenldségben dsszehasonlitjuk a megfeleld helyen 1évd eleme-

ket. Ehhez bevezetjiik a kdvetkezd jeloléseket:
Dy =Cs4, Dy =—Cy, Dy=Css,

D5 = _025a DG = _0157 D7 = _036; D8 = _0267 D9 = _016-

Ha a (3,1) helyen 1év6 elemeket sszehasonlitjuk, kapjuk
V2Cs4 + vt,Csq = vt1C31 + v2Cs9 + 2D5. (5.2)

Ha a (2,1) helyen 1év6 elemeket sszehasonlitjuk, kapjuk
vt Oy + v°Cag = v*°Clyy + vt Csy + 1 BC4 + 2Ds. (5.3)

Ha a (1,1) helyen 1év6 elemeket 6sszehasonlitjuk, kapjuk
vt1Cy + v2Clg = vt Cyy + 2 ACsy + 2Ds. (5.4)

Ha a (3,2) helyen 1év6 elemeket 6sszehasonlitjuk, kapjuk
t2C51 A’ + vt O3y + v2°Cs3 = v2Cs5 + vt1Cgs + 2D (5.5)

Ha a (2,2) helyen 1év6 elemeket sszehasonlitjuk, kapjuk
t2Co1 A’ + vt Cyy + v2°Ch3 = v2Cys + vt Css + 12 BCys + 2Ds. (5.6)

Ha a (1,2) helyen 1év6 elemeket sszehasonlitjuk, kapjuk
20 A + vt Oy + v2°C13 = vt Cys + t1ACss + 2Dg. (5.7)

Ha a (3,3) helyen 1év6 elemeket sszehasonlitjuk, kapjuk

t%032B/ + Ut1033 = U2C56 + Ut1066 + 2D7 (58)
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Ha a (2,3) helyen 1év6 elemeket 0sszehasonlitjuk, kapjuk
t1CpB' + vt,Cyy = v*Clys + vt1Cs6 + 5 BCg6 + 2Ds. (5.9)
Ha a (1,3) helyen 1év6 elemeket sszehasonlitjuk, kapjuk
t1C1 B’ + vt,C13 = vt Cys + t1ACs6 + 2Dy. (5.10)
A (5.3)-b6l konnyen l4thaté:
vt1Co1 + 0?Cog = v*Clyy + vt,Csy + 13 BCy + tity . . . 1,Do,
vagy (ekvivalens alakban)
vty (Coy — Csy) + 0% (Coy — Cuy) = t2BCey + tity .. . 1,Ds. (5.11)

Mivel, a (5.11) kifejezésben minden tag osztodik ¢;-el, kivéve a baloldali médsodik tag,

akkor szamitasba véve, hogy a v és t; relativ primek, kapjuk
Cos — Cyq = 0 (mod RadK)

innen

022 = C44 (mod RCLdK) . (512)

A (5.4)-bdl kapjuk, hogy
’Utlcn + UQClg = ’Ut1044 -+ t%ACEA = tltg Ce Zstg.

Mivel, az utols6 kifejezésben minden tag osztddik t;-el, kivéve a baloldali masodik
tag, akkor szdmitdsba véve, hogy a v és ¢, relativ primek, kapjuk, hogy C'5 osztédik ¢ -re,
vagyis Co = t,C',. Tehat,

Ci2 = 0 (mod RadK) (5.13)

és (ha behelyettesitjiik C15 = t1C1, és t1-el egyszerdsitiink)
v (Cll + UC{Q — 044) = tlAC54 + t2t3 Ce tng. (514)

Legyen
Ch1 + vCly — Cyq Z 0 (mod RadK) .

Akkor a (5.14) kifejezésbdl kapjuk
00 = bols .. . 4,71 (T1 € K) .
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Mivel § € K*, ezért 0 € (K/t,K)".
Tehat,

DO Vlots .. taT1 = tals . .. LT3 = U Ts.

Ellentétbe iitkoztiink, mert V = (@, ) nem f6 idel.

Innen kapjuk
C11 +vCly — Cyy = 0 (mod Rad K) .
Tehat,
C11 — Cuy =0 (mod Rad K) ,
vagyis,

011 = 044 (mod Rad K) .

Az (5.5) egyenl6ségbdl kapjuk, hogy
12051 A + vt,Cag + 02033 = v2Cs5 + v1,Cgs + ity . . .t Dy,
vagy (ekvivalens alakban)
11051 A’ + vty (Cag — Cgs) +v* (Caz — Css) = vty + tita ... t,Dy
ahonnan (az el6z6kho6z hasonldan)
C33 = Cs5 (mod Rad K) .

A (5.6)-bdl kapjuk:

t%CmA/ + vt1022 + ’U2023 = ’U2045 -+ Ut1055 -+ t%BCbg) + tltg c. t5D4.

Innen
t%CmA/ + Utl (CQQ — 055) = U2 (045 — 023) + t%BC% + tth e tSD5,
thglA' +v (022 — 055 — UZE) = tlBC65 + t2t3 e t5D5,
(% (CQQ - 055 - UZE) =tz + tztg ce t5D5.
Hasonl6an, mint a (5.14) egyenl6ségnél tettiik, kapjuk, hogy
022 = 055 (mod Rad K) .
A (5.7) -bdl kapjuk:
t%CHA/ + Utl (012 — 045) —+ U2013 = t%AC55 -+ tth Ce tsDﬁ
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Mivel, az utolsé kifejezésben minden tag osztddik t;-el, kivéve a baloldali masodik
tag, akkor szamitdsba véve, hogy a v € ¢ relativ primek, kapjuk, hogy C}3 osztédik ¢;-re.
Tehdt,

Ci3 = 0(mod Rad K) (5.18)

s

és (ha behelyettesitjiik C3 = ¢, és t;-re egyszerdsitiink),
tl (01114/ — AC55) — v (012 - 045 + 1)013) == t2t3 e tsDG
amit a kovetkezd képen irunk fel

tl (CHA/ — AC55) = v + t2t3 Ce tsDGa

ahol
x = Clp — Cys +0vC15.
Legyen
C1A' — ACs5 # 0 (mod Rad K) .
Akkor

L0=77 (0= CHA'—AC55),E:6y<y:§F) ,

ami ellentéthez vezet a t; meghatarozdsaval.
Tehat,
Cpn A" — AC55 = 0 (mod Rad K) .

Innen kapjuk
Cn A" = ACs5 (mod Rad K) . (5.19)

A (5.8)-bol megkapjuk:
t%cggB/ + Utl (033 — CGG) = UQC56 + 2D7,

innen

t%ngB/ + Utl (ng — 066) = UQC56 + tltg .. .t5D7.

Hasonl6an, mint a (5.4) egyenl&ségnél, kapjuk, hogy
033 = 066 (mod Rad K) . (520)
A (5.9) egyenldségbdl

t%CQQB/ —+ Utlcgg = UQC46 —+ Utlcg)ﬁ -+ t%BCg,G -+ tth Ce tng,
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innen

t% (OQQB/ — 3066) + tlv (023 — 056) = U2C46 + tltg e tng.

Mivel, az utolso6 kifejezésben minden tag osztddik ¢1-el, kivéve a jobboldali elsé tag,
akkor szdmitasba véve, hogy a v é t; relativ primek, kapjuk, hogy Cys osztédik t;-re.

Tehat, Cy = t1C)g, vagyis
t3 (CuB' — BCgg) + t1v (Coz — Cs6) = v*11Clg + tita .. . 1, Ds.
innen (ha ¢;-re egyszerUsitiink)

tl (CQQB/ - BCGG) + v (023 - 056 - UC&G) = t2 ce tng.

vagy
tl (CQQB/ — BC66) +vx = tg Ce ZL,SDS
ahol
Tr = 023 - 056 - UC!L(S'
Legyen

CQQB/ — 8066 7_é 0 (mod Rad K) .

Akkor kapjuk, hogy
60 =77 (0 = CnB' — BCuw),li =77 (7=707),

ami ellentéthez vezet t; meghatarozdsaval, mert ¢, és v relativ prim elemek.
Tehat,
CQQB/ — 8066 =0 (TTLOd Rad K) ,

innen

Cy»B' = BCys (mod Rad K) . (5.21)

Tehat, a (5.12), (5.14), (5.16), (5.17) és (5.20) egyenl6ségekbdl kapjuk:
022 = C44 = Cll = 066 = C55 = 033 (mOd Rad K) (522)
és a (5.13), (5.18) egyenldségekbdl, hogy

CIQ = Clg =0 (mod Rad K) .
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Tehat, a C' matrixra igaz a kovetkezd kongruencio:

Cnhn O 0 Cuy C5 Cig
Cy Cyp Coz Oy O Oy
Cs1 O Cu Csy Cs5 Csg
0 0 0 Cpn Cy Cu
0 0 0 Cs Cu Cs
0 0 0 Cg Cgs Cpp

Q
Il

(mod Rad K) .

A (' matrix alakjabol konnyen lathatd, hogy az akkor €s csak akkor invertdlhatd, ha
invertdlhaté a C;; matrix.

Szamitasba véve a (5.19), (5.21) és (5.22) kapjuk, hogy

CnA' = ACy; (mod Rad K)

és
CllB, = BCH (mod Rad K) .
Tehat, a GG csoport vad lesz a K gyird felett. ]
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Osszefoglalas

A matematikdban és az absztrakt algebrdban, a csoportelmélet a csoport nevii algebrai
struktiraval foglalkozik. A csoportelmélet nélkiilozhetetlen szamtani eszkdze a vegytan
és fizika sok dganak, kiilonosen a kvantumfizikdnak. Tobbek kozott a csoportelmélet a
kémidban elsésorban a szimmetriacsoportok elméletében jelentkezik.

Fontos kérdések, melyek a matrix reprezentacié elmélet tanulmanyozésa soran jelen-
nek meg a véges csoport nem ekvivalens felbonthatatlan reprezentaciok szamérol, az irre-
ducibilis reprezentaciokrol valamint a csoportok vadsdgardl vagy szelidségérdl szolnak.

A vadsdg problémit testek esetében elGszor olyan testek felett kutattdk, melyek ka-
rakterisztikdja nem ossza a csoport rendjét (ezek véges tipustaknak bizonyultak); ezutdn
olyan testek felett, melyeknek karakterisztikdja osztja a csoport rendjét (itt csak azok a
csoportok lesznek véges tipusidak, melyeknek ciklikus p-Sylov részcsoportjuk van); ké-
s6bb V. Basev bebizonyitddta, hogy a (2,2) tipusu csoport szelid csoport; ezutén P. Gu-
divok (nem publikélt eredmény) és kiilon S. Kruhlyak azt, hogy a (p, p) tipusu csoport
a (p > 2) esetben vad; aztdn S. Brenner a (2,2,2) és a (2,4) tipust csoportok vadsigat
bizonyitotta és legvégiil V. Bondarenko és Yu. Drozd bebizonyitottdk a szelidség kritériu-
mat tetszbleges fixalt karakterisztikdji kommutativ test felett. A munkéban kiilon kitérés
van valamely csoportok vadsdgdnak problémadjara null karakterisztikdju gytrik felett.

A munkdban ezen eredmények vannak ismertetve, kiilondsen tekintettel azok bizo-
nyitdsa volt bemutatva. Az utolsé fejezetben egy masodrendi ciklikus csoport vadsagat

sikeriilt bebizonyitani valamely lokalis faktoridlis gyird felett.
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Pe3rome

VY marematuui Ta abcTpakTHIN anreOpi Teopis Tpyn BUBYAE aireOpaiuyHy CTPYKTYpy —
rpyna. Teopis rpyn € He3aMiHHUM apu(METHYHUM IHCTPYMEHTOM i OaraTbox
raixysei ximii Ta ¢izuku, 0cobauBO KBaHTOBOI ¢izuku. Cepen 1HIIOro, Teopis rpym B
XiMii B mepury 4yepry IoB's3aHa 3 TEOPI€I0 TPYIl CUMETPIH.

BaxnuBi nuTaHHS, SKi 3'BISIOTHCS IiJ 4ac JOCIIKEHHS TPYH CTOCYIOTHCS MUTAHHS
HEEKBIBAJCHTHUX HE3BIIHUX 300pakeHb, YMCIIa HEPO3KIAAHUX 300pakeHb Ipyn a
TaKOX JIMKOCTI Ta PyYHOCTI IPYII.

Cnouatrky 300paskeHHs OynM BUBYEHI Yy BHIAJKY, KOJIHM XapaKTEPUCTUKA TMOJIA HE
JUIATH TOPSAZOK TPYIH 1 BUSIBHIIOCS, IO BCl BOHH MArOTh CKIHYCHHUH THII, y BUIAJIKY,
KOJIM XapakTepucTuka moyst p (p > 0) AUTUTh MOPSIOK TPYIH, CIIOYATKY OyJI OMHUCaHi
TPyNH CKIHYEHHOTO TUIY 1 HUMU BUSBWJIHCS JIMIIE TPYIU 3 HUKIIYHUMHU CUJIOBCHKUMU
p-niarpynamu, notiM Oyna jgoBeneHa pyuHicTs rpynu (2,2) (B. A. bamieB) 1 AuKiCTh
rpyn (p,p) npu p # 2 (I1. M. I'ynuBok, HeomyOaikoBaHuit pe3ynbrat, i C. A. Kpyrisik)
Ta (2,2,2), (2,4) (. bpennep), moTiM py4HICTH AieIpalibHUX 1 KBa3igieApaIbHUX TPYI
(B. M. bonnapeHko), a Bxke MOTIM OTPUMAHO KPUTEPii pydyHOCTI CKIHYEHHOT IPYIH HaJl
JTOBUIBHUM ToJieM (ikcoBaHoi xapaktepuctuku (B. M. bonnapenxo, 0. A. JIpo3n). B
pPOOOTI OKPEMO PO3TISAAECTHCS AUKICTh IEIKUX TPYI HAJ KUTHISIMHU XapakTepucTuku 0

VY xozi cBo€i poOOTH OyJI0 PO3IIISHYTO 1 pe3yabTaTH, 3 OCOOJIMBHUM aKLEHTOM Ha iX
noBeneHHs. B octaHHbOMY po3aiii Oysi0 JOBEIEHO MUKICTh HUKIIYHOI TPYHH JIPYroro
HOPSIKY HAJl JIOKAIbHUM (DAKTOPI1aJIbHUM KIJIBIIEM.
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