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Bevezetés

A mindennapi életben az ember folyamatosan mindenféle problémdval szembesiil.
Gyakran nem szabvanyosak, ezért kiilonféle heurisztikus (felfedeztetd) modszerekre van sziikség
a megoldasok megtaldlasahoz. Még az iskola években a tanulonak elkell sajatitania ezeket a
modszereket, az iskolai tantargyak, koztlik a matematika elsajatitdsanak folyamataban. Ebben az
Osszefliggésben val aktudlissd a matematika tanitasi folyamataban a heurisztikai modszerek
elsajatitdsanak problémaja, mivel az ilyen tevékenységek felkészitik a kozépiskoldsokat a
modern viladgfelfogasra, megteremtik a szilikséges feltételeket a helyes meggondolt

dontéshozashoz.

A heurisztikus tanulés feladata az egyik legjelentdsebb. A feladat jelentdsége abban rejlik,
hogy 6 elutasitja a kész tudast és azon alapul, hogy olyan informacidkat felkutassunk, amelyek
Uj kovetelményeket adnak meg az ember szakmai, tudomanyos és technologiai fejlodéshez. Az
informaci6 mennyiségének folyamatos ndvekedése megkoveteli az embert6l olyan
tulajdonsagokat, mint a taldlékonysag, a kezdeményezokészség, képesség gyorsan és pontosan
alkalmazni bizonyos megoldasokat, ami lehetetlen a kreativ, 6ndll6 munkavégzés képessége
nélkiil. Emiatt az iskoldnak kell fejleszteni a tanulok kreativ képességeit, aktiv személyiség

nevelésére kell 6sszpontositania.

Napjainkban a vilag szdmos orszdgaban figyelmet forditanak az iskoldsok kreativ
képességeinek fejlesztésének probléméjara. Ezek a képességek az adottsdgai minden
gyermekben benne vannak, csak fel kell tudni fedezni és fejleszteni. A tanulok ne csak
elsajatitsak az iskolai tananyagot, hanem legyenek képesek azt kreativan alkalmazni, legyenek
képesek megoldast taldlni a kiilonféle problémakra. A heurisztikus matematikatanitast olyan
tudosok kutattak, mint Gy. Poya, V. Andreev, A. Artemov, G. Balk, K. Vlasenko, J. Kolyagin,
J. Kuljutkin, T. Mirakova, V. Osinskaya, Y. Palant, E. Semenov, O. Skafa, Z. Slepkan, N.
Tarasenkova, L. Friedman €s masok. A heurisztikus készségek kialakuldasdnak kérdését K.

Vlasenko, O. Bondireva, T. Maksimova, V. Milushev, T. Ribo, O. Skafa munkai tarjak fel.



I. A heurisztikus matematikatanitas elméleti alapjai

1.1.Mi is az a heurisztika ?.

A sz6 hétkdznapi értelmében a heurisztika az eljarasokat, feladatmegoldasi modokat
jelent, amelyeket a sikeres feladatmegoldok kovetnek. Lehetnek kozottiik otletek arra, hogy
melyik megoldasmoddal mikor érdemes probalkozni. Lehetnek benne ,,j6 kérdések™, melyek
sikerrel visznek at az akadalyokon, analdgidk, melyek tovabbi analdgidk képzését segitik,
modellek, metafordk stb. Ezeket némi tehetséggel és jozan ésszel el lehet sajatitani vagy akar ki

is lehet talalni.

Egy masik értelemben a heurisztika az a tudomanyteriilet, mely ezeket az eljarasokat
Osszegyljti, elemzi, rendszerezi, altalanositja, segitségiikkel ajanlasokat fogalmaz meg a
problémamegoldok szdmara. Olyan szabéalyokat, melyeket érdemes megfogadni, illetve
amelyeket a sikeres problémamegoldok gyakran anélkiil kovetnek, hogy kiillondsebben
gondolnéanak ra. A heurisztika feladata viszont ebben az értelemben pontosan az, hogy ezeket a
mintakat és szabalyokat keresse, megfogalmazza, felhivja rajuk a figyelmet, reflektaljon rajuk, s
akar ki is igazitsa Oket, ha javitasi lehetOséget 1at. A matematikai heurisztika a matematikai
problémamegoldas sajatos mintaival, megoldasmddjaival foglalkozik, dm ezek koziil szdmos
kiterjesztheti a matematikan tulra, €s altalanos heurisztikai 6sszefiiggések is megfogalmazhatok

a segitségiikkel.[1]

Gy. Poya matematikus Ugy véli, hogy a heurisztika targya ,,0sszefonddik mas
tudoményokkal; kiilonallé részei nemcsak a matematikahoz tartoznak, hanem a logikahoz, a
pedagdgiahoz, s6t a filoz6fidhoz is, a heurisztika célja a moddszerek ¢€s szabalyok

tanulmanyozasa, a felfedezések és talalmanyok készitése”. [2]

A matematika heurisztikus tanitasdnak célja, hogy lehetéséget adjon a tanuldknak
ismeretalkotasra, itéletek megfogalmazasara ¢€s kovetkeztetések levondsara, kiilonféle
matematikai feladatok megoldasara, valamint eldsegitse a tanulok tanuldsi folyamatban fejl6dd
személyes tulajdonsagainak valtozasanak folyamatat. Ahogy a tanul6 a heurisztikus tanuldsban
kitlizi személyes céljait, felfedezi a tudést, az oktatéds tartalma szdmadra valtozéva valik, fejlodik
(véltozik) a tanuld tevékenysége sordn.[3] Vagyis a matematika heurisztikus tanitasa egy
didaktikai rendszer, amelynek célja a tanuldk oktatasi és kognitiv heurisztikus tevékenységeinek
kialakitasa, a matematika ismereteinek, készségeinek és képességeinek elsajatitisa a tanulod
oktatasi palyajanak felépitésével a matematika tanuldsa kozben. A matematika heurisztikus
tanitdsa megkiilonbdzteti az adott tétel bizonyitdsanak kiilonb6z6 megkozelitései elemzésének
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képességét, a helyes és helytelen megtalalasat (a hibas bizonyitasokban a hiba tipusanak
meghatarozasara). Ebben a nevelési és fejlesztd funkciok nem egy heurisztikus feladathoz,
hanem a heurisztikus feladatok rendszeréhez tartoznak, amelyek célként, tanulasi eszkdzként
szolgalnak. Ez a feladatrendszer kiilonféle kovetelményeket elégit ki, még pedig: a heurisztika
teljessége; a heurisztikus és logikai komponensek kozotti kapesolat megvalosithatdsaga a tanulas
minden szakaszaban; a fobb matematikai gondolatok megértése az intuitiv megfontolasoknak az
értelmes logikai folyamatok szintjére valo athelyezésével lehetséges az "elOreismeret" -
formalizalas- "ut6-tudas", motivaciot adva ehhez az atmenethez; az indikativ tevékenységek

sz¢élességének biztositasa; 6sszpontositson a ,,felfedezésre”.[3]

II. A heurisztika tanitas modszerei

2.1. ,,Brainstorming” modszer
A ,brainstorming” vagy ,,0tletborze” modszer és kifejezés atyanak A.F. Osborne

szamitjuk, mivel 6 volta az els6 amerikai tudds aki felajanlotta ezt a kifejezés hasznalatat. A
heurisztikus parbeszédes ,,brainstorming” szamos pszicholdgiai és pedagogiai mintan alapul.
Ennek a mddszernek a {6 elvei és szabalyai - a résztvevok altal javasolt 6tletek kritikajanak teljes

tilalma, valamint mindenféle megjegyzés vagy otlet batoritasa.

2.2 A "kiilonleges otletek kollektiv keresésének' modszer.
Ez a moédszer a kovetkezd pszicholdgiai €és pedagogiai torvényeken €és a megfeleld

elveken alapul.

1) A kozos alkotas elsé torvénye ¢€s ennek megfeleld elve egy kreativ feladat
megoldasanak folyamatdban rejlik . A csoport vezetdje a demokratikus kommunikacids stilusra
épiil, a képzelderdt, a varatlan asszocidciokat 6sztonzi, buzditja az eredeti otletek megjelenését,
a vezetd folytonos egyiittmiikodés jellemzi a csoport minden egyes tagjaval. Es minél fejlettebb
avezeto egylittmikodeési és egyiittalkotasi képessége, annal eredményesebbek a kreativ feladatok

megoldasa.

2) A masodik torvény, az egymas alkotdereibe €s képességeibe vetett bizalom megfeleld
elve. Minden résztvevo egyenld: egy viccel, egy sikeres megjegyzéssel a vezetd Osztonzi a

kreativ csapat tagjainak legkisebb kezdeményezését is.

3) A harmadik térvény, az intuitiv és logikai optimalis kombinacidjanak hasznélatanak
elve. Az otletek generdlasa szempontjabol optimalis a logikus gondolkodas tevékenységének

gyengitése, az intuicid 6sztonzésén van a hangsily. Ezt a problémat nagyban megkonnyitik az



olyan szabalyok, mint a kritika tilalma, a megalkotott Gtletek késleltetett logikai és kritikai

elemzése.

A modszer kétségtelen elonyei kozé tartozik, hogy a csoport minden tagjat kiegyenliti,
mivel alkalmazasa soran a tekintélyelvli vezetés elfogadhatatlan. A lustasdg, a rutinszerii

gondolkodas, a racionalizmus automatikusan eltlinik.

A moddszer hatranyai és korlatai, hogy alkalmazéasa lehetdvé teszi egy kreativ Otlet
el6terjesztését, megtalalasat altalanositott formaban. A mddszer nem biztositsa az 6tletek gondos
kidolgozésat. Akkor is alkalmatlan, vagy alkalmazési korlatai vannak, ha a kreativ feladat nagy

eldzetes szamitasokat igényel.

2.3. Heurisztikus kérdések modszere
Ezt a moddszert ,kulcskérdések” modszerének is nevezik. A heurisztikus kérdések

modszerét arra kell hasznélni, hogy tovabbi informacidkat gytjtsiink egy problémahelyzetben,
vagy rendszerezziik a meglévé informacidkat egy kreativ probléma megoldasadnak folyamataban.
A heurisztikus kérdések tovabbi 0sztonzésként szolgalnak, 0j stratégiakat, taktikakat alakitanak

ki a kreativ problémék megoldasara.

A heurisztikus kérdéseket széles korben hasznalta az 6kori rémai filozofus, Quintilianus
atudomanyos €s gyakorlati munkaiban. Azt javasolta, hogy minden jelent6s politikus, barmilyen
eseményrdl teljes korli informaciot gylijtson, tegye fel maganak a kovetkezd hét kulcsfontossagu

(heurisztikus) kérdést, és valaszoljon rajuk: ki? mit? miért? hol? mivel? hogyan? mikor?

A heurisztikus kérdések modszerének eldnye, hogy egyszerti és hatékony barmilyen
feladat megoldasat eredményezi. A heurisztikus kérdések kiilondsen fejlesztik a gondolkodas és
az intuiciot.

Hétranyok és korlatjai: nem ad kiilonosebben eredeti 6tleteket és megoldasokat, és mas
heurisztikus modszerekhez hasonléan nem garantalja az abszolut sikert a kreativ feladatok
megoldéasaban.

2.4. A "tobbdimenziés matrixok" modszere

Ezt a moddszert a kutatok és feltalalok "morfologiai doboz" moddszerként vagy

"morfologiai elemzés" modszerként is nevezik. A tdbbdimenzids matrixok modszerének kezdeti

oOtlete a kreativ problémak megoldasaban a kovetkezd.

Mivel az 1) gyakran ismert elemek (eszkozok, folyamatok, oOtletek stb.) Ujabb
kombinéciodja, a matrix modszer lehetdvé teszi, hogy ezt ne probalgatassal, hanem célirdnyosan

és szisztematikusan tegyiik. {gy a tobbdimenzios matrixok modszere a probléma matrixelemzési



folyamataban megnyilvanul6 0 kapcsolatok szisztematikus elemzésének elvén alapul. A hasonld

kornyezet megteremti a szabadsag feltételeit, aktivalja az intuiciot és a képzeletet.

Elonyok: lehetové teszi Osszetett kreativ problémak megoldasat €s sok 1j, varatlan,

eredeti Otlet megtalalasat.

Hatranyok és korlatok: a matrixban kozepes nehézségli feladatok megoldasa esetén is

tobb szaz megoldas lehet, amelyek koziil az optimalis kivalasztasa nehéz feladatott jelent.

2.5. A ,,szabad asszociaciok” médszere
Az asszociaciok kialakuldsa soran rendkiviili kapcsolatok jonnek létre a megoldando

probléma 0sszetevoi €s a kiilso vilag elemei kozott, ideértve a kollektiv problémamegoldasban,
kreativ feladatban részt vevd személyek kordbbi kreativ tevékenységének Osszetevdit. Az 1j
asszociativ kapcsolatok és kreativ otletek kialakuldsanak folyamata eredményeként a probléma

megoldasara.

2.6. Inverzios modszer.
Az inverzié mddszere az alkotd tevékenység egyik heurisztikus modszere, amelynek

kozéppontjaban a kreativ problémak 1j, varatlan irdnyt, gyakran a hagyomanyos nézetekkel és
hiedelmekkel ellentétes, a formalis logika és a jozan ész altal diktalt megoldési Gtletek keresése
all. Az inverzids mddszer a szabalyossagon és a dualizmus elve, a dialektikus egység és a kreativ
gondolkodas ellentétes (direkt €s inverz) eljarasainak optimalis felhasznalasan alapul: elemzés
¢és szintézis, a vizsgalt targy logikai és intuitiv, statikus €s dinamikus jellemzoi, kiils6 €s belso
targyak. Ha nem tudja megoldani a problémat az elejétdl a végéig, akkor probalja meg megoldani

a végétol az elejéig stb.

Az inverziés modszer kétségtelen eldnye, hogy lehetévé teszi a gondolkodas
dialektikdjanak fejlesztését, a kilatastalannak tiind helyzetbdl vald kiutat, eredeti, esetenként
egészen varatlan megoldasokat talalhat a kreativ feladatok kiilonboz6 dsszetettségi és nehézségi
szintjeire. Hatranya és korlatja, hogy meglehetdsen magas szintli kreativitast, alapismereteket,

készségeket €s tapasztalatot igényel.

2.7. Az empatia modszere (a személyes analogia modszere)
Az empatia leggyakrabban azt jelenti, hogy egy személy személyiségét azonositjuk egy

masik személy személyiségével, amikor megprobaljuk mentalisan egy masik személy helyzetébe
hozni magunkat, egyiitt érezni vele. Nem véletlen, hogy az empatia, vagy személyes hasonlat
egy kreativ feladat megoldasédban az ember azonositasat egy technikai targgyal, folyamattal érti.
Az empatia moédszerének alkalmazédsakor a targyat az ember érzéseinek, érzelmeinek

tulajdonitjak: a személy azonositja a célokat, funkciokat, képességeket, elonydket €s hatranyokat,
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példaul a gépeket, a sajatjaival. Ugy tiinik, hogy a személy dsszeolvad a targgyal. Igy az empatia
(személyes analogia) modszere azon az elven alapul, hogy a vizsgalt targyat, a folyamatot
masokkal helyettesitjiik. Ezt szem el6tt tartva az empatia modszere -- a problémak megoldasanak

egyik heurisztikus mddszere, amely az empatia folyamatan alapul.

2.8. Szinektikai modszer.
A szinektika modszerének lényege a kovetkezd. Alkalmazasanak elsd szakaszaban a

,Kreativitds mechanizmusainak™ elsajatitasanak folyamata zajlik. Ezen mechanizmusok egy
részét a modszertan készitdi a tanulas fejlesztésére javasoljak, masok fejlesztése nem garantalt.
Az els6t "miikodési mechanizmusoknak" nevezik. Ide tartoznak a kozvetlen, személyes és
szimbolikus analogidk. A szinektika modszerének alkalmazasa soran keriilni kell a probléma id6
elotti egyértelmli megfogalmazéasat (kreativ feladat), mivel az semlegesiti a tovabbi
megoldaskeresést. A targyalast nem a feladattal (problémaval) célszerli kezdeni, hanem néhény
altalanos jellemzé elemzésével, amelyek bevezetnek a problémafelvetés helyzetébe,

tObbszOrodsen tisztazva annak tartalmat.

A szinektika modszerének eldnyei szinte mindazok, amelyek a kidolgozas alapjaul
szolgalo heurisztikus médszerekben rejlenek. Hatranyai és korlatai a kovetkezok: nem teszi
lehetévé nagyon kiilonos kreativ feladatok megoldasat, és lehetdséget ad arra, hogy elsésorban a
dontés legeredetibb oOtleteit talaljuk meg; a modszer tobb mint 30-40 perces alkalmazéasa utan

fokozatosan csokken az 0j Otletek generalasanak produktivitasa.

2.9. A szervezett stratégiak modszere.
A kreativ problémak megoldasanak egyik f6 pszicholdgiai akadalya a gondolkodas

tehetetlensége és a dontd képtelensége, hogy elmenjen, elhagyja a legkézenfekvobb utat, és 1)
megkozelitést, 0j iranyt talaljon a megoldasok keresésében. Es még ha a megfelel iranyokat
(stratégiakat) valasztjuk is meg a megoldasi 6tlet megtalalasdhoz, akkor is vannak félelmek, hogy
elvesztettiink valami fontosat, esetleg egy eredetibb stratégiat, otletet. A szervezett stratégiak
modszere bizonyos mértékig segit lekiizdeni a gondolkodas tehetetlenségét. Ennek a médszernek

az alapja a kovetkezd:
a) az egyéni elve a kreativ feladatok megoldasanak 1j stratégidinak megvalasztasaban;

b) a kirekesztés elve, azaz a targy, szubjektum, folyamat minden alkalommal varatlanul

1) nézépontbol vald szemlélése.

2.10. Heurisztikus beszéd modszer
A heurisztikus beszéd a tanar és a tanulok kozotti kreativ interakcid modszert jelent. A

tandr és a didkok parbeszéd formajaban, probléma megoldasan alapuld beszédben vesznek részt,
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A tanar alapvetd és vezetd kérdéseket add fel, hogy majd kérdési segitségével, a tanulokat az
igazsag Onalld keresésére 0sztonozze. Vagyis a tanar a tanuldk heurisztikus tevékenységét
iranyitva egy specialis kérdésrendszer felépitésével arra 0sztonzi a tanulokat, hogy bizonyos
¢lethelyzeteket figyeljenek meg, ezek kozott analdgiakat talaljanak és matematikai modellekkel

Osszehasonlitsanak, azaz bizonyos matematikai tények ,,felfedezésére” készteti a tanulokat.

A matematikaban kiemelt helyet foglalnak el a szoveges feladatok, amelyek a matematika
kurzus minden témdajaban szerepel. Megtanitani a diakokat az olyan jellegli feladatok
megoldasara mint szovegértést, ajanlani hipotéziseket amelyet a feladat megoldasahoz vezet, a
megoldas modellezésére, az eredmény megoldasara és értelmezésére, esetleg heurisztikus

parbeszélgetés szervezésével valosulhat meg.
Tekintsiink egy példat:

Egy adott mezé teriilete 80 hektar, az elso traktoros ennek a teriiletnek a 40%-adt, a

mdsodik a maradéknak a 60%-at szantotta fel. Melyikiik szantott tobbet és hany hektarral?

Dolgozunk a szoveggel. Kérdések a tartalom megértéséhez: Mirdl szol a feladat? Mi
ismert a feladatban? Lehet-e feltételezni, hogy ki szantott tobbet? Ismert-e a mez6 teriilete? Mit
jelent az 1%? Hany szazalékban jeldljiik a teljes mez6t? Az elsé traktoros a mezd felének a
nagyobb vagy kisseb részét szantotta fel? Valaszolhatunk az el6zé kérdésre a masodik
traktorosrol? Hogy talaljuk meg a mezé maradék részét? Mit fogunk 6sszehasonlitani, valaszolva

arra a kérdésre, hogy melyikiik szantott tobbet?

A szoveg matematikai nyelvre forditasa, az adatok és a kérdés kapcsolatanak
megallapitdsa: Milyen heurisztikdk segitségével allithatjuk Ossze a probléma matematikai

modelljét? (a heurisztika "rajzol egy képet"). A tanulok alkalmazzak a sziikséges heurisztikat,

azaz rajzolnak egy teljes mezot.

Milyen jelolést kell beirni? (A teljes mezd 100%-0s). Osszuk 2 részre. Az elsd traktoros

a teljes mezd 40%-at szantotta. Hogy mennyi lesz hektarban kérddjellel jeloljiik. A téglalap
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masodik része a maradék. Fontos, hogy irjuk ala a maradék szo6t, €s tegyen kérdojelet. A téglalap

masodik részébe irjuk 60%-ot a maradék szohoz. Hany hektart szantott fel a méasodik traktoros?

Megoldasi terv. Megtalalni, mennyit szantott az elso traktoros? Mennyit kell szantani az
elso traktoros utan? Mennyit szantott a mésodik traktoros? Mennyivel szantott tobbet az egyik
traktoros, mint a masik? A heurisztikus beszélgetés utan a feladat megoldasa a tanul6 flizetében

a kovetkez0 lesz:
1) 80- 40 : 100 = 32 (ha) elso traktoros szantott;
2) 80-32 = 48 (ha) maradék;
3)48 - 60 : 100 = 28,8 (ha) szantott a masodik traktoros;
4) 32 - 28,8 = 3,2 (ha) ennyivel az elsd traktoros tobbet szantott mint a masodik.
Valasz: 3,2 hektarral az els6 traktoros tébbet szantott mint a masodik.

A végén a feladat ellendrzése és értékelése a kovetkezo kérdések feltevésével torténik:
Tetszett a feladat? Kinek volt igaza a feltételezésben? Van mas megoldas ? Célszerti megkérni a
tanuldkat, hogy talaljanak ki tobb hasonlo6 feladatot, mint példaul az iskola teriiletén vagy a nyari

taborban végzett munka stb.

A szoveges feladatok lehetdséget adnak arra, hogy a tanuldkban olyan képességeket
alakitsanak ki, hogy matematikai nyelven leirjak a valos élethelyzetet. Az ilyen munka eldsegiti
a logikus gondolkodas fejlddését, a heurisztikus technikdk (elemzés, szintézis, altalanositas,
analogia) elsajatitasat, az olyan személyes tulajdonsdgok fejlesztése, mint a fiiggetlenség, a
kitartas és a kreativitas. gy a heurisztikus beszéd modszerét alkalmazé matematikatanérok
tapasztaljak, hogy a tanuldk tudjak a leghatékonyabban megérteni a tanult anyagban az
ismeretlent, érthetetlent, megjegyezni és reprodukalni a tanult szabalyokat, megérteni az anyagot

a mar megszerzett tudas alapjan.

Kétségtelen eldnye a heurisztikus beszélgetésnek és a tanulok kognitiv tevékenységének

szintjének. Nélkiilozhetetlen az egyén kreativ képességeinek fejlesztéséhez.
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I1I. A feladat megoldasi modjanak keresése heurisztikus

modszerekkel

Az emberi ¢let minden teriiletén mind a tudomanyban, technikaban, nemzetgazdasagban
stb, vannak olyan, nem szabvanyos jellegli feladatok, amelyek megoldasa gyakran lehetetlen
standart, altalanossa valt modszerekkel megvaldsitani, megoldani. Ezért az ilyen feladatokhoz
heurisztikus médszereket kell hasznalni. De eldszor fontoljuk meg az §sszes olyan szakaszt,

amely a feladat megoldasanak teljes folyamatat alkotja.

Mikor megkapjuk a feladatot elsé sorban azt kell megtudni, hogy mi a feladat, vagyis mik

a feladat feltételei, mi a feladat kérdései (kovetelményei), vagyis a feladat elemzése.
Ez a feladat megoldasanak els6 szakasza.

Gyakran egy ilyen elemzést valamilyen modon rogziteni kell, amihez 4ltalaban a feladat

modelljét sematikus jegyzetek, tdblazat, grafikon, dbra formajaban készitik el.
A feladatmodell felépitése a megoldasi folyamat masodik szakasza.

A feladat elemzése és sematikus jegyzetének felépitése elsdsorban a feladat megoldas
modszernek sziikséges. A feladat megoldasanak modjanak keresése hatarozza meg a megoldasi

folyamat harmadik szakaszat.

A megoldasi modszer megtalalasakor sziikséges ezt a modszert alkalmazni az adott

feladatra. A végrehajtas a negyedik szakasz.

Miutéan végrehajtottuk és bemutatasa (irdsban vagy szoban) utan meg kell gy6zddni arrol,
hogy a dontés helyes, a feladat minden kovetelményét kielégiti. Ehhez a megoldast leellendrzik,

ami a megoldasi folyamat 6tddik szakasza.

Szamos feladat megoldadsa soran nem elegendd csak leellendrizni az eredményt, hanem a
feladat tanulmanyozasa is sziikséges, ami azt eredményezi hogy feltarjuk azt hogy a feladatnak
milyen feltételek mellett van megoldasa, €s az egyes esetekben hany kiillonb6zé megoldasa van;
milyen feltételek mellett a feladatnak egyaltalan nincs megoldasa stb. Ez a szakasz a feladat

megoldasanak folyamataban a hatodik szakasza.

A kovetkez0 - a hetedik szakasz a feladatra adott valasz egyértelmii megfogalmazasa.
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Né¢ha hasznos a feladat megoldasanak kognitiv elemzése: mi az érdekes a megoldott
feladatban, van-e mas lehetséges megoldas, altalanosithat6-e a feladat stb. Mindez a feladat

megoldasanak folyamat nyolcadik, egyben utolsé szakaszat jelenti.
Tehat a feladat megoldasanak teljes folyamata nyolc szakaszra oszthato:
1. szakasz - feladatelemzés;
2. szakasz - a feladat modelljének felépitése;
3. szakasz - a feladat megoldasanak modjanak megtalalasa;
4. szakasz - a feladat megoldasanak megvalositésa;
5. szakasz - a feladat megoldasanak ellendrzése;
6. szakasz - a feladat tanulmanyozasa;
7. szakasz - a feladatra adott valasz megfogalmazasa;
8. szakasz - a feladat kognitiv elemzése és megoldésa.

A feladat megoldasanak heurisztikus modszere a 3. szakaszra iranyul — arra hogyan

torténik a feladat megoldasanak keresése.

Pé¢ldakkal illusztraljuk egy szabvanyos feladat megoldaskeresésének megvaldsitasat (a

fentebb emlitett sémara fogunk tdmaszkodni).

1. feladat Oldja meg az egyenldtlenségrendszert

-

Tx+3>5x-19

4x+1<22-3x

A

6 < x* —x(x—3)
\

Megoldas. 1) Egy valtozds egyenldtlenségrendszer megoldasara l1étezik egy megoldasi

algoritmus.
2) Az algoritmus létezik, igy nincs sziikség a feladat modelljének felépitésére.

3) A megoldasi moddszert az egyvaltozés egyenldtlenségrendszer megoldasanak

crcr

amelyre a rendszer minden egyenldtlensége igaz.
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4) Bovitjik ezt a definiciot az algoritmus Iépésenkénti programjava, amelyet

rendszerilinkre alkalmazva megtalaljuk a megoldast:

1. Iépés - oldja meg a rendszer elsd egyenldtlenségét:
Tx+3>25x—-19 = 2x>-22= x> -11;

2. 1épés - oldja meg a rendszer masodik egyenlOtlenségét:
4x+1<22-3x = 7x <21 = x<3;

3. 1épés - oldja meg a rendszer harmadik egyenldtlenségét:
6<x’—x(x=3) 2 6<3x = x>2;

4. 1épés - keresse meg a numerikus intervallumok metszéspontjat
(-11;+00), (-09;3), (2;+ ==), (2;3].

5) Ebben az esetben nem ellendrizziik a megoldast.

6) A felelet: az egyenl6tlenségrendszer megoldasa az, hogy az x a (2;3] intervallumhoz

tartozik .
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3.1. Friedman heurisztikus mddszerek rendszere

3.1.1 A feladat részfeladatokra bontasanak modszere
Ez a médszer abbol all, hogy egy komplex nem szabvéanyos feladatot tobb egyszertibb,

lehetdleg szabvanyos vagy korabban megoldott részfeladatra osztunk, amelyek szekvencialis

megoldasaval az eredeti komplex feladat is megoldodik.
A feladat részfeladatokra bontasanak harom véltozata van.
1) A feladat feltételeinek felosztasa részekre.
2) A feladat kdvetelményének részekre bontésa.
3) A feladattartomany felosztasa részekre.
1) A feladat feltételeinek részekre bontasa.

Feladat. 4z ABC haromszog teriilete 30 cm. Az AC oldalon egy D pontot vesziink ugy,
hogy AD : DC = 2 : 3. A DE merdleges a BC-re és hossza 9 cm. Keresse meg a BC-t!

Megoldaés. Epitsiink modellt ehhez a feladathoz .
Adott:

1) AABC; SAABC =30 cm.

D e ACés AD : DC =2:3.

2) DE 1 BC, E OBC, DE =9 cm.

V-2

Megvizsgalva a feladat feltételeit konnyen belathato, hogy a szamunkra adott feladat két

masik, egyszerlibb feladatra oszthato, és a kovetkezoképpen lehet fogalmazni:

a) Hatarozza meg a ABC haromszog magassagat, ha az AABC-nek a D pontja osztja az

AC oldalt a kovetkezd aranyba AD: DC =2 : 3.
b) Hatarozzuk meg a ABC haromszog BC oldalat, ismerve annak teriiletét és magassagat!
Oldjuk meg az els6 feladatot.

Rajzoljunk egy BD szakaszt AABC-ben. Rajzoljunk egy AH magassagot az AABD.
Koénnyen beldthatd, hogy a AAHC és ADEC haromszogek hasonloak, tehat ezeknek a

haromszogeknek az oldalai megfeleldéen aranylanak egymashoz azaz:
AH:DE=AC:DC=HC:EC=5:3.
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Tehat AH = DE-5/3

AH=15

Megoldjuk a méasodik feladatot.

A haromszog teriiletének kiszamitasahoz van egy képlet - az alap és a magassag

szorzatanak a fele, ezért Saapc = BC-AH /2, azaz 30 =BC-15/2 , innen BC =4 cm.
2) A feladat kovetelményeinek részekre bontésa.
Feladat. Mely a értékekre az egyenlet gyékei x* + x + a = 0 nagyobb, mint a?

Megoldas. Ennek a feladatnak a kovetelményei eléggé nehezek. Ahhoz hogy a feladat
lényege egyszeriibb legyen, a kovetelményt egyszeriibb feltételekre bontjuk.

Eldszor is, ahhoz, hogy egy adott masodfoku egyenlet gydkei nagyobbak legyenek a-nél
léteznitik kell a valds szdmok halmazan, és ehhez a D diszkriminansnak nem negativnak kell

lennie.

Mivel a masodfoku egyenlet foegylitthatdja eggyel egyenld, akkor ennek a parabolanak
az agai felfelé¢ iranyulnak. Ekkor barmely a érték esetén az adott masodfoku egyenlet altal az a

pontban megadott fliggvény értéke mindig pozitiv lesz. Ez a masodik feltétel.

Az utolso feltétel, hogy a parabola csucsdnak abszcisszaja mindig szigortian nagyobb,

mint az a érték.

fgy feladatunkat egyszeriibb feladatok rendszerére bontottuk:
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1) D>0=1-44>0 :ds%;
2) £(@)>0 = a>+2a>0= a0 (-0-2) U 03+ o);

3) _—b>a =>a<—l.
2a 2

Ezeknek a feladatoknak a megoldasait egyesitve az kapjuk: a < - 2.

3) A feladat tartomény felosztasa részekre.
Feladat Oldja meg az x'? — x"+ x*- x+ 1=0 egyenletet!

Megoldas. Megvizsgalva ezt az egyenletet észrevehetd, hogy az x valtozo paratlan
hatvanyai negativ eldjellel vannak az egyenletbe. Ebben az esetben ennek az egyenletnek a
megoldasi tartomanyat feloszthatjuk tartomanyokra amelyek magukba foglaljak a negativ és

pozitiv valds szamok tartomanyait is:

» az x < () esetén az egyenlet bal oldala mindig pozitiv értékeket vesz fel, igy nem lehet
egyenld nulldval. Ez azt jelenti, hogy az egyenletnek nincs megolddsa a negativ szamok

tartoméanyaban.
* a nem negativ szdmok tartomanyaban kiilon intervallumnak tekintjiik:
a)0<x<Il;b)x=1;¢c)x>1.
a) ezt az egyenletet a kovetkezdképpen alakitjuk at:

x?+x*-x"+1-x=0inmenx"” +x*(I-x’)+ 1—x=0. Ekkor x < 1 esetén a bal

oldal mindig pozitiv, ezért nem egyenld a jobb oldallal.
b) amikor x = 1 akkor az egyenlet bal oldala egyenld 1.
c) ha az egyenletet az x > 1 halmaz vizsgaljuk, atalakitsuk a kovetkez6képpen :
x" (x> -1)+x(x’ -1)+1 = 0. Nyilvanvalo, hogy a bal oldal mindig nagyobb, mint 1.

Mivel mindharom esetben a bal oldal nem egyenld 0-val, igy az egyenletnek a nem

negativ szdmok halmazan sincs megoldasa.
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3.1.2 Modellezés modszer

Ez a mddszer abbdl all, hogy az eredeti feladatot kicseréljiik egy masik feladattal, amely
modellje az eredetinek. Ilyen modszer alkalmazasara gyakran eléfordul a szoveges feladatokban
mikor egyenletet vagy egyenletrendszert rakunk 6ssze. Nézziink egy példat ennek a modszernek

a hasznalatara.

Feladat. 4 lakasban van tiz villanykorte. Hanyféleképpen lehet kivilagitani a lakast? Két
vilagitasi mod akkor tekintheto eltéronek, ha legalabb egy izzo dllapotaban kiilonboznek.. Az az

eset, amikor az dsszes lampa ki van kapcsolva, szintén a vilagitas egyik modja.

Megoldas. Hogy konnyebb legyen kiszamitani a lakds kiilonbozd vilagitasi modjait,
minden izz6t négyzet alakira fogunk abrazolni, allapotukat pedig ,,+ jellel jeloljiik, ha a lampa

vilagit, illetve ,,-” jellel. az ellenkezd eset.

Akkor a tablazat sorainak a szdma lesz az eredmény.
A fentiek alapjan a kovetkezd feladatot kapjuk.

Van egy téglalap alaku tablazatunk, amely 10 oszlopot tartalmaz. Minden cella "+" vagy
""" jelet tartalmaz. A tabldazat barmely két sora kiilonbozik ha egy oszlopban lévo cellaban

talalhato jellel nem kiilonbozik. Maximum hdny sor lehet a tablazatban?

Ha a feladat megolddsa nem egyértelmii, akkor a tabldzat minden sorat 1 és 0
szamjegyekbdl allo6 szamnak tekinthetjiik (1 ~,,+”, 0 ~,,-”). Ekkor a feladat kérdése a kovetkezd
lesz: hany kiilonb6zd tizjegyli szam képezhetd a 0 és 1 szdmokbol? (Ugyanakkor figyelembe
vessziik azokat a szdmokat is, amelyek csak nulldk vannak a bal oldalon, példaul 0100001101

vagy 0000000001 vagy akar 0000000000).

Megoldas. A tizjegyli szdmok minden szdmjegye csak az 1-et vagy a 0-t tartalmazhatja.
Ezért minden helyen csak két szamkombinaci6 taldlhatd. Ezek a kombinacidk fliggetlenek
egymastol. Ezért a kombinaciok vagy a lehetséges tizedesjegyek szama dsszesen 2'0 = 1024.

Tehat a valasz: a lakas megvilagitasanak dsszesen 1024 esete van.
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3.1.3 Segédelemek bevezetése modszer
Gyakran eléfordulnak olyan feladatok, amelyekben az ismert és az ismeretlen adatok

kozotti kapesolat kozvetleniil nem allapithaté meg a feladat szovegébdl. Az adatok €s a kivant
kapcsolatanak tisztazasa érdekében tobb segédelemet is be kell vezetni, elsdsorban a bizonytalan

ismeretlenek néhany konkrét elemre (értékre) vald helyettesitésével.

Feladat (Newton feladata). A réten a fii ugyanolyan gyorsasaggal no. Ismert, hogy 79
tehén az osszes fiivet 24 nap alatt eszik meg, 30 tehén pedig 60 nap alatt enné meg az osszes

fiivet. Hany napra van elég fii 20 tehénre?

A feladatban a napokrol van sz6 amelyek alatt 20 tehén megeszik a réten 1€vo dsszes fiit.
A tehenek szdma és a napok szdma kozotti Osszefiiggés azonban egyértelmiien nem kdvethetd

nyomon.

Ugyanez a helyzet tapasztalhato olyan feladatokban ahol a k6z6s munka, a folydé mentén
torténd mozgasrol van szd stb. Az ilyen feladatok alapvetden nem definidlt ismeretleneket

tartalmaznak, igy ezek a feladatok rosszul definidltak.

Ahhoz hogy a feladat szigortian definidlhat6 legyen, a kdvetkezd segédelemeket vezetjiik

be:
1) a fii kezdeti mennyisége a réten — a egység;
2) minden nap a réten n0 - b egységnyi fii;
3) minden tehén egy nap alatt ¢ egység fiivet eszik.

Ekkor az elsd esetben, amikor 24 nap alatt 70 tehén megette az Osszes fiivet a réten,
eldszor 1s a egységnyi fii volt, 24 nap mulva pedig tovabbi 24-b egység nott; dsszesen a + 24-b
egységet, és ezt az Osszes flivet 70 tehén ette meg 24 nap alatt, mindegyik tehén c egységet evett

egy nap alatt,. Ezekbdl a fiiggdségekbdl a kovetkezd egyenletet kapjuk:
a+24b=7024c (1)
Hasonloképpen a mésodik esetre a kovetkezd egyenletet kapjuk:
a+60-b=30-60-c (2)
Ha a keresett napok szamat x-szel jeloljiik, akkor egy masik egyenletet kapunk:

atx-b=20-x-¢c (3)
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Ennek eredményeként egy harom egyenletrendszert kaptunk négy ismeretlennel. Ez a
tény azonban nem szamit, mivel a kapott rendszer megolddsdnak folyamatdban minden

segédelem kizarasra keriil.

Az (1) egyenletet kivonva a (2) egyenletbol

36-b=120"-c¢
kapjuk, amibdl azt kapjuk, hogy
c=0,3b(4).

Ha ezt a kifejezést behelyettesitjiik ¢ helyett az (1) vagy (2) egyenletbe, azt kapjuk,

hogy
a=480Db (5).

Ha a ¢és c behelyettesitsiik a (3) egyenletbe, és a kapott egyenlet mindkét oldalat b-vel

elosztjuk, megkapjuk a kovetkezd egyenletet:
480 +x =6 x.

Innen azt kapjuk, hogy

3.2. Balk heurisztikus mdédszerek rendszere
A G. Balk heurisztikus modszerek rendszere fent targyalt modszerek némelyikén alapul,

mint példaul a segédelemek bevezetése, modellezési modszer, a feladat részfeladatokra bontésa.
Mindemellett a kutatdé a heurisztikus érvelés szempontjabdl fontosnak tartja az indukcids
modszereket, az analdgia moddszert, a korlatozd esetek figyelembevételének moddszerét, a

»folytonossagi szempontokat”, az aprd valtoztatdsok modszerét.[6]

Pont ezeket a modszereket Balk M.B. és Balk G.D. mar 1969-ben gyakoroltak
munkéjukban az iskolaban, alapvetdnek tartotta ket egy nem szabvanyos feladat megoldasanak
folyamatéaban.

3.2.1 Analégia

A matematikdban gyakran vannak olyan esetek, amikor hasonlo, feltételek hasonlo
eredményekhez vezetnek. Ahhoz meg kell tanulni analdgia Utjan matematikai feltételeket
megfogalmazni. De azt sem szabad elfelejteni, hogy ez nem bizonyitas, és az analdgia utjan

megfogalmazott javaslatok tévesnek bizonyulhatnak.

22



Es bar az analogiaval megfogalmazott feltételek hibasnak bizonyulhatnak, ennek ellenére

gyakran kidertil, hogy az ilyen feltételek igazak.

Az analdgia modszer alapvetéen geometriai feladatok megoldasaban alkalmazhat6.
Vegylink egy példat egy geometriai feladatra, amikor az analdégia moédszerrel megoldast

talalhatunk.

Feladat. Ismerve az ABC haromszdg oldalait, szamitsuk ki a beirt kér r sugarat, melyik a

BC oldal érintdje, valamint az AB és AC oldalak kiterjesztésére fekszik!

Ez a feladat nem szabvényos, ezért nehéz azonnal meghatarozni a megoldasi algoritmust.
De lehetséges, hogy egy, az eredetihez analdgia utjdn megfogalmazott segédfeladat
figyelembevételével nem lesz nehéz megtalalni az eredeti megoldasanak maodjat. Egy hasonld

igy nézhet ki:
Ismerve az ABC haromszog a, b, ¢ oldalait szamitsuk ki a beirt kor r sugarat!

B

Megoldas

Kossiik 0ssze a beirt kor O kozéppontjat az ABC haromszog csucsaival

S = §408 + §40C 4 §BOC (6)

3. Jeloljiik a haromszog teriiletét S-el, akkor felirjuk a Héron képletet

S=Jp(p-a)Xp-b)p-c).

S5 ==c¢crS 00 ==br, Sy, = —ar

N | —

1
2

N | —

Az (6).bol kovetkezik, hogy S = %( c+ b+a)r=pr, innen r = S ,
p
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p

Az eredeti feladat megoldésa.

Osszekossiik az Oy kdzéppontjat az ABC haromszog csticsaival.

S e =8 a05 T S 40c — S BO,C (7).

Jeloljiik S-el az ABC haromszog teriiletét, akkor Héron képlet szerint

S=Jp(p-a)p-b)(p-o).

1
—cr,S =
B 1> 9 40C

S AOB

Az (7) kovetkezik, hogy S = %( ctb-a)r, =(p-a)r,,innen

r,=

W@Yh:ﬂJmp_bxp_a)-
p—a p—a
Feladat megvan oldva.

Ez a példa egyértelmlien bemutatja a feladatok megoldasanak analdgia modszerét,

amely a kovetkez0 1épések betartasaval hasznalhat6 fel:

a) az eredetihez hasonld probléma kivalasztasa, pl. Gigy, hogy ennek és az eredeti
problémanak hasonlo feltételei ¢és hasonld kovetkeztetései vannak. A segédfeladat

természetesen egyszeriibbnek kell lennie az eredetinél, vagy ismerni kell a megoldasat;
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b) a segédfeladat megoldasa utan hasonlo érveléseket hajtanak végre az eredeti feladat
megoldasa mellett.
3.2.2 Indukcio
Az indukci6 az egyik legfontosabb heurisztikus mddszer, hiszen a feladat egyes eseteinek
elemzése nagy valoszinliséggel elvezetheti a megoldot a eredeti feladat megoldasahoz.
Részletesebben - ha a feladat bonyolult, akkor érdemes megprobalni kiemelni néhany egyszerti
specidlis esetet, amellyel nem nehéz megbirkozni. Ezt kdvetden at kell térni mas, dsszetettebb

esetekre, és igy tovabb, amig a feladat meg nem oldodik.
A kovetkezo feladat jol szemlélteti ezt a modszert.

Feladat. Két dobozban golyok taldlhatok: az egyikben m, a masikban n (m>n). Két jatékos
felvaltva valasztanak labdakat a dobozokbol. Minden alkalommal, a jatékos tetszdleges szamu
labdat vehet el, de csak egy dobozbdl. Az nyer, aki kiveszi az utolsé labdat. Hogyan kell az els6

jatékosnak jatszania, hogy nyerjen?

Megoldas. Lehetséges olyan specialis eseteket figyelembe venni, amelyek egyre

bonyolultabbak:
n=0, m=1;
n=0, m=2;
n =0, m — tetszdleges;
n =1, m - tetsz6leges;
n =2, m érteke tetszdleges;
n — tetszdleges, m — tetszdéleges (m>n).

Az els6 harom eset trivialis, mivel az els jatékos egyszerre tudja kivenni az dsszes labdat.
A kovetkez0 harom esetben az elsd jatékosnak nyilvanvaléan minden 1épésénél ki kell
egyenlitenie a labdak szdmat a dobozokban .
3.2.3 Hatar eset modszer

Gyakran a feladat megoldas keresése nagymértékben egyszeriisitddik, ha eldszor egy
olyan segédfeladatot oldunk meg, amelynek hasonl6 feltételei vannak az eredeti feladattal, de
amelynél a bizonyos adatok az eredeti feladatbdl szarmaznak hataratlépéssel. Példaul néhany

alakzatot mi kicserélhetiink mas alakzatokra.
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Vagyis:

e ha az eredeti feladatban egy kor és egy hurrdl van sz, akkor a segédfeladatban
helyette egy érintdt kell figyelembe venni (a hur hatirhelyzete, amikor a
kozépponttdl valo tavolsaga a kor sugardhoz kozelit);

e ha a feladat feltételében négyszog szerepel, akkor a segédfeladatban egy
haromszdget tekinthetlink (a négyszog hatarhelyzete, amikor az egyik oldalanak

hossza nullahoz tart).

Fontos figyelembe venni, hogy ugyanarra a feladatra kiilonb6zé hatar eseteket

valaszthatunk.
A modszer illusztralasara az alabbi feladat alkalmas.

Feladat Az ABCD négyszogben két oldala AD és BC nem parhuzamos. Melyik a nagyobb:
a ket oldal 6sszegének a fele vagy a négyszog masik két oldalanak felezépontjat osszekéto MN

szakasz?
C

A D

Megoldas keresése. Fontos elképzelni, hogy mit kapunk abban a hataresetben, amikor a
négyszog egyik oldala egy pontba zsugorodik. Ebben az esetben vagy a BC (vagy AD) vagy AB
(vagy CD) zsugoritsuk egy pontba.

Tekintslik az elsd esetet, legyen az, hogy BC 0Osszehuzdédjon B pontba. Az A D
hatarhelyzetben az N pont egybeesik a BD szakasz K felezépontjaval, és MN lesz az MK

koézépvonal.

Az ABD héaromszogben a kovetkezd feladatot kapjuk: mi nagyobb, az ABD haromszog
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AD oldalanak fele vagy az MK?

A D
A vélasz egyszerti: MK = AD/2

Most hasonldan prébaljuk megoldani az eredeti feladatot.

Megoldés. Legyen K az ABCD négyszog BD atlgjanak felezOpontja. Az ABD A -bdl

MK = AD/2 és MK || AD. Es. a BCD A -bl is kapjuk KN = BC/2 és KN || BC.

Mivel AD és BC a feltétel szerint nem parhuzamosak, az M, K, N pont nem helyezkednek

el ugyanazon az egyenesen. Az MKN A -bdl lathatd, hogy MN < MK + KN, tehat MN <
(AD+BC) /2
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Osszegzés

Igy az egyik f6 modszer, amely lehetévé teszi a didkok szaméra, hogy kreativak legyenek

a matematika tanulasi folyamataban, a heurisztikus modszer.

Ismeretes, hogy a matematika tanuldsa soran a didkok gyakran szembesiilnek kiilonféle
nehézségekkel. A heurisztikus tanuldsban azonban ezek a nehézségek gyakran a tanulés
0sztonzdjéveé valnak. Példaul, ha a tanulok nem rendelkeznek elegendd tudassal egy feladat
megoldasahoz vagy egy tétel bizonyitasahoz, 6k maguk igyekeznek potolni ezt a hidnyt, onalldéan
"felfedeznek" egy tulajdonsagot, és igy azonnal felfedezik annak tanulmanyozasdnak
hasznossagat. Ebben az esetben a tanar szerepe az, hogy a tanulé munk4jat ugy szervezze és

iranyitsa, hogy a nehézségeket, amellyel a tanuld megkiizd, képes legyen lekiizdeni.

A heurisztikus modszer gyakran megjelenik a tanulds gyakorlatdban, ugynevezett
heurisztikus beszélgetés formajaban. A matematika heurisztikus 6rak értéke abban rejlik, hogy a
tanulok Onalloan sajatitanak el 0 ismereteket, tanuljadk meg azokat a meglévd tapasztalatok
alapjan alkalmazni, a tanar csak a helyes dontésre hozza dket. A matematikadérdkon végzett
heurisztikus tanulds hozzajarul nézépontjuk, pozicidjuk, matematikai és nem csak vilagnézetiik

kialakitasahoz.

Felhasznalva ezeket a heurisztikus modszereket a matematika ordkon észrevételem
szerint bebizonyosodott ezeknek a modszernek a hatékonysdga. A bonyolult nem megszokott
feladatoknal a tanulok konnyebben tudtak megbirk6zni vele. Egyszeriibb lett a feladat megoldas

modjanak a meghatarozasa €s a feladat megoldésa.
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BucHoBOK

TakuM YMHOM, OJHUM 3 OCHOBHHMX METOJIB, SIKU JO3BOJSIE TYPTKIBLISM IPOSIBUTH

TBOpPYY aKTHBHICTh y MPOIIECi HABUAHHS MAaTEMAaTUKH, € EBPUCTUYHUN METO/I.

Binomo, mo B mporeci BUBYEHHSI MaTEMaTHKH IIKOJSPi 9aCTO CTHUKAIOTHCS 3 PI3HUMH
Tpyanomamu. OQHAaK y HaBYaHHI, MOOYJOBAaHOMY E€BPHUCTHYHO, Ii TPYAHOIII YacTO CTalOTh
CBOEPIIHUM CTHUMYJIOM Ui BUBYEHHS. Tak, HampuKiIad, SKIO y INKOJIAPIB BHUIBISETHCS
HEJIOCTaTHIHM 3amac 3HaHb JUIS BUPILICHHS 3aBAaHHS a00 JOBEICHHS TEOPEMH, TO BOHH cami
NparHyTh 3alIOBHUTH L0 MPOTAIHHY, CAMOCTIHHO "BiIKpUBaIOYH'" TE Y 1HIIE BIACTUBICTD 1 TUM
caMuM Bifipa3y BHSBISIOYM KOPUCHICTH HOTO BHUBYEHHS. Y IbOMY BHUIAJIKy POJb BUMTEIS
3BOJMTHCS JI0 TOTO, 00 OpPraHi3yBaTd i CIpsAMYBAaTH POOOTY y4Hs, 00 TPYAHOILI, SIKi y4eHb

JoJiae, Oyau HOMY ITiJT CHITY.

Hepinko eBpucTHYHUI METOJ BUCTYNA€ B NMPAKTHUIIl HaBYaHHS y (OpMi Tak 3BaHOI
eBpuctiuHOi Oecimu. L[IHHICTH E€BPUCTHYHHMX 3aHATh 3 MATEMAaTHUKW MOJSATa€ B TOMY, IIO
TYPTKIBLI caMOCTiiHO J00yBalOTh HOBI 3HAHHS, BYAThCS IX 3aCTOCOBYBATH BHXOJSUHU 3 YyKe
HassBHOTO JIOCBiJly, BUMTENb JIMIIEC MiJBOAMTH iX JO NPaBHIBHOTO pimieHHs. EBpucThuHe
HaBYaHHS Ha 3aHATTSIX MAaTEMaTHKH Cpusie OPMyBaHHs CBOET TOUKHU 30Dy, CBOET MO3HIIi, CBOTO

MaTEeMaTUYHOTO 1 HE TUIbKU CBITOPO3YMIHHS.

BukopucToByroun €BpHUCTHYHI METOJIM Ha YpOKax MaTeMaTHKH Oyjo 3aMmiTHa iXHs
e(eKTUBHICTb. Y UHSM JIETLIE BJaBaIOCs pO3B’sI3yBaTH CKJIAJH1 HE CTaHAapTHI 3aBianHs. Kpare
BJIABAJIOCS 3HAXOJMIIM METOJ 3a JOIOMOIO0 SIKOTO MOYKHA PO3B’SI3aTH 3a/ady, 1 caM IpoLeC

pO3B’}I3Ky 3aaad 3a61/1paB MCHIIEC Yacy.
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