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Bevezetés

A linedris algebra alkalmazdsi teriilete igen széles a természettudomédnyok korében.
Talalkozhatunk vele nem csak a matematikai problémdak megolddsandl, de példaul
a kémia egyes teriiletein, gazdasigi feladatok megolddsakor, de akdr a mindennapi
életiink soran is.

Segitséget a linedris algebrai egyenletrendszerek felirdsa és megolddsa nyijt szimunkra
a problémdak megértéséhez és megoldasdhoz.

Diplomamunkamban attekintjiik a linedris egyenletrendszerek definiciéjat, majd meg-
olddsdnak maédszereit. Az els6 fejezetben a megoldési médszerek algoritmusédt muta-
tom be példdkon keresztiil illetve Osszefoglalva attekinthetjiik a médszerek 1épéseit.
A masodik fejezetben az altaldnos iskoldkban haszndlatos matematikakonyvekben
szereplé meghatarozasokat vizsgdltam meg. Melyik osztalyban milyen szinten ma-
gyardzzdk az egyenletrendszerek megolddsi modszereit kiilonboz6 szerzdk.

A kovetkezs fejezetben a felsGoktatdsban megjelend, két, a didkok szdmara dj médszer
lépéseit tanulméanyoztam &t.

Ezen moédszerek mellett ne feledkezziink meg, hogy az egyenletrendszerek egyszertibb
megolddsat segithetik egyes programok is, ilyen példdul a MATLAB.

A fels6foki matematika tanuldsi folyamataban a hallgaték matematikai kompeten-
cidgjanak kialakitdsa érdekében javasolt a linedris egyenletrendszerek megoldasa a
programok segitségével is.

Kutatasom célja, hogy attekintést kapjunk a didkok szaméara ismertetett egyenlet-
rendszerek megolddsi médszereirdl és miként vezetjiik be ezen fontos témakort a
tanulok tudashéléjaba. Tovabba milyen visszajelzéseket kaphatunk a tanuloktol,
milyen szinten sajatitottak el a médszerek lépéseit, hogyan alkalmazzdk példakon a

kapott elméleti tudasukat, illetve milyen gyakori hibakat vétenek.



1. fejezet

Linearis egyenletrendszerek

Két vagy tobb linedris egyenlet linedris egyenletrendszert alkot. Példaul:
r—3y=-5
2z + 4y =10

Definicié. Linedris egyenletrendszeren ugyanazokban a vdltozokban linedris egyen-

letek eqy véges halmazdt értjik. Altaldnos alakja m egyenlet és n ismeretlen esetén
a1y + a2z + -+ 1Ty = by

A21T1 + Q2279 + -+ AonTy — bg

Am1T1 + Qp2X2 + -+ - + ATy = bm

ahol 1,29, ...z, az ismeretlenck, a;; az i-edik egyenletben az x; ismeretlen egyittha-
tojat jelol, és b; az i-edik egyenlet konstans tagja. Ha mindegyik egyenlet konstans
tagja 0, a linedris egyenletrendszer homogén, ha csak eqy is kilénbézik 0-tol inho-

mMogeén.

A linedris egyenletrendszer megolddsa egy rendezett par, amely minden egyes

linedris egyenlet megoldésa.

Definicié. Azt mondjuk, hogy a rendezett (ul,u2, ..., u,) szim-n-es megolddsa az
eldzd egyenletrendszernek, ha megolddsa minden egyenletnek, azaz minden egyenletet

kielégit az x1 = uy,x9 = Usg,...T, = u, helyettesitéssel. Ha e szim-n-est vektornak



tekintjik, megolddsvektorrol beszéliink. Az dsszes megoldds halmazdt az egyenlet-
rendszer megolddshalmazdnak nevezziik. Fqy egyenletrendszert megoldhatonak vagy
konzisztensnek neveziink, ha van megolddsa, azaz ha megolddshalmaza nem tires.

Ellenkezd esetben az egyenletrendszer nem megoldhatd vagy inkonzisztens.

Az egyenletrendszerek megoldédsi médszerei koziil tekintsiik &t a 3 legismer-

tebb médszert.

1.1. Linedaris egyenletrendszerek megoldasa grafiku-
san

1. Feladat. Oldjuk meg az egyenletrendszert mindkét linedris egyenlet dbrdzoldsdval

és a metszéspont(ok) megkeresésével.
4r =8
6y — —31 +6

Megoldéas. Az elsé 4x = 8 eqyenlet felirhaté mint x = 2. Ez eqy fiiggdleges egyenes
eqyenlete. A mdsodik egyenlet dbrdzoldsdhoz irja fel az egyenletet olyan alakban,

hogy meg tudjuk dllapitani a meredekséget. Elsd eqyenlet:

dr =8
T =2
Mdsodik egyenlet:

6y = —3r+6
6y -3z 6
6 6 6
L +1

=——x

Y=

Az egyenletek grafikonjait az 1.1 dbra mutatja. A metszéspont (2,0). Ezt
megerdsithetjik, ha mindkét egyenletbe behelyettesitjik a (2,0)-t.



1.1. dbra. Grafikus mddszer

Mindkét esetben igaz egyenldséget kapunk. Tehdt a megoldds (2,0)

A feladatban az egyeneseket az x és y metszéspontok vagy tabldzat segitségével
is lehetett volna dbrdzolni. Az egyenletek ilyen alakban torténd felirdsdanak azonban
az az elénye, hogy Ossze tudjuk hasonlitani az egyes egyenesek meredekségét és y
tengelymetszetét.

1. Ha a meredekségek kiilonboznek, a vonalak kiilonbéz6ek, nem parhuzamosak, és
pontosan egy pontban kell metszeniiik egymast.

2. Ha a meredekségek azonosak és az y tengelymetszetek eltéréek, az egyenesek
parhuzamosak és nem metszik egymadst.

3. Ha a meredekségek azonosak és az y metszéspontok azonosak, akkor a két egyen-

lethez ugyanaz az egyenes tartozik.



1.2. Linearis egyenletrendszerek megoldasa behelyet-
tesité modszerrel

Ez a médszer kiilénosen fontos, mert fejlettebb problémak megoldésara is haszndlhato,

beleértve a nemlinedris egyenletrendszereket is.

2. Feladat. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert behelyettesitd mddszer alkal-
mazdsdval.

r—y=4
r+y=16

Megolddas. A mddszer elsé lépése, hogy az eqyik vdltozot kifejezziik az eqyik egyen-
lethdl. Az elsd egyenlet megolddsa x-re x = 4+vy. Ekkor, mivel x eqyenld 4+ y-al, a
kifejezés helyettesitheti x-et a mdsodik egyenletben. Igy a mdsodik egyenletben csak
y marad.

4+y)+y=16

442y =16
2y = 12
y==6

Az x megtaldlisihoz az y = 6 értéket behelyettesitjik az x = 4 + y egyenletbe
r =4+ (6)
x =10
Visszahelyettesitjik a kapot x és y értékeket az egyenletrendszerbe

(10) — (6) = 4

Igaz egyenldségeket kaptunk, a megoldds tehdt (10,6)
A behelyettesité médszer 1épései:
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1. Fejezziik ki az egyik valtozot egy egyenletbdl.
2. Helyettesitsiik be az 1. lépésben kapott egyenléséget a masik egyenletbe.
3. Oldjuk meg a kapott egyenletet!

4. Helyettesitsiik vissza a 3. 1épésben talalt értéket az 1. lépésben szerepls egyen-

letbe, és keressiik meg a fennmaradé valtozé értékét.

5. Ellendrizziik mindkét egyenlet esetében, hogy a kapott értékekkel igaz egyen-

16séget kapunk, és irjuk le a megoldédst rendezett parként!

1.3. Linedris egyenletrendszerek megoldasa egyenld
egylitthat6k modszerével

Az egyenletrendszerek egyenls egyiitthatok modszerével torténé megolddsat gy
kezdjiik, hogy mindkét egyenletet szabvanyos Ax + By = C formdban irjuk fel.
Ezutdn egy ekvivalens rendszert hozunk létre 1igy, hogy az egyik vagy mindkét
egyenletet megszorozzuk a megfelel§ dllandokkal, hogy ellentétes egyiitthatékat hoz-
zunk létre az x vagy az y valtozon. Ezutdn az egyenleteket Osszeadhatjuk, hogy
kikiiszoboljiik az ellentétes egyiitthatéju valtozot. Ezt a folyamatot a kovetkezd

feladat megolddsdn mutatjuk be.

3. Feladat. Oldjuk meqg az aldbbi eqyenletrendszert eqyenld eqyiitthatok modszerének
alkalmazdsdval.

4x 4+ 5y = 2
v =1—-4y

Megoldas. I[rjuk fel mindkét egyenletet szabvdinyos formdban
do 4+ 5y =2

3rv+4y =1

Az x kikiiszobdléséhez megudltoztatjuk az egyiitthatdit 12-re és —12-re. Az elsd egyen-

letet szorozzuk 3-al, a mdsodik egyenletet —4-el

122 + 15y = 6

11



—122 — 16y = —4

Osszeadjuk o kapott egyenleteket

Behelyettesitjik az y = —2 értékel az eqyik eredeli eqyenletiinkbe és meghatdrozzuk
az v értékét

3r=1—-4y
3r=1-4(-2)
3r=1+8
3r =9
=3
Ellendrizziik, hogy a kapott értékek mellett 1gazak lesznek az eredetli egyenletek

4o +dHy =2

A4(3) +5(=2) = 2

A megoldds tehdt (3, —2)
Az egyenl$ egyiitthatok modszerének lépései:
1. Irjuk fel mindkét egyenletet szabvanyos Az + By = C forméban.
2. Tort vagy tizedes tort torlése.

3. Szorozzuk meg az egyik vagy mindkét egyenletet nem nulla dllandékkal, hogy

ellentétes egyiitthatokat hozzunk 1étre az egyik valtozéhoz.

4. Adjuk 6ssze a 3. 16pés egyenleteit egy viltozé kikiiszoboléséhez.

12



5. Oldjuk meg a fennmaradé egyenletet.

6. Behelyettesitjiik az 5. lépésben taldlt ismert értéket az egyik eredeti egyenlet-

be, hogy megtaldljuk a mésik valtozot.
7. Ellendrizziik a rendezett part mindkét egyenletben.

A linedris egyenletrendszereknek az emlitett hdarom mddszeren kiviil léteznek més
megolddsi médszerei, melyekkel a didkok a felsGoktatdsban talalkoznak, ilyen példdul
a Gauss-modszer vagy a Cramer-szabdly.

Léteznek ezeken kiviil a linedris algebrai egyenletrendszerek megoldédsét segit6 prog-
ramok is, ilyen példaul a MATLAB. A Matlabban igen egyszertien oldhaték meg a
rendszerek. Els6 lépésben megprébélja elGéllitani a Cholesky-felbontdst (chol), ha ez
nem sikeriil, akkor az LU-felbontdssal hatdrozza meg a megolddst (Gauss-mddszer).
Ha az egyenlet tilhatdrozott, akkor elgszor meghatdarozza a QR-felbontdst, majd
ebbdl a legkisebb négyzetes értelemben legjobban kozelité megoldast. Az ilyen prog-
ramok nagyban megkonnyitik egy rendszer megoldédsét.

A MATLAB-ban a linedris egyenletrendszerek megoldasanak két kiillénbdz6 médja
van:

Ha a linedris egyenletrendszer két egyenletet tartalmaz, és ezek egyszerti kifejezések,
akkor az egyenletrendszer grafikusan megoldhaté.

Tovabbi esetekben a MATLAB-ban van egy specidlis megolddsi funkcié a linedris

egyenletrendszerek megolddsdra.

Példa.
2.7}1 — X9 = 4,

51 + 2x9 = 3
Beuwiteli eljards:
symsxlr2
[x1,22] = solve('"2xxl — 22 =4"/5xxl1+2x22=13)
vpa(zl,4)
vpa(x2,4)
Ennek eredményeként kapjuk: x1=1,222, ©2=-1,556
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2. fejezet

Linearis egyenletrendszerek
megoldasi modszerel altalanos

1skolaban

Az egyenletrendszerek megolddsi moédszereivel a tanuldk 7. osztalyban taldlokznak.
Tekintsiik 4t, hogy az oktatast segitd tankonyvek hogyan vezetik be a megoldési
modszereket a 7. osztdlyos tanuldk szamédra.

H.P.Bevz és V.H.Bevz a kovetkez6képpen magyarazza ezt a témakort:

4. Feladat. 4 kg csokoldadé és 3 kg mézeskeksz 26 hrivnydba keril, mikézben 6 kg
csokoladé és 2 kg mézeskeksz éra 34 hrivnya. Mennyibe keril 1 kg csokolddé és 1 kg

mézeskeksz?[2]

A feladat egyvaltozés egyenlet feldllitasaval oldhaté meg. (Alh’tsuk fel az
egyenletet!) De megoldhaté mas mdédszerrel is.|2]
Legyen 1 kg csokolddé dra = hrivnya, 1 kg mézeskekszé pedig y hrivnya.[2]
Ekkor
4z 4+ 3y = 26
és
6z + 2y = 34
Két kétviltozos egyenletet kapunk. Az z és y olyan értékeit kell meghataroznunk,

amelyek egyidejtileg mindkét egyenletet kielégitik, azaz az egyenletek mindegyikét
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igaz egyenlGséggé alakitjak at. Masként fogalmazva: meg kell taldlni mindkét egyen-
let k6z6s megolddsdt, vagy meg kell oldani az adott egyenletrendszert.|2]

Ha a két vagy tobb egyenlet k6zos megoldasdat kell megtaldlni, akkor azt mondjuk,
hogy ezek az egyenletek egyenletrendszert alkotnak. Az egyenletrendszert kapcsos

zarojellel fogjuk ossze:|2]
4x + 3y = 26,
6z + 2y = 34.

Definicié. Az egyenletrendszer megolddsa - valamennyi egyenletének kozos meg-

olddsdt jelenti.
Példdul a (3;2) szdmpdr az

r+3y =9,
2r —y =4

egyenletrendszer megolddsa, mivel 3+3-2 és 2-3 —2 = 4.[2]

Definicié. Megoldani az egyenletrendszert annyit jelent, mint meghatdrozni vala-

mennyt megolddsdanak halmazdt.

Az egyenletrendszer grafikus médszerrel is megoldhaté. Oldjuk meg példaul
az el6z6 egyenletrendszert. Kozos koordinatasikban megszerkesztjiik a rendszer
mindkét egyenletének gorbéjét (2.1 dbra).|2]

Az x+3y = 9 egyenlet gérbéje minden pontjanak koordindtdi kielégitik ezt az egyen-
letet. A 2x —y = 4 egyenlet gorbéje minden pontjanak koordinatéi kielégitik ezt az
egyenletet. A megszerkesztett gorbék az A(3;2) pontban metszik egymést. Ezért a
(3;2) szampar az adott rendszer egyetlen megoldésa.|2]

Grafikus modszerrel természetesen csak megkozelité megolddsokat kapunk. De ha
behelyettesitjiik az x = 3 és y = 2 értékeket az adott egyenletrendszerbe, akkor
meggy6zédhetiink arrél, hogy a (3;2) szampér pontos megoldas. 2]

Vajon a két egyenlethdl all6 mindegyik egyenletrendszernek csak egy megolddsa van?

Nem. Példaul a
3r — 2y =6,

6r — 4y = 12
egyenletrendszernek végtelen szami megolddsa van. Mindkét egyenlet gorbéje ugyan-

is egyazon egyenes. Tehdt ezen egyenes minden pontjanak koordinatdi, példaul a

15



A=(3,2)

2

-3

2.1. dbra. Grafikus médszer

(—=2;—6),(—1;—4,5),(0; =3),(1; =1,5),(2;0), ... - az adott rendszer megolddsa.|2]
Vannak olyan egyenletrendszerek, melyeknek nincs egyetlen megolddsuk sem. Ezek-
nek az egyenleteknek a gérbéi parhuzamos egyenesek. [2]

Behelyettesité mdédszer

Az egyenletek megoldasdnak grafikus médszere terjedelmes, és dltalaban meg-
kozelité megolddst ad. Ezért az egyenletrendszereket gyakran mds mdédon oldjak
meg. Ezek egyike a behelyettesité modszer.|2]
Kezdjiik egy példédval, oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert!

2v —y =4,
x+3y=9.
Fejezziik ki a masodik egyenletbdl az x valtozdt|2)

r=9-—3y.

Mivel a rendszer els6 egyenletét a valtozék ugyanazon értékeinek kell kielégiteniiik
mint a masodikat, ezért az elsG egyenletben az x véltozot a kapott 9 — 3y kifejezéssel

helyettesitjiik. Ekkor egyvéltozés egyenletet kapunk:|2]

16



ahonnan

A kapott y = 2 értéket visszahelyettesitjiik az x = 9 — 3y egyenletbe, akkor
r=9-3-2=3

értéket kapjuk. Tehdt az egyenletrendszer megolddsa a (3;2) szampar. [2]
Az egyenletrendszer behelyettesitd modszerrel valé megolddsdhoz a kovetkezGket kell

elvégezni:|2]
1. az egyenletrendszer valamelyik egyenletébdl kifejezni az egyik ismeretlent;
2. a kapott kifejezést behelyettesiteni a masik egyenletbe;
3. megoldani a kapott egyvaltozds egyenletet;
4. kiszamitani a masik ismeretlen értékét.|[2]

Ezzel a médszerrel megoldhaté barmely linedris kétvéltozos egyenletrendszer. A
behelyettesité modszert akkor legcélszertibb alkalmazni, amikor az egyenletben bar-

melyik valtozo egyiitthatéja 1.[2]
Példa. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert!

3z =2(y +6),
6x +3y =1+ x.

Megoldas. Az adott egyenletek linedris egyenletekre cserélésével a kévetkezd egyen-

letrendszert kapjuk:
3r — 2y =12,
or + 3y = 1;
3r =2y +12

2 +4
T =z ,
3y

2
5(§y+4>+3y:1

10
§y+20+3y:1
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Felelet : (2;—-3).[2]

Néha egyik egyenletrendszerb6l a masikba nem csak egyes valtozok, hanem

egy egész kifejezés értéke behelyettesithets. Példaul az alabbi egyenleltrendszer

32z —4y) —y = 44,
2v —4dy =14

megolddsa sordn a 2z — 4y kifejezés értéke a masodik egyenletbdl az els6be helyet-
tesithetd:[2]
3-14 —y = 44,

y =42 — 44,

Akkor

Felelet : x = 3,y = —2.[2] Ellenérzés:
3-(6+8)+2=42+2 =44

2.3—4(—2)=6+8=14

A meghatédrozott (3; —2) szampdr kielégiti az adott egyenletrendszert. 2]
Egyenlé egyiitthatok mdédszere

Adva van a kovetkezd egyenletrendszer:

8xr — 3y = 34,
or + 3y = 31
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Elgszor behelyettesité modszerrel oldjuk meg a rendszert. Az elsé egyenletbdl kife-
jezziik az y véltozot, s a kapott kifejezéssel helyettesitjiik az y védltozot a médsodik
egyenletben:|[2]

Y = %(89& —34)

1
5$+3-§(8$—34)=31
5z + 8z = 34 + 31.

Ezutdn mar konnyen befejezhets az egyenletrendszer megolddsa.[2]

Megkaphatjuk-e az 5z + 8z = 34 + 31 egyenletet mds modszerrel? Igen, ehhez
elegendd Osszeadni az egyenletek jobb és bal oldalat. Mivel az y egyiitthatoi el-
lentétes elGjeld szdamok, ezért az y valtozét tartalmazé tagok megsemmisiilnek.
Ezért ezzel a médszerrel barmilyen hasonlé egyenletrendszerek megoldhaték: a be-
helyettesité maddszer helyett az egyenleteket tagonként Osszeadjuk. A megoldds a

kovetkezdképpen irhaté le:[2]

8xr — 3y = 34,
or + 3y = 31

137 = 64,

Felelet : (5;2).]2] Ezzel a médszerrel oldjuk meg azokat az egyenletrendszereket,
amelyekben barmilyen valtozo egyiitthatoéi ellentétes elGjeli szamok. Ilyen alakiva
tehetd barmilyen linedris kétvaltozos egyenletrendszer.[2] Példaul adva van az alabbi
egyenletrendszer:

3r 4+ Ty =31,

2z + 9y = 12.
Megszorozzuk az els6 egyenlet mindkét oldaldt 2-vel, és a m&sodikat pedig —3-

mal. Ekkor olyan rendszert kapunk, amelyben az x valtozé egyiitthatéi ellentétes
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elGjeld szamok. A kapott rendszer egyenletei egyenértékiiek az eredeti rendszer
egyenleteivel, tehdt ennek is ugyanolyan megoldasai lesznek, mint az eredetinek.[2]
A megoldast a kovetkezGképpen irhatjuk le: az 1. egyenletet szorozzuk 2-vel, a 2.

egyenletet pedig —3-al.

6z + 14y = 62,
—6z — 27y = —36.
—13y = 26,
y=—2

Felelet : (15;—-2).2]

A tovabbiakban nézziik meg, hogy az egyenletrendszerek megoldasi médszereit
hogyan vezeti be A. H. Merzljak, V. B. Polonszkij és M. Sz. Jakir a 7. osztélyos
tanulok szamara:

A 2.2 dbrén a —6x + by = 9 és a 4x 4+ 3y = 13 egyenletek grafikonjai lathatok.
Az M(1;3) pontban metszik egymdst. A pont mindkét grafikonhoz hozzatartozik.
Tehét az (1;3) szampdr a két egyenlet k6zos megoldasa.[3]

Hogy meghatarozhassuk a 12 em? teriiletii és 14 cm keriileti téglalap oldalait, meg
kell taldlnunk az xy = 12 és 2x + 2y = 14 egyenletek kézos megoldésait, ahol x ¢cm
és y cm a téglalap szomszédos oldalainak hossza.|3]

Ahhoz, hogy megtalaljuk néhany egyenlet kozos megolddsat, meg kell oldani az
egyenletrendszert.[3]

Az egyenletrendszert kapcsos zédréjel segitségével irjak fel. Az

zy = 12,
2042y =14

kifejezés példaul a 12 cm? teriiletd és 14 cm keriiletd téglalap oldalainak a meg-

hatarozasardl szol6 feladat matematikai modellje. A

—6x + 5y = 9,
dr 4+ 3y =13
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2.2. abra. Grafikus médszer

egyenletrendszer a két egyenes kozos pontjai koordinatdinak a meghatarozasarél
sz6l6 feladat matematikai modellje.|3]
A rendszer mindkét egyenlete linedris. Ezért ezt a rendszert két egyenletbdl allo

kétvaltozos linedris egyenletrendszernek nevezziik.|3|

Definicié. A kétvdltozos linedris eqyenletrendszer megolddsdanak azt a szampdrt ne-

vezziik, amely mindegyik eqyenletet i1gaz eqyenldségqgé alakitja.

Definicié. Az egyenletrendszer megoldani annyit jelent, mint meghatdrozni az 6sszes

megolddsdt, vagy bebizonyitani, hogy nincs megolddsa.

Az el6z6 rendszerben az egyenletek grafikonjai az M (1;3) pontban metszik
egymast (2.2 dbra). A pont koordinatai mindkét egyenletnek megolddsa, tehdt meg-
olddsa az egyenletrendszernek is. Mivel a grafikonoknak nincs tobb kozos pontjuk,
ezért az egyenletrendszernek sincs tobb megoldasa. Tehét az (1;3) szampar az adott
rendszer egyetlen megoldésa. [3]

Az egyenletrendszerek megoldédsdnak fentebb leirt mddszerét grafikus médszernek

nevezziikk. A maédszer lényege a kovetkezo:|[3]
1. dbrazolni kozos koordindta-rendszerben az 0sszes egyenlet grafikonjdt;

2. meghatdrozni a grafikonok 6sszes metszéspontjanak koordindtajat;
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3. a kapott szamparok lesznek az egyenletrendszer megoldasai.[3]

Nem minden egyenletrendszert célszerii grafikusan megoldani. Példdul, ha az (%77 —%)
szampar valamilyen egyenletrendszer megoldasa, akkor érthetd, hogy ezt grafikusan
nehéz megdllapitani. Ezért a grafikus médszert abban az esetben haszndljék, ha a
megoldést elég hozzdvetlegesen meghatdrozni. [3)

A grafikus médszer haszndlata abban az esetben is célszerti, ha meg kell tudni a meg-
olddsok szdamat. Tisztazzuk, hany megoldédsa lehet a két egyenletbdl &ll6 kétvaltozos
linedris egyenletrendszernek. [3]

Ha a rendszer egyik egyenletének nincs megolddsa, akkor nyilvanvalé, hogy a rend-

szer sem rendelkezik megoldéssal. Példaul a

Oz +0y =17,
20 — 3y =15

egyenletrendszernek nincs megoldésa. [3]

Az egyenletrendszer megoldédsainak szdma a két egyenes kolcsonds elhelyezkedésétol

fiigg:
1. ha az egyenesek metszik egymadst, a rendszernek egy megolddsa van;

2. ha az egyenesek egybeesnek, a rendszer végtelen szami megoldassal rendelke-

zik;

Y

3. ha az egyenesek parhuzamosak, a rendszernek nincs megoldasa.|3]|

A grafikus médszer alapjdn allapitottak meg, hogy nem létezik olyan linedris egyen-
letrendszer, amelyik pontosan két vagy harom, illetve pontosan 100 megoldédssal
rendelkezik.[3]
Linedris egyenletrendszerek megoldéasa behelyettesité médszerrel
Ha a matematikusok 1j feladattal taldlkoznak, akkor igyekeznek annak meg-
olddsét a mér ismert feladatok megolddsara visszavezetni.[3]
Megmutatjuk, hogyan lehet a kétvaltozds linedris egyenletrendszer megoldasat vissza-

vezetni az egyvaltozos linedris egyenlet megoldédsara. Megoldjuk a

2z —y =8,
3r + 2y =95
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egyenletrendszert.|3|

Az els6 egyenletbdl kifejezziik az y véltozot az x-en keresztiil:
=2z -8
Behelyettesitjiik a masodik egyenletbe az y helyett a kapott 2x — 8 kifejezést:

20 —y =8,
3x+2(2x—-8)=5

[3] Ennek az egyenletrendszernek ugyanazok a megolddsai, mint az eredeti rend-
szernek. Ezt a tényt indoklas nélkiil fogadjuk el.[3] Az utébbi rendszer masodik
egyenlete mar egyvaltozos. Megoldjuk:

3r+2(2x—8)=5

3v+4r —16 =5
Tr =21
=3

Az x véltozé megkapott értékét behelyettesitjiik az y = 2x — 8 kifejezésbe:

A (3;—2) szampdr a keresett megoldas.[3]

Az egyenletrendszer megolddsdnak imént leirt moédszerét behelyettesité mdédszernek
nevezziik. 3]

Tehat, hogy behelyettesité modszerrel oldhassuk meg a linedris egyenletrendszert, a

kovetkezd 1épéseket kell megtenni:[3]
1. az egyik egyenletbdl kifejezziik az egyik valtozét a mésikon keresztiil;

2. a kifejezett viltozé helyett kapott kifejezést behelyettesitjiik a masik egyenlet-
be;

3. megoldjuk a méasodik lépésben kapott egyviltozos egyenletet;

4. a valtozé6 megkapott értékét behelyettesitjiik az elsG 1épésben kapott kife-

jezésbe;
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5. kiszamitjuk a masik véltozé értékét.[3]

A felsorolt lépések sordt a két linedris egyenletet tartalmazé kétvaltozds egyenlet-
rendszer behelyettesitd mddszerrel val6 megolddsa algoritmusanak nevezziik. 3]
Linedris egyenletrendszerek megolddsa egyenld egyiitthaték mad-
szerével
Megvizsgalunk még egy mddszert, amely lehet&séget ad a két linedris egyen-
letbsl all6 kétvaltozos egyenletrendszer megolddsat viszszavezetni az egyvaltozés

linedris egyenlet megoldédséra.[3] Megoldjuk az egyenletrendszert:

20 — by =1,
dr + 5y =5
Mivel a rendszerben az y egyiitthatoéi ellenkezé elGjeld szamok, ezért ahhoz, hogy

egyvaltozos egyenletet kapjunk, elegendd tagonként 6sszeadni az egyenletek jobb és

bal oldalat. A kovetkez6t kapjuk:|[3]

20 = dy +4x + 5y =7+ 5;

Az x értékét a rendszer barmelyik egyenletébe behelyettesithetjiik. Helyettesitjiik
be az els6be. Ekkor:
2:2-5y=T,;

=5y = 3;
Yy = _076

Tehdt az egyenletrendszer megolddsa a (2; —0,6) szampér.[3]

A leirt megoldédsi médot az egyenld egyiitthatok maédszerének nevezziik. |3

Ez a moédszer a kovetkezG kijelentésen alapszik: ha a rendszer egyik egyenletét
felcseréljiik az egyenletek jobb és bal oldalanak 6szszeaddsa utan kapott egyenlettel,
akkor az igy létrejott egyenletrendszernek ugyanazok lesznek a megoldasai, mint az
eredeti rendszernek (bizonyitds nélkiil fogadjuk el).|3]

Megoldunk még egy egyenletrendszert:

2z — 3y = 11,
6z + 5y = 19
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Ha tagonként 0sszeadjuk az egyenletek jobb és bal oldalat, akkor ijbol kétvaltozés
egyenletet kapunk. A kapott rendszernél még nem alkalmazhatjuk az egyenls egyiitt-
haték mddszerét. [3]

Az els6 egyenlet mindkét oldaldt megszorozzuk —3-mal. A kdvet- kez$ rendszert

kapjuk:
—6x + 9y = =33,
6z + 5y = 19
melynek megolddsai azonosak az elsG rendszer megolddsaival. Erre a rendszerre mar

alkalmas az egyenld egyiitthatok modszere:|3)]
—6z + 9y + 6x + Sy = —33 + 19;
14y = —14;
y=—1.
Az y értékét behelyettesitjiik az eredeti egyenletrendszer els§ egyenletébe:

2z —3-(=1) = 11;

A (4;—1) szampér a keresett megoldas.[3]
Megoldunk egy olyan egyenletrendszert, amelyben mindkét egyenletet el6 kell készi-

teni a médszer alkalmazdsara:

Tr + 8y =9,
3r+by="7
[3] Hogy megszabaduljunk az y véltozotdl, az els6 egyenlet mindkét oldalat beszo-

rozzuk 5-tel, a mésodik egyenlet mindkét oldalat pedig —8-cal, majd dsszeadjuk az

egyenleteket: 3]
352 + 40y = 45

—24x — 40y = —56
352 + 40y~ 247 — 40y = 45 — 56;

11z = —11;
r=—1.
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Behelyettesitve az x értékét az elsG egyenletbe:
74+ 8y=19;

y = 2.

Tehét a (—1;2) szdmpér az adott egyenletrendszer megoldasa.[3]
Hogy az egyenls egyilitthatok maddszerével oldhassuk meg a linedris egyenletrend-

szert, a kovetkezG lépéseket kell megtenniink:|3]

1. kivélasztva a megfelel§ egyilitthatokat, dtalakitjuk az egyik, esetleg mindkét
egyenletet ugy, hogy az azonos valtozok melletti egyiitthatok ellenkezé elGjeliiek

legyenek;
2. tagonként Osszeadjuk az elsé lépésben kapott egyenletek jobb és bal oldalat;
3. megoldjuk a méasodik lépésben kapott egyvaltozds egyenletet;

4. a harmadik lépésben kapott értéket behelyettesitjiik az eredeti rendszer vala-

melyik egyenletébe;
5. kiszdmitjuk a masik véltozo értékét.[3]

Megvizsgdlva a két konyv ezen fejezeteit, melyek az egyenletrendszerek megolddsi
modszereit dolgozzdk fel, elmondhatjuk, hogy az A. H. Merzljak altal szerkesztett
tankonyv részletesebben taglalja a mddszereket. Azon kiviil, hogy feladatokon,
példakon keresztiil szemlélteti a lépéseket, kiilon pontokba szedi minden mdédszer al-
goritmusdt. Valamint ebben a konyvben a H.P.Bevz és V.H.Bevz &ltal szerkesztett
tankonyvvel ellentétben a megolddsok szamérdl is kapunk meghatarozast, melyek
ismerete elengedhetetlen a témakor teljes megértéséhez.
A tanulék tudatdba valé egyszertibb berogzédés szempontjibdl az A. H. Merzljak
készitette tankonyv nagyobb segitséget nyijt a tanuléknak és a tandroknak egyarant.
Az egyenletrendszerek megolddsi médszerei a 9. osztily tananyagaban keriil
ismétlésre. A tankonyvek példakon keresztiil ismétlik meg a moddszerek lényegét és
algoritmusdt, viszont nem linedris, hanem médsodfoki egyenletrendszerek megoldési

metédusanak elsajatitasa van el6térben.
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3. fejezet

Linearis egyenletrendszerek
megoldasi modszerei a

felsGoktatasban

A felsoktatasban a didkok 1j mddszerekkel ismerkednek meg a linedris egyenlet-
rendszerek megolddsara. Most ezeket a mddszereket tekintjiik dt részletesebben.

Gauss-modszer

a1 + a9 + 1373 + -t apr, = b1
a21T1 + A929T9 + 9373 + -+ AonTy — bg

(3.1)
ATy + Qa2 + QizLs + -+ + QinTp = b;

as171 + Gs2Tg + As3T3 + -+ + Asn T, = bs

Az aldbbiakban az egyenletrendszer megolddsainak elméletével és a megolddsok
gyakorlati megkeresésével foglalkozunk. Kezdjiik a legegyszertibb médszerrel, az
ugynevezett ismeretlenek kikiiszobolésével. [6]

A (3.1) egyenletrendszer kovetkezd atalakitdsat elemi dtalakitdsnak szokds nevezni:[0]
Az egyenletrendszer valamely egyenletének mindkét oldaldt ugyanazon szdmmal
megszorozva, a kapott egyenletet kivonjuk vagy hozzdadjuk az egyenletrendszer va-
lamely masik egyenletének a megfelel§ oldalaihoz.[6)]

A (3.1) egyenletrendszeren végzett véges sok elemi dtalakitds utdn kapott 1j egyen-
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letrendszerre azt mondjuk, hogy ekvivalens (azaz egyenértéki) a (3.1) egyenletrend-
szerrel. Ez alatt azt értjiik, hogy mindkét egyenletrendszerre igaz, hogy: vagy mind-
ketts ellentmondé, vagy mindkettd megoldhaté, és a megoldasaik ugyanazok.[6]
Kezdjiik a Gauss mddszer ismertetését. Adva van a (3.1) egyenletrendszer és le-
gyen aj; egyiitthaté nem nulla (ellenkezs esetben egy masik, nullatél kiilonb6zé
egyiitthatoval kell kezdentink az elsé sorbdl, ez az ismeretlenek atszamozasaval min-
dig elérhets).[0]

1. lépés: Alakitsuk 4t a (3.1) egyenletrendszert, kikiiszobolve az x; ismeretlent va-
lamennyi egyenlethdl, kivéve az els6t. Ez alatt azt értjiik, hogy az els§ egyenlet
mindkét oldalat az 72 szdmmal megszorozva, kivonjuk a mdsodik egyenlet megfe-
lel6 oldaldbél, majd ezt kdvetGen az els§ egyenlet mindkét oldalit az % szammal
megszorozva, kivonjuk a harmadik egyenlet megfelels oldalabdl. Igy tovabb haladva
egy 1j, az adottal ekvivalens egyenletrendszert kapunk:|6]

1171 + A12%2 + a13T3 + -+ ATy — bl

aglz)xz + a%)xg + -+ agl)xn = bgl)

oDz + alas + -+ D, = b (3.2)

ag)wz + ag),)xg + oo+ ale, = bV

(1)

Az 1j (3.2) egyenletrendszer a;;” egyiitthatéinak és by szabad tagjainak a kiszamitdsa
konnyen elvégezhets, de az elmélet szempontjabdl szamunkra az egyenletrendszer
alakja fontos. Lehetséges, hogy a (3.2) egyenletrendszer valamely egyenletének bal
oldaldn minden egyiitthaté nulla. Ha ennek az egyenletnek a szabad tagja nem nulla,
akkor az ellentmondas, tehdt a (3.1) egyenletrendszernek nincs megoldasa. Ellenkezd
esetben, ha ennek az egyenletnek a szabad tagja is nulla, akkor ezt az egyenletet az
ismeretlenek barmely értéke kielégiti, s ezért az egyenletet a rendszerbdl elhagyva,
az eredetivel ekvivalens rendszert nyeriink és az eljarast tovabb folytatjuk.[6]

2. 1épés. Alakitsuk 4t a (3.2) egyenletrendszert valtozatlanul hagyva az els6 és a
méasodik egyenletet, kikiiszoObolve az x5 ismeretlent, a harmadik egyenlett&l kezd-
ve az aélz) # 0 feltétel mellett (ellenkezs esetben egy mdsik nulldtél kiilonbozs
egyiitthatéval kell kezdeniink a masodik sorbdl); azaz a masodik egyenlet mindkét

agy

)
oldaldt az —% szdmmal megszorozva kivonjuk a harmadik egyenlet megfelel6 olda-
A2

€
lairél; majd a mdasodik egyenlet mindkét oldalat az % szammal megszorozva ki-
A2

28



vonjuk a negyedik egyenlet megfelels oldalaibdl, és igy tovabb. Egy 1j, az el¢bbivel
ekvivalens egyenletrendszert kapunk:|[0]
1171 + Q1222 + A13T3 + -+ A1, T, = by
a%)xg + a( ) 3+ -+ angn = bgl)

ad s + -+ allw, = b (3.3)

al(?mg + -+ al(n Ty = b(2)
Ha valamely egyenlet bal oldalin minden egyiitthaté nulla és a szabad tag nem
nulla, akkor ez ellentmondds, és az egyenletrendszernek nincs megolddsa. Ellenkezd
esetben folytatjuk az eljarast, elhagyva azokat az egyenleteket a rendszerbdl, ame-
lyek egyiitthatéi nulldval egyenlék és szabad tagjuk is nulla.[6] Véges sok k 1épés
utdn a (3.1) egyenletrendszer az aliabbi egyenletrendszerrel ekvivalens:|[6]

1171 + Q12%9 + -+ Qg 1Tk—1 + ATk - F ATy = by

ag;x + -4 aé?flxk_l + aé?xk + -+ aén T, b(l)

(3.4)

apy Y+ -+ ape Va, = oY

Lehetséges, hogy az egyenletrendszer csak k (k < s) egyenletet tartalmaz, mivel
egyes egyenleteket el kellett hagyni; tovabba a k-adik egyenlet bal oldaldn minden
egyiitthatd nulla, de a b,(ck_l) szabad tag nem nulla, akkor a (3.4) egyenletrendszer
ellentmondd, tehat a (3.1) egyenletrendszernek nincs megoldasa. Ellenkezd esetben

az
k—2 k—1
(11, Gy, A3 . al(c 112 1 a/&k )

egyiitthaték nullatol kiilonbozok és k < n. Két eset lehetséges:[6]

1. A (3.4) egyenletrendszer alakja:

a1171 + @12%2 + -+ + Q1p—1Tp—1 + 1Ty = by

aglz):vz + e+ a%)_lxn,l + agl)xn = bgl)

(3.5)

k k (k—
al(c 1?1) 1In—1+a§< 1?1) n—b 2)

agifl)xn = bkkfl)

(k—1)
Mivel a,(j:l) # 0, tehat x, = % és ez az utolsé egyenlet megoldasa. Ezt be-
kn

helyettesitve az utolsé el6tti egyenletbe, innen az xj_i-et egyértelmtiien hatdrozzuk
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meg. Folytatva ezt az eljardst, felfelé haladva, latjuk, hogy az egyenletrendszernek
egyetlen megolddsa van.[0]

2. Az n > k és (3.4) egyenletrendszer alakja:

1171 + Q1g—1Tk—1 + Q1T = by — A1 Tpg1 — =+ + — A1 TN
1 1 1 1 1 1
ag;xg + -+ aék)_lxk._l + a;k)xk. = bg ) _ aék)+1xk+1 — = agn)xn (3 6)
k—1 k—1 k—1 k—1
ajy Dy = bV —ag Vo — - —agy Va,
Az i1, Tpao, ..., x, ismeretlenek most . szabad” ismeretlenek és tetszéleges szam-
értékeket vehetnek fel. Példaul, ha
Tpt1 = O41, T2 = Op42, ..., Tp = Oy
akkor az utolsé egyenletbél egyértelmiien hatarozzuk meg az xj ismeretlent:
k—1 (k—1) k—1
_bl(c )_akkJrl _.___agm :
Tk = 1) (1) Mht1 (k—1) M
Ok Ak Ok
Behelyettesitve az utolsé el6tti egyenletbe az xy, xgiq,...,x, értékeit, az x;_q-et

egyértelmiien hatarozzuk meg. Ugyanigy tovabb folytatva, felfelé haladva, hatdrozzuk
meg az egyenletrendszer megolddsat. Mivel a szabad ismeretlenek értékeit végtelen
sok kiilonb6z6 médon vélaszthatjuk meg, az egyenletrendszernek végtelen sok meg-
oldésa van.[0]

Az egyenletrendszer Gauss-mddszerrel torténé megolddsa nem mads, mint az egyen-
letrendszeren egy sorozat tgynevezett elemi dtalakitds végrehajtasa.[6]

Az egyszertiség céljabdl a gyakorlatban felirjuk az egyenletrendszer matrixdt, csatol-
juk hozza a szabad tagok oszlopat, és az Gsszes elemi dtalakitdast a bévitett matrix
sorain végezziik el.[6]

Az egyenletrendszer Gauss-mdédszerrel torténd megoldédsa rendkiviil egyszert. Mivel
azonos tipusi szdamitdsokat végziink, ezért az egyenletrendszer megoldédsira szd-
mitégép is alkalmazhaté. Elméleti szempontbdl e médszernek sok a hidnyossdga,
nem ad vilaszt az egyenletrendszer megolddsi feltételének a megfogalmazdsira az
egyiitthatok és szabad tagok segitségével, ami nélkiilézhetetlen az elméleti vizsgdla-
tokban. Az alabbiakban erre a kérdésre adunk vélaszt és képletet vezetiink be az

egyenletrendszer megolddsara.[6]
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Cramer-szabaly
Kezdjiik a vizsgalatot a két egyenletbdl all6 kétismeretlenes egyenletrendszer-
rel:[6]
anzi + aprs = by, (3.7)

9171 + G99T2 = bo.

Az ismeretlenek egyiitthatéibdl szerkesztett
air a2
Q21 A22

médtrixhoz rendeljiik hozzd azt a szdmot, amely egyenlé a métrix féatlgjaban levd
szamok szorzatanak és a mellékatlojaban levd szamok szorzatdanak a kiilonbségével.

Ezt a szamot a métrix determindnsanak nevezziik, s erre a

a1; a2
= a11G22 — Q12421

21 Q22
jelolést hasznéljuk. [6]
A (3.7)-re alkalmazzuk az egyenl$ egyiitthaték modszerét:

(011022 - &12@21)1’1 = by — ay2b9,

(a11a22 - @126121)332 = agby — a by.

Innen a determindns segitségével kifejezheté az x; és xo, ha az egyenletrendszer

matrixanak a determindnsa nulldtél kiillonbozé:

by a2 ap; by
bg 929 a2l b2
rl=7————22=7+——"-—
ail aig aix a2
ag1  A22 a21 A2

Ez az tigynevezett Cramer-szabdly az egyenletrendszer megoldéséra. [6]
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4. fejezet
Sajat eredmények

Az elvégzett kutatasom arra irdnyult, hogy az dltaldnos iskoldk végzss didkjai koré-
ben feladatok segirségével felmérjem, milyen szinten sajatitottdk el az egyenletrend-
szerek 3 megoldasi médszerének algoritmusat, valamint melyik médszer az amelyiket
legszivesebben alkalmazzdk, ha lehet&ségiik adddik valasztani a megoldési algorit-
musok kozott.

A 9. osztaly tanuldinak a kovetkezd feladatlapot kellett megoldani:
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Feladatlap

1. Old meg az aldabbi egyenletrendszert grafikus médszer alkalmazasaval!

2y —4x =8,
oy +Trx =3

2. Old meg az aldbbi egyenletrendszert behelyettesité mdédszer alkal-

mazasaval!
xr — 10y = 5,

3y + 2x =10
3. Old meg az aldbbi egyenletrendszert egyenls egyiitthat6k mdédszerének

alkalmazasaval!
dr — b6y = 15,

dr + 6y = 12

4. Old meg az aldbbi egyenletrendszert az el6z6 3 médszer egyikével!

3z — 9y =12,
r+3y =4
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A tanulék munkdinak ellenGrzése és Osszegzése utan a kovetkezdket lehet
megallapitani:
A tanuldk t6bbsége minden mdédszert ismert, viszont a legkevesebb hibat a behelyet-
tesitd modszer alkalmazasakor kovették el. A hibdk jellege azonban nem a mdédszer
ismeretének hidnydt bizonyitja, mivel csak szamitasi hibat vétettek.
A grafikus médszer alkalmazdsandl a leggyakoribb hibadt az x és y pont koor-
dindtdinak leolvasdasakor kovették el. Felcserélték az x és y ismeretleneknek megfeleld
értékeket. A mdasodik leggyakoribb hibat ezen mddszer alkalmazdsénal az egyenletek
grafikonjainak megrajzolasakor vétették.
Az egyenls egyiitthaték moédszerének alkalmazdsakor a tanuldk a szdmitdsok soran
tévedtek, valamit olyan eset fordult el§, hogy a tanulénak nem jutott eszébe a
modszer algoritmusa.
Amennyiben a tanuléra van bizva a dontés a modszer kivalasztdsandl, a legtobben
a behelyettesité modszert alkalmaztik, a masodik helyen a vélasztasndl az egyenld
egyiitthatok moédszere szerepel és a legkevesebben a grafikus médszert valasztottak.
Ez azzal magyardzhato, hogy a tanulék nem til magabiztosak a grafikus médszer al-
kalmazasakor, illetve tudjdk, hogy a médszer nem minden egyenletrendszer esetében
ad vissza pontos eredményt.
A kutatds eredményei nem sokban tértek el a vartnal. Osszességében elmondhatd,
hogy a tanulék tobbsége megfelelen sajatitja el a moédszerek metodusat és megfe-
lelGen alkalmazzdk azt a kiilonb6z§ feladatok megoldasakor. A kutatdsom pozitiv
visszajelzést adott mind a tanuldk, mind a tanarok munké&jarol.
Az éltalam végzett kutatas sikeresnek mondhaté a médszerek ismeretének és alkal-

mazdsanak szempontjabol.
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Osszegzés

A munkam elkészitéséhez dttanulmanyoztam a linedris egyenletek, illetve linedris
egyenletrendszerek definiciéjat. Ezt kovetSen a linedris egyenletrendszerek meg-
oldasi moédszerei kaptak f6szerepet, ezek koziil is a tanulék szdmara legismertebbek.
Els§ fejezetem alapjaul a 3 legismertebb megoldédsi metédus szolgalt, melyekkel a
tanulok altaldnos iskolai tanulméanyaik sordn megismerkednek. Ezek a kovetkezok:
grafikus maédszer, behelyettesité modszer és egyenld egyiitthaték modszere.
Példékon keresztiil bemutattam a médszerek alkalmazdasat valamint vazlatpontokba
foglaltam a mdédszerek algoritmusat.

A munkam sorian az dltaldnos iskoldk tankonyveit vizsgdltam meg, hogy hogyan
magyarazzak kiilonboz6 szerz6k az egyenletrendszerek megoldasi médszereit, milyen
példak segitségével teszik érthetébbé a tanuldk szamdara az algebrdanak ezen fontos
témakorét.

Tanulmanyoztam a felsGoktatasban ismertetett modszereket is, ezek koziil a két leg-
ismertebbet, a Gauss-mddszert és a Cramer-szabdlyt.

Kutatasom célja, hogy ismereteket szerezzek a médszerek elsajatitasanak hatékony-
sagarol. Tovabba a tanulék szempontjabol felmérjem, melyik médszer szamit a
legkonnyebbnek és melyek a leggyakrabban vétett hibak az algoritmusok alkal-

mazasakor.
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Bucuaosknu

st BUKOHaHHY POOOTH sI BUBYMB BU3HAYEHHS JIHIMHUX PIBHAHB 1 CHCTEM JIiHIM-
HUX PiBHSHB. 3TOIOM OCHOBHY POJb BiJirpaJu HAWBIIOMINI cepen YUHIB MeTOIN
PO3B’SI3yBaHHS CHCTEM JIHIHHUX PiBHSIHbD.

OCHOBOIO TEpIIOro po3Jiay € 3 HaWBLIOMIII BUpPINIEHHSA ITPOOJEMH, 3 SKUMHU YIHI
3HAHOMIATHCS 1M1 Yac HaBYaHHS V MOYaTKOBiM mKoi. Lle rpadianuit MmeToa, MeTor
MiJICTAHOBKH Ta MeTOJI PIBHUX KoeiIieHTiB.

4 npejicraBuia 3acTOCY BaHHA METOJIIB HA NPUKJIAIAX | PO3/ILINIA HA TYHKTH aJTOPUTM
BUDIIIeHHS PI3HUX METOIIB.

ITix wac Mo€el poOOTH 1 PO3TIAHYIA TIAPYIHUKH IIOYATKOBIAX KJIACIB, IK Pi3HI aBTOpPH
MOSICHIOIOTh METO/IN PO3B’sI3yBaHHsI CHCTEMH PIBHSIHD, SKUMH MPHKJIAIAMA aBTOPHU
HAMATraloThCs 3POOUTU 3PO3YMLIIIINM [/ VUHIB IO BaXKJIUBY TeMY ajarebpu.
HocnizKyBaia METOIN, 9K1 OMACAaHL Y BUIIMAX HABYATLHUX 3aKJ1a/1aX, Ba HafiBLIOMIIIT
3 akux — meroj ['ayca Ta npasusio Kpawmepa.

Meta mociiazkenns — oTpuMaTi iHGOPMAIIio TPo eeKTUBHICTH OBOJIOIIHHS METOIAMU.
Kpim TOrO, 3 TOYKH 30py CTYIEHTIB, OIMIHUTH SAKUU MeTOJ € HalmpoCTIImuM 1 AKi

HOMUJIKK € HAMOLIBII MOMMHPEHUMH TIPH 3aCTOCYBAaHHI AJITOPUTMIB.
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