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�EFGC

У сучасному свiтi все бiльше уваги придiляється розвитку математичної грамотно-

стi учнiв. Це може бути викликано зростанням конкуренцiї в роботi та подальшому

навчаннi, де математичнi знання є важливим чинником успiху.

Однiєю з фундаментальних тем алгебри є конгруенцiї, якi мають широке засто-

сування у рiзних галузях науки та технiки [16]. У шкiльнiй програмi математики

задачi на конгруенцiї зазвичай зустрiчаються на шкiльних олiмпiадах та iнших ма-

тематичних змаганнях. [4] Цi задачi є складними та цiкавими, тому що їх можна

розв’язати рiзними способами. Розв’язання таких задач вимагає вiд учнiв розумових

зусиль, творчого мислення та аналiтичних навичок.

У данiй роботi розглянемо теоретичнi основи про конгруенцiї та їх властиво-

стi, будемо аналiзувати задачi, а також дослiджувати методи розв’язування задач

на конгруенцiї на шкiльних олiмпiадах. Ми детально розглянемо рiзнi пiдходи до

розв’язування задач, такi як метод пiдстановки, метод перетворень та iншi. Крiм то-

го, порiвняємо ефективнiсть цих методiв та наведемо приклади задач на конгруенцiї

з рiзних математичних змагань.

Метою даної роботи є дослiдження ефективностi використання конгруенцiй в

розв’язаннi олiмпiадних задач. Об’єкт дослiдження - теорiя конгруенцiй та шкiльнi

олiмпiаднi задачi з математики. Методи дослiдження - теоретичнi(аналiз лiтерату-

ри) та емпiричнi(анкетування вчителiв математики за допомогою анкети в Google

Формах).

Актуальнiсть теми може бути зумовлена кiлькома причинами.

По-перше, олiмпiади з математики та iнших наук є досить поширеними i вiдомими

в усьому свiтi. Вони вимагають вiд учасникiв не лише знання теорiї, але й вмiння

застосовувати її у розв’язаннi конкретних задач.
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По-друге, конгруенцiї мають досить широке застосування в рiзних галузях. Тому

вивчення методiв розв’язування задач на конгруенцiї може бути корисним не лише

для учасникiв олiмпiад, а й для фахiвцiв у цих галузях.

По-третє, дослiдження методiв розв’язування задач на конгруенцiї може привести

до вiдкриття нових iнновацiйних пiдходiв до цiєї проблеми, що може мати практичне

значення в рiзних галузях.

Практична цiннiсть даної роботи полягає в тому, що вона дозволяє визначити

ефективнi методи розв’язування олiмпiадних задач за допомогою конгруенцiй, якi

можуть бути корисними для учнiв i вчителiв математики. Результати дослiдження

можуть допомогти покращити якiсть пiдготовки учнiв до олiмпiад з математики,

а також допомогти вчителям вибрати ефективнi методи навчання та розв’язування

задач з конгруенцiями.
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Bevezetés

Napjainkban egyre több figyelmet ford́ıtanak a tanulók matematikai ismereteinek fejlesztésére.

Ennek oka lehet a munkaerőpiac és a továbbtanulás területén tapasztalható növekvő

verseny, ahol a matematikából megszerzett tudás a siker egyik fontos tényezője.

Az algebra egyik alapvető témája a kongruenciák, amelyeket széles körben használnak

a tudomány és technológia különböző területein. Az iskolában, a matematikai tananyagban

a kongruenciákat tartalmazó feladatok gyakran szerepelnek iskolai és egyéb matematikai

versenyeken, olimpiádákon. A feladatok nemcsak érdekesek, de kih́ıvást is jelentenek a

diákok számára, mivel többféle megoldásuk ismert. Az ilyen feladatok megoldása nagyfokú

szellemi erőfesźıtést, kreat́ıv gondolkodást és analitikus készségek használatát igényli a

diákoktól.

Ebben a dolgozatban áttekintjük a kongruenciák elméleti alapjait és tulajdonságait,

elemezzük a feladatokat, és megvizsgáljuk a kongruencia feladatok megoldásának módszereit

az iskolai versenyeken. Emellett összehasonĺıtjuk e módszerek hatékonyságát, majd példákat

hozunk a különböző matematika versenyeken előforduló kongruencia feladatokból.

A dolgozat célja, hogy megvizsgálja a kongruenciák használatának hatékonyságát a

versenyfeladatok megoldása során. A vizsgálat tárgya a kongruenciák elmélete és az iskolai

matematikai olimpiai feladatok megoldása. A kutatás módszerei - elméleti (irodalomelemzés)

és empirikus (kérdő́ıves felmérés matematikatanárok körében Google Forms kérdő́ıv seǵıtségével).

A téma aktualitásának számos oka van.

Először is a matematikai és egyéb természettudományos versenyek meglehetősen gyakori-

ak és ismertek világszerte. Ezek a versenyek nemcsak az elmélet ismeretét követelik meg

a résztvevőktől, hanem azok alkalmazást is a feladatok megoldásában.

Másodszor, a kongruenciákat széles körben használják különböző területeken. Ezért a

kongruencia feladatok megoldására szolgáló módszerek elsaját́ıtása nemcsak az olimpiádák

résztvevői, hanem az emĺıtett területek szakemberei számára is hasznos lehet.
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Harmadszor, a kongruenciával kapcsolatos feladatok megoldására szolgáló módszerek

tanulmányozása a probléma új, innovat́ıv megközeĺıtéseinek felfedezéséhez vezethet, amelyek

gyakorlati jelentőséggel b́ırhatnak különböző területeken.

A munka gyakorlati értéke a hasznośıthatóságában rejlik: lehetővé teszi a kongruenciákkal

kapcsolatos versenyfeladatok megoldásának hatékony módszereinek meghatározását, amelyek

hasznosak lehetnek a diákok és a matematikatanárok számára. A kapott eredmények

seǵıtséget nyújthatnak a diákok matematikaversenyekre való felkészülésének minőségének

jav́ıtásában, valamint a tanároknak abban, hogy hatékony módszereket válasszanak a

kongruenciákkal kapcsolatos feladatok tańıtására és megoldására.
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1.1 ";A4K9AAS >BA7DG9AJiї

";A4K9AAS 1.1. Нехай m - деяке натуральне число. Цiле число a називається кон-

груентним цiлому числу b за модулем m, якщо рiзниця a − b дiлиться на m. Якщо

число a конгруентне числу b за модулем m, то пишуть:

a ≡ b (mod m) або a ≡ b(m) (1.1)

Спiввiдношення 1.1 називають конгруенцiєю. [13]

#D<>?48 1.1. 54 ≡ 4 (mod 5), оскiльки 54− 4 = 50
... 5

71 ≡ 3 (mod 17), оскiльки 71− 3 = 68
... 17

−12 ≡ 11 (mod 11), оскiльки −12− 11 = −33
... 11

�4G64:9AAS 1. Означення конгруентностi можна задати й iншим способом, який

є еквiвалентним наведеному вище визначенню: Цiле число a конгруентне числу b за

модулем m, якщо i a, i b при дiленнi на m дають однаковий залишок. [15]

Якщо число a не є конгруентим числу b за модулем m, то пишуть a ̸≡ b (mod m)

або a ̸≡ b(m). [13]

#D<>?48 1.2. 48 ̸≡ 5 (mod 4), оскiльки 48− 5 = 43 ̸
... 4

27 ̸≡ 2 (mod 6), оскiльки 27− 2 = 25 ̸
... 6

−21 ̸≡ −7 (mod 9), оскiльки −21− (−7) = −14 ̸
... 9

�4G64:9AAS 2. 1. Подiльнiсть чисел також можна виразити за допомогою кон-

груенцiї у виглядi

a ≡ 0 (mod m),
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що означає, що m
...a.

2. Модуль зазвичай вважається натуральним числом, бiльшим за 1, оскiльки:

• вiд’ємнi числа можна пропустити, оскiльки конгруентнiсть по модулю m i

−m означає те саме;

• число нуль не беремо до уваги, тому що a ≡ b (mod 0) за властивiстю

подiльностi означає, що a = b, а для цього недоцiльно використовувати

окремо позначення конгруентностi;

• число 1 теж недоцiльно розглядати, оскiльки будь-якi два цiлi числа бу-

дуть конгруентнi по модулю 1.

3. Модуль 1 має значення на множинi дiйсних чисел, через те, що дробовi частини

двох дiйсних чисел однаковi. В цьому випадку ми використовуємо позначення.

4. Конгруенцiї часто можна зустрiти й у повсякденному життi. Наприклад, твер-

дження «сьогоднi недiля» є конгруентнiстю (mod 7). Розклад залiзничних/

автобусних транспортiв фактично мiстять конгруенцiї з модулями (mod 365),

(mod 7) та (mod 24).

5. У деяких випадках корисно використовувати конгруенцiю, навiть якщо вона не

мiстить цiлих чисел. У цьому випадку:

x ≡ y (mod z)

означає, що x− y є цiлим числом, кратним z. Наприклад:

3

2
≡

1

2
(mod 1)

−π ≡ π (mod 2π).

Корисною властивiстю конгруенцiй є те, що їх часто можна обчислювати так

само, як i рiвняння, про що свiдчить наведена нижче теорема.[14]

Для кожного натурального числа m конгруенцiя a ≡ b (mod m) задає на множинi

Z цiлих чисел бiнарне вiдношення конгруентностi "число a конгруентне числу b за

модулем m". Таким чином, на множинi цiлих чисел встановлюється вiдношення кон-

груентностi, що визначається за модулем m. У цьому випадку справедлива наступна

теорема.
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&9BD9@4 1.1. Для будь-якого натурального числа m вiдношення конгруентностi “a

конгруентне числу b за модулем m”, задане на множинi Z цiлих чисел, є вiдношенням

еквiвалентностi, тобто виконуються наступнi властивостi:

а) рефлексивнiсть (кожне число конгруентне самому собi за модулем m)

a ≡ a (mod m)

б) симетричнiсть (якщо a конгруентне b за модулем m, то й b конгруентне a за

модулем m)

a ≡ b (mod m) ⇒ b ≡ a (mod m)

в) транзитивнiсть (якщо a конгруентне b за модулем m i b конгруентне c за моду-

лем m, то a конгруентне c за модулем m)

a ≡ b (mod m) i b ≡ c (mod m) ⇒ a ≡ c (mod m).

�B6989AAS. а) Нехай - довiльне цiле число. Тодi a − a = 0
... m, отже, a ≡ a

(mod m), значить вiдношення рефлексивне.

б) Нехай a ≡ b (mod m). Тодi (a− b)
... m, звiдси (b−a)

... m, тобто b ≡ a (mod m),

i вiдношення симетричне.

в) Нехай a ≡ b (mod m) i b ≡ c (mod m). Тодi (a − b)
... m i (b − c)

... m, звiдки

(a − b) + (b − c) = (a − c)
... m, значить, a ≡ c (mod m), тобто вiдношення

транзитивне. Отже, вiдношення конгруентностi, задане на множинi Z цiлих

чисел, є вiдношенням еквiвалентностi. [13], [14]

&9BD9@4 1.2. Наступнi твердження еквiвалентнi:

1. цiлi числа a i b конгруентнi за модулем m: a ≡ b (mod m);

2. цiлi числа a i b пов’язанi спiввiдношенням: a = b+mt, де t ∈ Z,m ∈ N;

3. двом цiлим числам a i b вiдповiдає одна й та сама остача r при дiленнi їх на

натуральне число m: a = mq + r, b = mq1 + r, де 0 ⩽ r < m.

�B6989AAS. Нехай справедливе твердження 1): a ≡ b (mod m). Тодi за означенням

конгруенцiї (a− b)
... m, значить, a− b = mt, де t ∈ Z. Звiдси випливає, що a = b+mt,

12



i справедливе твердження 2.

Нехай справедливе твердження 2: a = b + mt, t ∈ Z. Тодi a − b = mt, значить,

(a− b)
... m, тобто a ≡ b (mod m), i справедливе твердження 1. З цього випливає, що

твердження 1 i 2 еквiвалентнi.

Нехай справедливе твердження 2: a = b+mt, t ∈ Z. Вiдповiдно до теореми про дiлення

з остачею, b = mq1 + r, де 0 ⩽ r < m. Тодi a = mq1 + r+mt = m(q1 + t) + r = mq+ r,

де 0 ⩽ r < m, q = q1 + t ∈ Z, i справедливе твердження 3.

Нехай справедливе твердження 3: a = mq + r, b = mq1 + r, де 0 ⩽ r < m. Вiднiмемо

вiд першої рiвносi другу, i отримаємо: a − b = m(q − q1). Звiдси маємо: a = b + mt,

де t = q − q1 ∈ Z i справедливе твердження 2. З цього випливає, що твердження 2 i

3 еквiвалентнi.

Оскiльки твердження 1 i 3 еквiвалентнi твердженню 2, то вони еквiвалентнi мiж

собою. [13]

1.2 �?4EF<6BEFi >B7DG9AJi=

�?4EF<6iEFP 1. Конгруенцiї за одним i тим же модулем можна почленно додавати.

�B6989AAS. Нехай a1 ≡ b1 (mod m), a2 ≡ b2 (mod m). Тодi, за теоремою 2 можна

записати наступнi рiвностi:

a1 = b1 +mt1, a2 = b2 +mt2, (1.2)

де t1, t2- цiлi числа.

Почленно додаючи їх, можна отримати:

a1 + a2 = b1 + b2 +m(t1 + t2) = b1 + b2 +mt,

де t = t1 + t2 - цiле. Звiдси випливає, що a1 + a2 ≡ b1 + b2 (mod m).

!4E?i8B> 1.1. Конгруенцiї за одним i тим же модулем можна почленно вiднiмати.

�B6989AAS. Вiднiмаючи почленно рiвностi 1.2, можна отримати:

a1 − a2 = b1 − b2 +m(t1 − t2) = b1 + b2 +mt3,

де t3 = t1 − t2 - цiле. Отже, a1 − a2 ≡ b1 − b2 (mod m).

!4E?i8B> 1.2. Доданок, що стоїть у якiй-небудь частинi конгруенцiї, можна пере-

носити в iншу частину, змiнивши знак на протилежний.
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�B6989AAS. Нехай a + c ≡ b (mod m). Додавши до попередньої конгруенцiї −c ≡ −c

(mod m), що є очевидним можна дiстати: a ≡ b− c (mod m)

!4E?i8B> 1.3. До обох частин конгруенцiї можна додати (або вiд обох частин кон-

груенцiї можна вiдняти) одне й те саме цiле число.

�B6989AAS. Нехай a ≡ b (mod m). При c ∈ Z очевидно, що c ≡ c (mod m). Додаючи

i вiднiмаючи цi конгруенцiї, можна отримати: a + c ≡ b + c (mod m), a − c ≡ b − c

(mod m)

!4E?i8B> 1.4. До будь-якої iз частин конгруенцiї можна додати (або вiдняти) до-

вiльне цiле число, кратне модулю.

�B6989AAS. Нехай a ≡ b (mod m). Оскiльки ±mk ≡ 0 (mod m), то a ± mk ≡ b

(mod m).

�?4EF<6iEFP 2. Конгруенцiї за одним i тим же модулем можна почленно перемно-

жувати.

�B6989AAS. Нехай a1 ≡ b1 (mod m), a2 ≡ b2 (mod m). Тодi, за теоремою 2: a1 =

b1 +mt1, a2 = b2 +mt2, де t1, t2- цiлi числа.

Почленно перемножуючи цi рiвностi, можна отримати:

a1a2 = b1b2 + b1mt2 +mt1b2 +mt1mt2 = b1b2 +mt,

де t = b1t2 + t1b2 +mt1t2 ∈ Z . Звiдси випливає, що a1a2 ≡ b1b2 (mod m).

!4E?i8B> 2.1. Обидвi частини конгруенцiї можна помножити на одне й те саме цiле

число.

�B6989AAS. Нехай a ≡ b (mod m). Оскiльки ∀k ∈ Z справедливо, що k ≡ k (mod m),

то за властивiстю 2, можна дiстати: ak ≡ bk (mod m)

!4E?i8B> 2.2. Обидвi частини конгруенцiї можна пiднести до одного й того ж само-

го натурального степеня, тобто якщо a ≡ b (mod m), то an ≡ bn (mod m) де n ∈ N.

�B6989AAS. Нехай a ≡ b (mod m). Якщо декiлька разiв застозувати властивiсть 2,

то можна отримати: an ≡ bn (mod m) де n ∈ N.

�?4EF<6iEFP 3. Обидвi частини конгруенцiї можна подiлити на їхнiй спiльний дiль-

ник, взаємно простий з модулем.
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�B6989AAS. Нехай ak ≡ bk (mod m), де (k,m) = 1. Тодi (a− b)k
... m при (k,m) = 1.

За властивiстю (a− b)
... m, тобто a ≡ b (mod m).

�?4EF<6iEFP 4. Обидвi частини конгруенцiї i модуль можна помножити на одне й

те саме натуральне число.

�B6989AAS. Нехай a ≡ b (mod m). Тодi a = b +mt, де t ∈ Z. Звiдси ∀n ∈ N справе-

дливо: an = bn+mnt, тобто an ≡ bn (mod mn).

�?4EF<6iEFP 5. Обидвi частини конгруенцiї i модуль можна подiлити на будь-який

їхнiй спiльний натуральний дiльник.

�B6989AAS. Нехай ak ≡ bk (mod mk), де k ∈ N. Тодi ak = bk+mkt, а отже, a = b+mt,

тобто a ≡ b (mod m).

�?4EF<6iEFP 6. Якщо конгруенцiя має мiсце за кiлькома модулями, то вона матиме

мiсце i за модулем, що дорiвнює їхньсому найменшому спiльному кратному.

�B6989AAS. Розглянемо доведення для випадку 2-х модулiв. Нехай a ≡ b (mod m1) i

a ≡ b (mod m2). Тодi (a−b)
... m1 i (a−b)

... m2. Тому (a−b) є спiльним кратним чисел

m1 i m2. За означенням найменшого спiльного кратного двох цiлих чисел (a−b)
... m,

де m = [m1,m2. Тодi a ≡ b (mod m).

�?4EF<6iEFP 7. Якщо конгруенцiя має мiсце за модулем m, то вона матиме мiсце i

за будь-яким натуральним дiльником d цього модуля.

�B6989AAS. Нехай a ≡ b (mod m). Тодi (a− b)
... m. Якщо m

... d, то (a− b)
... d, тобто

a ≡ b (mod d).

�?4EF<6iEFP 8. Якщо a ≡ b (mod m), то (a,m) = (b,m). [13]

1.3 �iAi=Ai >BA7DG9AJiї ; B8A<@ A96i8B@<@

";A4K9AAS 1.2. Конгруенцiя виду

ax ≡ b (mod m), (1.3)

де a ̸≡ 0 (mod m), називається лiнiйною конгруенцiєю або конгруенцiєю першого

степеня з одним невiдомим.
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";A4K9AAS 1.3. Розв’язком конгруенцiї 1.3 називається клас лишкiв за модулем m,

кожне число якого задовольняє дану конгруенцiю.

Якщо число x0 задовольняє конгруенцiю 1.3 i 0 ⩽ x0 < m, то розв’язок записують у

виглядi: x ≡ x0 (mod m) або x = K
(m)
x0

.

Оскiльки за модулем m iснує всього m класiв лишкiв, то конгруенцiя 1.3 може

мати не бiльше, нiж m розв’язкiв.

Розв’язати конгруенцiю 1.3 означає знайти всi її розв’язки або показати, що їх

немає.

";A4K9AAS 1.4. Конгруенцiї з одним невiдомим називають рiвносильними або еквi-

валентними, якщо множини їхнiх розв’язкiв спiвпадають.

Операцiї, якi непорушують множину розв’язкiв конгруенцiй з одним невiдомим, нази-

вають їхнiми елементарними перетвореннями. Елементарнi перетворення конгруен-

цiй ґрунтуються на властивостях конгруенцiй. Елементарними перетвореннями кон-

груенцiй iз одним невiдомим є наступнi дiї:

1) додавання до обох частин конгруенцiї довiльного многочлена q(x) з цiлими ко-

ефiцiєнтами;

2) додавання до однiєї з частин конгруенцiї многочлена з коефiцiєнтами, кратними

модулю m;

3) множення i дiлення обох частин конгруенцiї на число, взаємно просте з модулем;

4) множення i дiлення обох частин конгруенцiї i модуля на одне й те саме додатне

цiле число. [13]

&9BD9@4 1.3. (про iснування та число розв’язкiв лiнiйної конгруенцiї). Нехай дано

лiнiйну конгренцiю 1.3. Тодi:

1) якщо (a,m) = 1, то конгруенцiя 1.3 має єдиний розв’язок;

2) якщо (a,m) = d > 1 i число b не дiлиться на d, то конгруенцiя 1.3 не має

розв’язкiв;

3) якщо (a,m) = d > 1 i число b дiлиться на d, то конгруенцiя 1.3 має d розв’язкiв.

�B6989AAS. 1) Нехай (a,m) = 1, i нехай x послiдовно набуває значень

x1, x2, . . . , xm, (1.4)
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де множина чисел 1.4 є повною системою лишкiв за модулем m. За властивiстю,

сукупнiсть чисел

ax1 − b, ax2 − b, . . . , axm − b (1.5)

також є повною системою лишкiв за модулем m. Тодi серед чисел системи 1.5 є,

причому лише одне, таке число axk− b, що axk− b ≡ 0 (mod m). Звiдси axk ≡ b

(mod m). Це означає, що конгруенцiя 1.3 має розв’язок, причому єдиний, i ним

є клас лишкiв K
(m)
xk

2) Нехай (a,m) = d > 1, i нехай число b не дiлиться на d. Припустимо, що iснує

таке цiле число x0, що ax0 ≡ b (mod m). Тодi b = ax0 = mt, де t ∈ Z. Оскiльки

a
... d i m

... d, то ax0
... d i mt

... d, значить, b
... d, що суперечить умовi. З цього

випливає, що конгруенцiя 1.3 розв’язкiв не має.

3) Нехай (a,m) = d > 1 i b
... d. Тодi a = a1d,m = m1d, b = b1d, де a1,m1, b1 ∈

Z. Обидвi частини i модуль конгруенцiї 1.3 подiлимо на число d i отримаємо

еквiвалентну їй конгруенцiю

a1x ≡ b1 (mod m1) (1.6)

Оскiльки (a1,m1) = 1, то аналогiчно до 1) випадку, конгруенцiя 1.6 має єдиний

розв’язок. Нехай цим розв’язком буде клас лишкiв Km1

x0
, де 0 ⩽ x0 < m1. За вла-

стивiстю класiв лишкiв, цей клас розпадається на d класiв лишкiв за модулем

m = m1d:

K(m1)
x0

= K(m)
x0

∪K
(m)
x0+m1

∪ . . . ∪K
(m)
x0+(d−1)m1

, (1.7)

якi i є d розв’язками конгруенцiї 1.3. [13], [14]

1.3.1 %CBEB5< DB;6’S;G64AAS ?iAi=A<I >BA7DG9AJi=

I. %CBEi5 ECDB5. Використовується коли модуль невелике число. В даному випадку

в конгруенцiю пiдставляємо числа повної системи лишкiв.

#D<>?48 1.3. Способом спроб розв’язати конгруенцiю

3x ≡ 1 (mod 5) (1.8)
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$B;6’S;4AAS. Маємо a = 3,m = 5, b = 1. Оскiльки (3, 5) = 1, то конгруенцiя 1.8

має тiльки один розв’язок. Запишемо повну систему абсолютно найменших лишкiв

за модулем m = 5:

0, 1, 2,−1,−2. (1.9)

Пiдставляючи лишки системи 1.9 в конгруенцiю 1.8, маємо:

3 · 0 = 0 ̸≡ 1 (mod 5),

3 · 1 = 3 ̸≡ 1 (mod 5),

3 · 2 = 6 ≡ 1 (mod 5).

Отже, K(5)
2 є розв’язком конгруенцiї 1.8. Можна записати вiдповiдь iншим способом:

x ≡ 2 (mod 5). Iншi числа лишкiв нема потреби пiдставляти в конгруенцiю, оскiльки

вона має лише один розв’язок. [13]

II. %CBEi5 Di6ABE<?PA<I C9D9F6BD9AP. Властивостi конгруенцiй дозволяють

нам робити елементарнi перетворення, завдяки яких задана конгруенцiя зводиться

до рiвносильної їй конгруенцiї з коефiцiєнтом при x, який рiвний 1.

#D<>?48 1.4. Способом елементарних перетворень розв’язати конгруенцiю:

27x ≡ 8 (mod 43). (1.10)

$B;6’S;4AAS. Маємо a = 27,m = 43, b = 8. Оскiльки (27, 43) = 1, то конгруенцiя

1.10 має тiльки один розв’язок. Додамо до лiвої частини такий вираз, який кратний

модулю, в цьому випадку −43x. Отримаємо рiвносильну конгруенцiї 1.10 конгруен-

цiю:

−16x ≡ 8 (mod 43).

Далi, як бачимо, конгруенцiю можемо подiлити на число 8:

−2x ≡ 1 (mod 43).

Додаємо до правої частини даної конгруенцiї число, рiвне модулю, i отримуємо:

−2x ≡ 44 (mod 43).

Обидвi частини отриманої конгруенцiї подiлимо на число -2. Тодi:

x ≡ −22 (mod 43),

що i є розв’язком конгруенцiї. [13]
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III. %CBEi5 "=?9D4. Даний спосiб ґрунтується на теоремi Ойлера. Нехай потрi-

бно розв’язати конгруенцiю

ax ≡ b (mod m), де (a,m) = 1. (1.11)

Через те, що (a,m) = 1, то дана конгруенцiя має єдиний розв’язок. Помножимо оби-

двi частини конгруенцiї 1.11 на число aϕ(m)−1 взаємно просте з модулем, i отримаємо

рiвносильну конгруенцiю

aϕ(m)x ≡ baϕ(m)−1 (mod m).

За теоремою Ойлера aϕ(m) ≡ 1 (mod m). Тому з останньої конгруенцiї отримуємо:

x ≡ baϕ(m)−1 (mod m). (1.12)

Цей клас лишкiв i буде єдиним розв’язком конгруенцiї 1.11.

#D<>?48 1.5. Способом Ойлера розв’язати конгруенцiю

28x ≡ 33 (mod 43).

$B;6’S;4AAS. Маємо a = 28,m = 43, b = 33. Оскiльки (28, 43) = 1, то задана кон-

груенцiя має тiльки один розв’язок. Знайдемо його за фoрмулою 1.12, i отримуємо:

x ≡ 33·28ϕ(43)−1 (mod 43) ≡ −10·(−15)42−1 (mod 43) ≡ 10·15·(152)20 (mod 43) ≡

≡ 10 · 5 · 3 · 1020 (mod 43) ≡ 50 · 3 · (102)10 (mod 43) ≡ 7 · 3 · 1410 (mod 43) ≡

≡ 21 · (142)5 (mod 43) ≡ 21 · 245 (mod 43) ≡ 21 · 24 · (242)2 (mod 43) ≡

≡ 42 · 12 · 172 (mod 43) ≡ −12 · 17 · 17 (mod 43) ≡ −4 · 17 · 3 · 17 (mod 43) ≡

≡ −68 · 51 (mod 43) ≡ 18 · 8 (mod 43) ≡ 15 (mod 43).

Тобто розв’язком даної конгруенцiї є x ≡ 15 (mod 43).

Недолiком методу Ойлера є те, що при великому значеннi ϕ(m) знаходження

найменшого невiд’ємного лишку того класу чисел за модулем m, до якого належить

число baϕ(m)−1, досить довге. [13]

IV. �4EFBEG64AAS >?4Ei6 ?<L>i6. Розглянемо конгруенцiю ax ≡ b (mod m),

де (a,m) = 1. Розв’яжемо дану конгруенцiю за допомогою класiв лишкiв. Для цього

запишемо її у виглядi

K(m)
a ·K(m)

x = K
(m)
b
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Оскiльки (a,m) = 1, то для класу K
(m)
a iснує обернений клас

(

K
(m)
a

)

−1
. Можемо

знайти клас

K(m)
x =

(

K(m)
a

)

−1
·K

(m)
b , (1.13)

що i є розв’язком конгруенцiї.

#D<>?48 1.6. Застосовуючи класи лишкiв, розв’язати конгруенцiю:

35x ≡ 3 (mod 57) (1.14)

$B;6’S;4AAS. Маємо a = 35,m = 57, b = 3. Оскiльки (35, 57) = 1, то задана

конгруенцiя має тiльки один розв’язок. Використаємо формулу 1.13 i отримаємо:

K(57)
x =

(

K
(57)
35

)

−1
·K

(57)
3 .

Знаходимо
(

K
(57)
35

)

−1
- клас лишкiв за модулем 57, обернений до класу K

(57)
35 .

За алгоритмом Евклiда знайдемо найбiльший спiльний дiльник чисел a = 35 i m = 57.

Маємо:

Вiдповiдно можемо записати наступнi рiвностi:

m = a+ r1 r1 = m− a

a = r1 + r2 r2 = a− r1

r1 = r2 + r3 r3 = r1 − r2

r2 = r3 + r4 r4 = r2 − r3

r3 = 2r4 + 1 1 = r3 − 2r4
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Звiдси:

1 = r3 − 2r4 = r3 − 2(r2 − r3) = 3r3 − 2r2 = 3(r1 − r2)− 2r2 = 3r1 − 5r2 =

= 3r1 − 5(a− r1) = 8r1 − 5a = 8m− 8a− 5a = 8m− 13a.

Тодi 8m − 13a ≡ 1 (mod m), значить, −13a ≡ 1 (mod 57), тобто 44a ≡ 1 (mod 57).

Це означає, що K
(57)
44a = K

(57)
1 . Звiдси отримуємо, що K

(57)
44 ·K

(57)
a = K

(57)
1 , де a = 35,

значить,
(

K
(57)
35

)

−1
= K

(57)
44 .

Таким чином,

K(57)
x = K

(57)
44 ·K

(57)
3 = K

(57)
−13 ·K

(57)
3 = K

(57)
−39 = K

(57)
18 .

Отже, клас K
(57)
18 є розв’язком конгруенцiї 1.14. [13]
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"?i@Ci48Ai ;484Ki A4 >BA7DG9AJiї

Задачi на конгруенцiї можна зустрiти в рiзних математичних завданнях, включа-

ючи шкiльнi олiмпiади, конкурси та змагання з математики, тестування на вступ

до унiверситету. Задачi на конгруенцiї є популярними завданнями на математичних

олiмпiадах, особливо в країнах Схiдної Європи та Азiї, де математика має високу

культурну цiннiсть. [5], [8]

Такi задачi можуть зустрiтися у рiзних областях математики, таких як арифме-

тика, алгебра, теорiя чисел, комбiнаторика. Також цiкавий факт, що вони викори-

стовуються в криптографiї, наприклад, для захисту вiд перехоплення повiдомлень

та збереження конфiденцiйностi даних.[16]

2.1 �BA7DG9AJiї A4 @4F9@4F<KA<I B?i@Ci484I 6 '>D4-

їAi

Україна має довгу iсторiю математичних олiмпiад i змагань з математики. Як зазна-

чено на сайтi Мiнiстерства освiти i науки України [2] "школярi незалежної України

у складi окремих команд, починаючи з 1993 року, беруть участь у Мiжнародних

учнiвських олiмпiадах з математики, фiзики, хiмiї, бiологiї, iнформатики, екологiї,

географiї, астрономiї."

Задачi на конгруенцiї можна зустрiти на рiзних рiвнях змагань, включаючи на-

ступнi:

• Всеукраїнська учнiвська олiмпiада з математики для учнiв 5-11 класiв, яка

проводиться Мiнiстерством освiти i науки України. "Всеукраїнськi учнiвськi
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олiмпiади з навчальних предметiв - це iнтелектуальнi змагання на освiтньому

просторi України, до яких щорiчно залучається близько 3 млн. школярiв."

Змагання проходять у чотири етапи:

3 I (перший) етап - шкiльнi (мiжшкiльнi);

3 II (другий) етап - районнi (мiськi);

3 III (третiй) етап - обласнi (в м. Києвi - мiський);

3 IV (четвертий) етап – всеукраїнський рiвень.

На цiй олiмпiадi зазвичай можна зустрiти завдання на конгруенцiї, якi вимага-

ють вiд учнiв розумiння основних понять теорiї чисел та здатнiсть застосовува-

ти їх для розв’язання задач. Вiдтак, в лютому 2023 року вiдбувся III (мiський)

етап Всеукраїнської учнiвської олiмпiади з математики. З 03 квiтня по 07 квi-

тня 2023 року вiдбувся IV (фiнальний) етап в м. Ужгород. Серед завдань часто

зустрiчаються задачi на конгруенцiї. [3], [5], [6]

Документом, що визначає завдання, структуру, технологiю проведення Все-

українських олiмпiад є Положення про Всеукраїнськi учнiвськi олiмпiади, тур-

нiри, конкурси з навчальних предметiв, конкурси-захисти науководослiдницьких

робiт та конкурси фахової майстерностi, затверджене наказом Мiнiстерства

освiти i науки, молодi та спорту України вiд 22.09.2011 року № 1099, зареєстро-

ване в Мiнiстерствi юстицiї України 17 листопада 2011 року за № 1318/20056.

[1]

• Мiжнародна математична олiмпiада “Кенгуру”, яка є однiєю з найбiльших олiм-

пiад у свiтi i проводиться в бiльш нiж 70 країнах. Задачi на конгруенцiї є скла-

довою частиною олiмпiади “Кенгуру” i можуть бути запропонованi на рiзних

рiвнях складностi. [9]

• Олiмпiади з математики, якi проводяться в унiверситетах України для всту-

пу на математичнi факультети. На таких олiмпiадах також можуть зустрiтися

задачi на конгруенцiї, якi вимагають вiд учасникiв розв’язування лiнiйних та

квадратичних конгруенцiй та застосувань рiзних теорем.

Загалом, задачi на конгруенцiї є складовою частиною багатьох математичних олiм-

пiад в Українi та їх можна знайти в рiзних джерелах, таких як пiдручники з теорiї
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чисел, збiрники задач для олiмпiад та математичних конкурсiв, математичнi форуми

та веб-сайти. [7], [11], [12]

Задачi на конгруенцiї допомагають учням поглиблювати свої знання з теорiї чи-

сел та розвивати навички самостiйної роботи з математичними завданнями. Вони

також сприяють розвитку логiчного мислення та абстрактного мислення, що дуже

корисно для подальшого навчання в будь-якiй науковiй галузi. Отже, вивчення за-

дач на конгруенцiї може бути дуже корисним для учнiв та студентiв, якi цiкавляться

математикою та хочуть розвивати свої здiбностi в цiй галузi.

2.2 #D<>?48< B?i@Ci48A<I ;484K A4 >BA7DG9AJiї

В данiй частинi розглянемо деякi типи задач, якi зустрiчаються на олiмпiадах з ма-

тематики, або в пiдготовочих матерiалах для олiмпiад.

Наступний приклад взятий з III-го етапу Всеукраїнської учнiвської олiмпiади з ма-

тематики 2022/2023 н.р. (7 клас):

#D<>?48 2.1. Доведiть, що не iснує натуральних чисел n та k, якi задовольняють

рiвностi:

nn + (n+ 1)n+1 + (n+ 2)n+2 = 2023k (2.1)

$B;6’S;4AAS. Спочатку звернiмо увагу на те, що числа n, (n + 1) та (n + 2) є по-

слiдовними натуральними числами. Таким чином, ми можемо скористатися зв’язком

мiж послiдовними числами та їхнiми залишками при дiленнi на 3:

• n ≡ 0 (mod 3) ⇒ (n+ 1) ≡ 1 (mod 3), (n+ 2) ≡ 2 (mod 3)

• n ≡ 1 (mod 3) ⇒ (n+ 1) ≡ 2 (mod 3), (n+ 2) ≡ 0 (mod 3)

• n ≡ 2 (mod 3) ⇒ (n+ 1) ≡ 0 (mod 3), (n+ 2) ≡ 1 (mod 3)

Якщо розглянемо кожне окремо, то можна сказати:

Якщо x дiлиться на 3, то xx теж дiлиться, якщо x дає остачу 1, то xx також дає остачу

1, а якщо x дає остачу 2, то xx дає остачу 1 чи 2. Отже, nn + (n+ 1)n+1 + (n+ 2)n+2

дає остачу 2 чи 0 за модулем 3. Одержана суперечнiсть завершує доведення. [5]

Одним з ключових завдань на конгруенцiй є наступна:

#D<>?48 2.2. Знайти остачу при дiленнi числа n4 на 5, де n ∈ Z.
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$B;6’S;4AAS. При дiленнi на 5 можемо розглянути наступнi випадки:

1) n ≡ 0 (mod 5)

2) n ≡ 1 (mod 5)

3) n ≡ 2 (mod 5)

4) n ≡ 3 (mod 5)

5) n ≡ 4 (mod 5)

За властивiстю конгруенцiй пiднесемо кожну конгруенцiю до четвертого степеня, i

отримаємо:

1) n4 ≡ 04 (mod 5) ≡ 0 (mod 5)

2) n4 ≡ 14 (mod 5) ≡ 1 (mod 5)

3) n4 ≡ 24 (mod 5) ≡ 16 (mod 5) ≡ 1 (mod 5)

4) n4 ≡ 34 (mod 5) ≡ 81 (mod 5) ≡ 1 (mod 5)

5) n4 ≡ 44 (mod 5) ≡ 256 (mod 5) ≡ 1 (mod 5)

Отже, при дiленнi на 5 можливi остачi 0 або 1. [10]

#D<>?48 2.3. Довести, що для для всiх нарутальних чисел n вираз n3 − 3n2 + 2n

дiлиться нацiло на 6.

$B;6’S;4AAS. Для того, щоб довести, що вираз дiлиться нацiло на 6, доведемо, що

вираз дiлиться на 2 i на 3 (за ознаками подiльностi). Перевiримо чи дiлиться вираз

на 2. Для цього розглянемо два випадки:

1) Якщо n ≡ 0 (mod 2), то n3 − 3n2 + 2n = 03 − 3 · 02 + 2 · 0 ≡ 0 (mod 2), тобто

вираз
...2.

2) Якщо n ≡ 1 (mod 2), то n3 − 3n2 + 2n = 13 − 3 · 12 + 2 · 1 ≡ 0 (mod 2), тобто

вираз
...2.

Перевiримо чи дiлиться вираз на 3. Для цього розглянемо три випадки:

1) Якщо n ≡ 0 (mod 3), то n3 − 3n2 + 2n = 03 − 3 · 02 + 2 · 0 ≡ 0 (mod 3), тобто

вираз
...3.
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2) Якщо n ≡ 1 (mod 3), то n3 − 3n2 + 2n = 13 − 3 · 12 + 2 · 1 ≡ 0 (mod 3), тобто

вираз
...3.

3) Якщо n ≡ 2 (mod 3), то n3 − 3n2 + 2n = 23 − 3 · 22 + 2 · 2 ≡ 0 (mod 3), тобто

вираз
...3.

Отже, вираз n3 − 3n2 +2n дiлиться нацiло на 2 i на 3, тому воно дiлиться нацiло i на

6. [10]

#D<>?48 2.4. Розв’язати лiнiйну конгруенцiю

25x ≡ 45 (mod 55). (2.2)

$B;6’S;4AAS. Маємо a = 25,m = 55, b = 45. Оскiльки (25, 55) = 5 > 1, 45
... 5,

то конгруенцiя 2.2 має п’ять розв’язкiв. Розв’яжемо її за допомогою елементарних

перетворень використовуючи властивостi конгруенцiй. Оскiльки обидвi частини кон-

груенцiї i модуль можна подiлити на будь-який їхнiй спiльний натуральний дiльник,

який в даному випадку число 5, отримаємо:

5x ≡ 9 (mod 11), (2.3)

де a1 = 5,m1 = 11, b1 = 9. Оскiльки (5, 11) = 1, то конгруенцiя має тiльки один

розв’язок. Додамо до числа b1 модуль конгруенцiї:

5x ≡ 20 (mod 11).

Тепер можемо подiлити на НСД(5,20)=5:

x ≡ 4 (mod 11),

що є розв’язком конгруенцiї 2.3.

Отже, розв’язком початкової конгруенцiї 2.2 буде:

x ≡ 4 + 11k (mod 55), k = 0, 5

Тобто:

k = 0 x ≡ 4 (mod 55)

k = 1 x ≡ 15 (mod 55)

k = 2 x ≡ 26 (mod 55)

k = 3 x ≡ 37 (mod 55)

k = 4 x ≡ 48 (mod 55)
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#D<>?48 2.5. Як за допомогою двох порожнiх вiдер на 15 i 17 л за найменше число

переливань набрати в бочку 20 л води? Кiлькiсть води необмежена.

$B;6’S;4AAS.

I. ECBEi5: Розв’язання цiєї задачi можна подати у виглядi схеми, яку можна зобра-

зити таблицею, де вказується кожен крок процесу переливань. За алгоритм вiзьмемо

кроки де будемо заливати 15 лiтрiв води i вiдливати 17 лiтрiв.

�DB>< 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

15 ? 15 0 15 0 0 15 0 0 15 0 0 15 0 0 15

17 ? 0 0 0 0 17 0 0 17 0 0 17 0 0 17 0

5BK>4 0 15 15 30 13 13 28 11 11 26 9 9 24 7 7

Продовжуємо переливання:

�DB>< 16 17 18 19

15 ? 0 0 15 0

17 ? 0 17 0 0

5BK>4 22 5 5 20

Нам потрiбно зробити переливання у 19 крокiв. Даний розв’язок є досить довгим,

тому розглянемо iнший спосiб розв’язання за допомогою конгруенцiй.

II. ECBEi5: В нас виникає питання скiльки разiв потрiбно залити 15 чи 17 лiтрiв

у бочку. Нехай 15 л залили x разiв, а 17 л y разiв. Тодi можемо скласти рiвняння

15x+17y = 20. Якщо знехтувати 15, то отримаємо конгруенцiю 2y ≡ 5 (mod 15). Для

розв’язання цiєї конгруенцiї використаємо метод спроб. Оскiльки y
... 5, то можемо

пiдiбрати y = 0, y = 5 або y = 10, або протилежнi до них числа, i будемо перевiряти

вiдливання води. Пiдставивши у рiвняння, легко можна зрозумiти, що розв’язком

може бути y = 10 або y = −5. Оскiльки в умовi задачi сказано, що потрiбно зробити

щойнайменшу кiлькiсть переливань, то вiзьмемо y = −5, i в цьому випадку будемо

вiдливати 17 л. Отримаємо рiвняння:

15x+ 17 · (−5) = 20

15x− 85 = 20

15x = 105

x =7
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Перевiряємо значення:

15 · 7 + 17 · (−5) = 20.

Тобто, нам потрiбно долити 7 разiв 15 лiтрiв води i вiдлити 5 разiв 17 лiтрiв.

Отримали той самий розв’язок, як в I. способi, але даний розв’язок є бiльш швидшим.

#D<>?48 2.6. Дано аркуш паперу, який розрiзали на 4 частини. Потiм деякi з

одержаних кускiв знову розрiзали на 4 частини i так повторили декiлька разiв. Чи

можливо, щоб кiлькiсть кускiв, отриманих пiсля таких розрiзiв, дорiвнювала 2021?

$B;6’S;4AAS. Внаслiдок розрiзання одного куска на чотири частини кiлькiсть ку-

скiв збiльшується на 3, тобто виходить 1+3 куски. Отже, якщо ми виконаємо n роз-

рiзань, то в результатi отримаємо 1+3n кусочкiв. Тому потрiбно розв’язати рiвняння

1+3n = 2021 в цiлих числах. Маємо 1+3n ≡ 1 (mod 3). Оскiльки 2021 ≡ 2 (mod 3),

то кiлькiсть отриманих кускiв не може дорiвнювати 2021.
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$B;8i? 3

$9;G?PF4F< 8BE?i8:9AAS

Олiмпiади є важливими змаганнями серед учнiв, спрямованими на розвиток їхнiх

навичок i знань у певнiй предметнiй областi. Органiзацiя олiмпiад, турнiрiв та кон-

курсiв є невiд’ємною частиною для оцiнки iнтелектуального потенцiалу обдарованої

молодi країни i змiцнення її мiсця серед iнших нацiй, сприяючи майбутньому лiдер-

ству при належнiй органiзацiї. В сучасному освiтньому середовищi школи вчителi

мають важливу роль у виявленнi, навчаннi та розвитку обдарованих i талановитих

дiтей, сприяючи формуванню їх творчої особистостi на всiх етапах розвитку.

Пiдготовка учнiв до участi в олiмпiадах вимагає високого рiвня професiйної пiд-

готовки та готовностi працювати з дiтьми майже щодня, як пiд час урокiв, так i

поза ними, без очiкування вдячностi. Тому вчителям потрiбно докласти максимум

зусиль на пiдготовку учнiв до олiмпiад. Їм необхiдно ознайомити учнiв з форматом

олiмпiад, показати приклади завдань, якi можуть зустрiтися на змаганнях. Важливо

встановити чiткi критерiї оцiнювання робiт та провести пiдготовчi заняття, на яких

учнi зможуть практикуватися в розв’язуваннi складних математичних задач. Ва-

жливо пiдiбрати вiдповiднi завдання, якi вiдповiдають рiвню складностi та вимогам

олiмпiади. Можна скористатися рiзноманiтними джерелами, такими як попереднi

олiмпiаднi завдання, пiдручники, збiрники задач.

Щоб мотивувати учнiв до участi в математичних олiмпiадах, потрiбно створити

стимулюючу атмосферу в класi, де математика сприймається як захоплюючий та

цiкавий предмет. Для цього можна використовувати iгровi елементи, конкурси, на-

городи та похвали. Важливо показати учням, що їхнi зусилля будуть винагородженi

i математичнi олiмпiади є чудовою можливiстю проявити свої здiбностi та досягти
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успiху. Слiд зазначити, що найкращi учнi отримують стипендiї за свої досягнення на

предметних олiмпiадах.

Оскiльки вчителi вiдiграють важливу роль у пiдготовцi учнiв до олiмпiад, ми ви-

рiшили дiзнатись їхнi думки i погляди щодо олiмпiад з математики та завдань на

конгруенцiї. Для цього була пiдготовлена онлайн анкета на платформi Google Фор-

ми. Пiсля, анкета надiслана вчителям математики, якi вчать в школах на територiї

Закарпаття. Анкета складається з 13 питань рiзної форми: запитання з одним ва-

рiантом вiдповiдi, запитання з можливим зазначенням бiльше вiдповiдей, додаткове

запитання на розгорнуту вiдповiдь. Питання вiдносилися як i про досвiд вчителiв

про олiмпiади у загальному, так i щодо завдань на конгруенцiї.

3.1 �G@>< 6K<F9?i6 MB8B B?i@Ci48A<I ;484K A4 >BA-

7DG9Jiї

Першi два запитання стосуються досвiду роботи вчителiв:

1. Який у Вас досвiд роботи з викладання математики?

2. Чи є у Вас досвiд в органiзацiї або пiдготовцi учнiв до олiмпiад з математики?

Рис. 3.1: Досвiд вчителiв

Бiльшiсть опитуваних мають досвiд роботи понад 10 рокiв, що становить бiль-

ше половини всiх респондентiв, 51,3%, що бачимо на дiаграмi 3.1. Це свiдчить

про те, що в основному в педагогiчному штатi переважають досвiдченi, стар-

шi вчителi. Це дозволяє стверджувати, що переважна бiльшiсть вчителiв, якi

вiдповiли на друге запитання, регулярно беруть участь у тих чи iнших матема-

тичних олiмпiадах. До речi, варто зазначити, що лише 10,3% респондентiв ще

не брали участi, але взяли б участь, якби мали таку можливiсть.
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3. Як Ви допомагаєте учням пiдготуватися до олiмпiадних задач?

Рис. 3.2: Форми пiдтримки учнiв на пiдготовчих етапах до олiмпiад

Розподiл вiдповiдей на третє питання показує, що 87,2% респондентiв вiдповi-

ли, що вони надають учням комплекс завдань з попереднiх олiмпiад. Це озна-

чає, що вони роблять сильний акцент на практицi та пiдготовцi до олiмпiадних

завдань попереднiх рокiв. 53,8% вчителiв зазначили, що проводять додатковi

заняття або працюють з учнями як репетитори. Це свiдчить про те, що бiль-

ше половини вчителiв проводять iндивiдуальнi заняття в школi або додатково

факультативнi заняття, вiдповiдно до iндивiдуальних потреб учнiв, якi в да-

ному випадку спрямованi на розумiння та ефективне розв’язання олiмпiадних

задач. 38,5% анкетованих надають учням додатковi заняття з математики у

формi профiльних гурткiв. Це означає, що деякi вчителi проводять спецiальнi

заняття, як правило, в позаурочний час, щоб забезпечити додаткову практику

та спецiальну пiдготовку для зацiкавлених учнiв. 5,1% респондентiв вiдповiли,

що не беруть участi в репетиторствi i тому не надають жодної допомоги учням.

(рис. 3.2)

4. Коли розпочинаєте пiдготовку до олiмпiад з математики?

Вiдповiдi на четверте запитання показують, що вчителi починають пiдготовку

в рiзний перiод часу. Найбiльша частка респондентiв повiдомила, що вони по-

чинають пiдготовку за мiсяць до олiмпiади - 48,7%. Трохи менше, 33,3% вважа-

ють, що пiдготовку потрiбно починати одночасно з початком навчального року,

iмовiрно, це представники старшого поколiння, якi добре знайомi з типами та

порядком проведення Олiмпiад протягом багатьох рокiв. 12,8% повiдомляють,
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Рис. 3.3: Коли розпочати пiдготовку до олiмпiад?

що починають лише за два тижнi до олiмпiади, а 5,1% стверджують, що не про-

водять жодних занять з пiдготовки до олiмпiади. Не дивно, що це пов’язано з

останньою вiдповiддю на попереднє запитання: тi, хто взагалi не готує, взагалi

не беруть участi в олiмпiадах. (рис. 3.3)

5. Як Ви проводите уроки пiдготовки до олiмпiадних задач?

Рис. 3.4: Методи пiдготовки

Данi показали, що респонденти могли обрати бiльше однiєї вiдповiдi на питання

5, а це означає, що на заняттях з пiдготовки використовують бiльше нiж один

метод. Розглянемо варiанти вiдповiдей бiльш детально:

Згiдно з отриманими результатами, найпопулярнiшою вiдповiддю, яку обрали

респонденти, було розв’язування прикладiв з попереднiх рокiв (84,6%). Також

популярною вiдповiддю була пояснення матерiалу та демонстрацiя прикладiв

(74,4%), що свiдчить про те, що викладачi часто допомагають учням зрозумi-

ти завдання та стратегiї їх розв’язування. Рiдше обирали метод рекомендацiї
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додаткового матерiалу для самостiйного опрацювання (20,5%). Коли ми гово-

римо про математику, це не так вже й дивно, оскiльки якщо учнi не розумiють

певної теми, марно пропонувати їм працювати над нею самостiйно, їм потрiбнi

пояснення, приклади й доведення. Можливiсть подiлитися з учнями власним

досвiдом (2,6%) має вiдносно низький вiдсоток вiдповiдей, що свiдчить про те,

що менше вчителiв використовують цей метод на своїх пiдготовчих заняттях.

(рис. 3.4)

6. Як Ви оцiнюєте рiвень учнiв у розв’язуваннi олiмпiадних задач?

Рис. 3.5: Рiвень знань

Шосте питання показує, що бiльшiсть учасникiв опитування (69,2%) вважають,

що учнi демонструють середнiй рiвень успiшностi на олiмпiадах. Це означає,

що пiсля пiдготовки результати є прийнятними, але не досягають надзвичайно

високого рiвня. У зв’язку з цим виникає питання про цiлi, якi ставлять перед со-

бою педагоги та учнi пiд час пiдготовки. Вiдносно високою є частка вiдповiдей,

якi вказують на низький рiвень пiдготовки (17,9%), що може свiдчити про те,

що деякi опитанi вважають, що учням є куди вдосконалюватися у розв’язаннi

олiмпiадних завдань. Тi респонденти, якi оцiнили успiшнiсть учнiв як високу

(10,3%), ймовiрно, мають справу з учнями, якi досягли успiху на олiмпiадах,

або мають позитивний досвiд участi в олiмпiадах. (рис. 3.5)

7. Якi методи використовуєте для розв’язання олiмпiадних задач з математики?

Вiдповiдi на сьоме запитання також не стали несподiванкою. Розв’язанню рi-

зних типiв завдань надали перевагу 74,4% респондентiв, а от детальний аналiз

конкретної теми обрали менше половини опитаних - 46,2%. Про роботу в групах

та самостiйну роботу зазначили лише 30,8%, що пов’язано з тим, що переважно
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Рис. 3.6: Методи. якi використовують для розв’язування олiмпiадних задач

пiдготовка здiйснюється дедуктивним шляхом. Цiкаво, що 7,7% вказали на ор-

ганiзацiю внутрiшньошкiльних або навiть мiжшкiльних олiмпiад. Така змiна в

пiдходi є обнадiйливою i може надати чудову можливiсть учням, якi ранiше не

брали участi в змаганнях, "потренуватися"перед тим, як це зроблять. (рис. 3.6)

8. Як Ви вважаєте, яку роль вiдiграють конгруенцiї у пiдготовцi до олiмпiад з

математики?

Рис. 3.7: Роль конгруенцiй серед олiмпiадних задач

Опитування показало, що бiльшiсть вважають, що конгруенцiї вiдiграють ва-

жливу роль у пiдготовцi до олiмпiад з математики. 35,9% опитаних вважають

особливо важливим вивчення конгруенцiй та бiльш детальне ознайомлення з

ними пiд час пiдготовки до олiмпiад. Водночас бiльшiсть респондентiв, 51,3%,

вважають, що хоча конгруенцiї не є найважливiшим елементом пiдготовки, вар-

то знати загальнi поняття та вмiти розв’язувати базовi задачi на конгруенцiї.

Лише 10,3% вважають, що вони не настiльки важливi, щоб включати їх у зав-

дання. Додатково один з опитаних вчителiв задачi на подiльнiсть розглядає
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без введення поняття конгруентностi. I вважає, що, як правило, даються учням

легше за iншi типи олiмпiадних задач. З вiдповiдей зрозумiло, що, хоча вчителi

i не вважають їх найважливiшими, повної згоди вiдносно цього питання немає.

(рис. 3.7)

9. Як учнi зазвичай справляються з розв’язуванням задач на конгруенцiї?

Рис. 3.8: Успiшнiсть учнiв на основi досвiду вчителiв

Аналiзуючи отриманi данi, можна зробити висновок, що вчителi загалом пози-

тивно оцiнюють здатнiсть своїх учнiв справлятися iз завданнями на конгруен-

тнiсть. Частина респондентiв (38,5%) вважають, що учнi добре справляються

з цим завданням, тодi як бiльша частина (48,7%) вважає, що вони здатнi вико-

нати цi завдання в бiльшостi випадкiв. Важливо, однак, зазначити, що менша

група (7,7%) вважає, що учнi мають труднощi iз завданнями на конгруентнiсть,

i ще менше (5,1%) вважає, що учнi мають труднощi з розумiнням цих завдань.

Завдяки диференцiйованим методам навчання та iндивiдуальнiй пiдтримцi учнi

можуть успiшно впоратися iз завданнями на конгруентнiсть. Подальша практи-

ка та посилення базових компетентностей може допомогти учням розвиватися

в цiй областi, якщо в олiмпiадах все частiше використовувати задачi на кон-

груентнiсть. (рис. 3.8)

10. Якi математичнi поняття пов’язанi з конгруенцiями ви навчаєте учнiв на пiд-

готовчих заняттях до олiмпiад?

Серед математичних понять, пов’язаних з конгруенцiями, респонденти найча-

стiше згадували такi:

• Дiлення з остачею (87.2%)
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Рис. 3.9: Поняття, пов’язанi з конгруенцiями

• НСД, НСК (84,6%)

• Конгруенцiя(41%)

• Клас лишкiв (38.5%)

• Теорема Ейлера (20.5%)

• Мала теорема Ферма (20.5%) (рис. 3.9)

Розподiл вiдповiдей не є дивним, оскiльки поняття дiлення з остачею, найбiль-

шого спiльного дiльника та найменшого спiльного кратного вивчаються в основ-

нiй школi. З рештою ж трьох термiнiв ситуацiя iнша, оскiльки їх знання вже є

невiд’ємною частиною участi в олiмпiадних завданнях.

11. Чи рекомендували б ви придiляти бiльше уваги завданням на конгруенцiї, i щоб

вони постiйно були включенi до олiмпiадних завдань?

Рис. 3.10: Кiлькiсть задач на конгруенцiї серед олiмпiадних завдань

Щодо питання 11, результати свiдчать про те, що думки респондентiв роздiли-

лися щодо важливостi завдань на конгруентнiсть: 12,8% вважають, що одно-

значно потрiбно бiльше завдань, 59% вважають, що поточний обсяг достатнiй;
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17,9% вважають, що було б достатньо повертатися до завдань на конгруентнiсть

раз на кiлька рокiв i не робити їх постiйною складовою, тодi як 10,3% вважа-

ють, що є важливiшi типи завдань, яким потрiбно придiляти бiльше уваги.

(рис. 3.10) На перший погляд, можна припустити, що поточна кiлькiсть зав-

дань на конгруентнiсть є достатньою для учнiв. Однак вiдповiдi вiдображають

рiзнi погляди на важливiсть завдань, i це частково пов’язано з iндивiдуальними

уподобаннями та рiзноманiтнiстю типiв завдань.

12. Чи брали участь Вашi учнi на олiмпiадi з математики обласного рiвня за останнi

10 рокiв?

Рис. 3.11: Участь учнiв Закарпаття на обласному етапi олiмпiад

Вiдповiдi вчителiв, опитаних пiд час дослiдження, були неоднозначними. За-

галом, майже половина вчителiв не можуть похвалитися учнями, якi дiйшли

до обласного етапу. Хоча бiльше учнiв доходять до районного етапу, не вар-

то робити далекосяжних висновкiв з цих даних, оскiльки, якщо мiркувати як

математик, у цьому рiвняннi занадто багато невiдомих змiнних. Це може зале-

жати вiд пiдготовленостi конкретного учня, рiвня конкуренцiї, позашкiльних

чинникiв, часу, витраченого на пiдготовку, або навiть вiд методу, який викори-

стовувався пiд час пiдготовки. (рис. 3.11)

13. Iншi зауваження та пропозицiї щодо олiмпiадних завдань, що мiстять конгру-

енцiї (необов’язкове питання):

Думки є iндивiдуальними, вони не однаковi. Наведенi вiдповiдi свiдчать про

те, що думки щодо завдань, пов’язаних з конгруенцiями, рiзняться. Один з

опитаних пропонує вводити їх у другому етапi, другий вказує на брак практи-

чних завдань, а третiй пiдкреслює, що чиннi навчальнi програми та розклад
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не дають учням основної школи достатньої можливостi попрактикуватися в

розв’язуваннi олiмпiадних завдань на конгруентнiсть. Це свiдчить про те, що

вчитель вважає, що вивчення та практичне розв’язування задач на конгруен-

тнiсть можливе лише в позакласнiй роботi.

3.2 �<EAB6><

Математичнi олiмпiади є важливим компонентом математичної освiти, оскiльки вони

сприяють розвитку творчих здiбностей, критичного мислення та проблемного пiдхо-

ду учнiв. Вони стимулюють учнiв до активної самостiйної роботи, пошуку нових

рiшень та розширення своїх знань. Тому варто придiлити велику увагу проведенню

цих олiмпiад та пiдготовцi учнiв до них.

Оскiльки на органiзацiю та проведення олiмпiад в останнi роки сильно вплинули

подiї Covid-19 та росiйсько-української вiйни, їм слiд придiляти бiльше уваги i не не-

хтувати ними. Як наслiдок, протягом останнiх 2-3 рокiв цi олiмпiади органiзовуються

переважно в онлайн-форматi, що можна розглядати лише як спосiб зацiкавити уча-

сникiв, але не варто робити якихось далекосяжних висновкiв на основi результатiв

останнiх рокiв. Причинами цього є, з одного боку, складне контролювання оточен-

ня, перiодичнi технiчнi збої, якiсть iнтернет-з’єднання, а з iншого - вплив зовнiшнiх

чинникiв, таких як розгортання воєнних подiй.

Важливою метою математичної олiмпiади, окрiм виявлення найкращих, є нада-

ння учням можливостi отримати глибше уявлення про можливостi науки математи-

ки. Це також дає їм можливiсть здобути знання на бiльш високому рiвнi за межами

школи. Оскiльки навчальнi програми все бiльше скорочують i спрощують, багато

завдань на доведення та аналiз викреслюються з програми i замiнюються примiтив-

ними задачами. В результатi учнi позбавленi можливостi вирiшувати бiльш складнi

завдання, що потребують застосування критичного пiдходу та логiчного мислення з

мiцним фундаментом, побудованим один на одному.

Розумiння поняття конгруентностi та пов’язаних з нею властивостей є викликом

при пiдготовцi до математичних олiмпiад. Конгруентнiсть вiдiграє дуже важливу

роль у геометрiї та теорiї чисел, але їй не придiляється достатньої уваги в шкiль-

нiй програмi, лише на олiмпiадах. Результати дослiдження показують, що конгруен-

тнiсть не є найпопулярнiшою i найлегшою частиною завдань, але вона є її важли-
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вою частиною. Вражає те, що конгруентнiсть як термiн вивчають менше половини

опитаних (41%) пiд час пiдготовки, що свiдчить про те, що вона впливає на якiсть

пiдготовки. Усвiдомлення поняття конгруентностi в подальшому приносить користь

i допомагає вирiшувати бiльш комплекснi завдання. Тому було б важливо придiляти

бiльше уваги вивченню та практичному застосуванню конгруентностi, щоб допомог-

ти учням ефективнiше справлятися з цими завданнями. Загалом, задачi на конгру-

ентнiсть є важливими в математицi i можуть бути корисними в багатьох сферах.

Для того, щоб учнi успiшно розв’язували цi задачi, необхiдна належна пiдготовка та

придiлення особливої уваги темi в навчальному процесi.

39



';474?PA9AAS

У данiй дипломнiй роботi було проведено дослiдження ефективностi використання

конгруенцiй в розв’язуваннi олiмпiадних задач з математики. Результати дослiдже-

ння свiдчать про те, що використання методiв конгруенцiй у розв’язаннi задач є

корисним i перспективним пiдходом. У роботi детально розглянуто теоретичнi осно-

ви конгруентностi, їх властивостi та методи розв’язування задач на конгруентнiсть

на шкiльних олiмпiадах. Також наведено приклади задач на конгруентнiсть з рiзних

математичних змагань.

Олiмпiади з математики є важливим компонентом математичної освiти, якi спри-

яють розвитку творчих здiбностей та критичного мислення. Вони надають учням

можливiсть поглибленого вивчення математики та розвитку їхнiх знань на бiльш

високому рiвнi. Задачi на конгруентнiсть, як важлива частина олiмпiад, вимагають

вiд учнiв глибокого розумiння поняття конгруентностi та вмiння застосовувати її на

практицi.

Результати анкетування вчителiв математики пiдтвердили значимiсть вивчення

конгруенцiй та розв’язування задач з їх використанням. Проте, з дослiдження також

видно, що учнi не отримують достатньої пiдготовки по темi конгруенцiї в шкiль-

нiй програмi. Це може обмежувати їх здатнiсть розв’язувати складнi завдання та

застосовувати конгруентнiсть у рiзних сферах. Тому важливо, щоб шкiльна програ-

ма надавала бiльше уваги цiй темi та забезпечувала належну пiдготовку учнiв до

вирiшення задач на конгруентнiсть.

Також, враховуючи те, що олiмпiади останнiми роками проводяться i в онлайн-

форматi, необхiдно звернути увагу на технiчнi аспекти та забезпечити надiйне з’єднання

для учасникiв. Крiм того, важливо враховувати можливi змiни у пiдготовцi та про-

веденнi олiмпiад через зовнiшнi обставини.
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Összefoglaló

A munkában a kongruenciák használatának hatékonyságát vizsgáltuk matematika verseny-

feladatok megoldásában. A kutatás eredményei azt mutatják, hogy a kongruenciák módsze-

rének alkalmazása a feladatok megoldásában hasznos és ı́géretes megközeĺıtést nyújt a

változatos megoldást illetően.

A dolgozat részletesen ismerteti a kongruencia elméleti alapjait, tulajdonságait és

a kongruenciával kapcsolatos feladatok megoldásának módszereit. Emellett különböző

matematikaversenyek kongruencia feladatait számos példával mutatja be.

A matematikai versenyek a matematika oktatásában fontos szerepet játszanak, amelyek

előseǵıtik a kreativitás, a logika és a kritikai gondolkodás fejlődését. Lehetőséget bi-

ztośıtanak a tanulóknak a matematika elmélyült tanulmányozására és tudásuk magasabb

szintre emelésére. Az olimpiádák fontos részét képező kongruenciával kapcsolatos feladatok

megkövetelik, hogy a diákok mélyen megértsék a kongruencia fogalmát, és képesek legyenek

azt a gyakorlatban alkalmazni.

A matematika tanárok körében végzett felmérés eredményei megerőśıtették a kongruen-

ciák tanulmányozásának és a velük kapcsolatos feladatok megoldásának fontosságát. Emellett

az eredményből jól látható, hogy az iskolai tantervben csekély a kongruenciákat tartalmazó

rész, ı́gy a diákok nem részesülnek megfelelő képzésben a téma kapcsán. Ez befolyásolhatja

a komplex feladatok megoldására és a kongruencia különböző területein való alkalmazására

való képességüket. Ezért fontos, hogy az iskolai tanterv nagyobb figyelmet ford́ıtson a

témára, és biztośıtsa, hogy a tanulók megfelelően felkészüljenek a kongruencia feladatok

megoldására.

Tekintettel arra, hogy az olimpiádákat az utóbbi években már online is rendezik, a

technikai szempontokra is figyelmet kell ford́ıtani, nem utolsó sorban megb́ızható internet-

kapcsolatot kell biztośıtani a résztvevők számára. Emellett az olimpiádák előkésźıtését és

lebonyoĺıtását illetően fontos figyelembe venni a külső körülmények miatt bekövetkező

esetleges változásokat.
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