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Bceryn

Metoro poboTu € mpoaHaJizyBaTh i 3’dcyBaTl METOIUYIHI OCOOJIUBOCTI BUBUEHHS JIO-
rapudMiTHIX PiBHSHB 1 HEPIBHOCTEN B KypCi 3ara/ibHOOCBITHBOT TIKOJH. Bijimosiino

JIO TeMU OYJI TIOCTaBJICHI HACTYITHI 3aBJIaHHs:

1. IIpoanamnizyBaTu Jit04i OCBITHI TpOrpaMy HaBYaHHS MaTeMaTHKU B KOHTEKCTI

JTOCJII I>KeHH4.
2. IlpoanaizyBaTn MKIJIbHI MAPYYHUKA 3 TEMU JIOCTIIZKEHHS.

3. IlpoanasizyBaTu METOIMKY HABYAHHS PO3B’I3yBaHHs JIOTAPUMMITHUX PIBHIHD

1 HEpiBHOCTE!, BUSBUTUA METOJIMYHI OCOOJIMBOCTI BUBYEHHS.
4. Hagaru npakTuyni po3poOKu 3 TeMU JIOC/IiJIZKEHHS.

O06’eKT IOCJIIiI2KEeHHS:
[Iporec HaBuaHHs aJireOpu Ta MOYATKIB aHAJI3y y K/jacaX CTapIInX KJaciB 3arajib-
HOOCBITHBOI IIIKOJIN.
IIpeamer mocJiim>keHHSI:
Metouka BuBUaHHS JIOTapUMMIYHUX PIBHAHBL 1 HEPiBHOCTEH y IMIKIIBHOMY Kypci
MaTEeMaTUKH.
MetToau pociaig>KeHHsI:
Teopemuvni: cucTeMHN aHAJII3 HABIAJIBHO-METOIUIHOT JIITEPATypH 3 podJIeM, 110
JIOCJTLJIZKYETHCS.
Emnipuyni: crioctepexkennsi, Oecijin 3 BYUTE/IIMHU, BUBYEHHSA II€PEJIOBOIO JOCBITY
BUHUTEJIIB MaTeMaTUKH, 110 mparfoioTh B 10-11 kracax.

HaykoBa HoBHM3HA 1 TeopeTndHe 3HAUYEHHS POOOTHU TOJIATAE YIOCKOHAJIEHHI METO-
JIMYHAX CXeM BUBUeHHsI Temu '"jorapudmivni piagaaa'i "morapudmiani HepiBHO-

cti"Ta OOTPpYHTYBaHHI JOMIJIBHOCTI X YIIPOBAKEHHSI B 3araIbHOOCBITHIX IITKOJIAX



Bevezetés

A dolgozat célja a logaritmikus egyenletek és egyenlGtlenségek tanitasanak modszer-
tani sajatossagainak elemzése és megértése az altalanos iskolai matematikai tanterv-

ben. Ennek megfelelGen az alabbi feladatokat ttizték ki:
1. Az aktuéalis matematikai oktatasi programok vizsgalata a kutatas keretében.
2. Az iskolai tankonyvek elemzése a kutatas témajaban.

3. Az egyenletek és egyenl6tlenségek logaritmikus megoldasainak tanitasi mod-

szerének elemzése, a modszertani sajatossidgok feltarasa.
4. Gyakorlati fejlesztések biztositdsa a kutatasi témaban.

Kutatasi targy:

Az algebra és az elemi analizis tanitasdnak folyamata az altalanos iskolak felss ta-
gozatain.

Kutatasi téma:

A logaritmikus egyenletek és egyenlGtlenségek tanitasi modszertana az altalanos is-
kolai matematikai tantervben.

Kutatasi modszerek:

Tudomdnyos: A kutatott problémakat tartalmazo oktatasi és modszertani irodalom
részletes vizsgalata.

Empirikus: Megfigyelések, beszélgetések tanarokkal, a matematika tanarok eléreha-
lad6 tapasztalatainak tanulméanyozésa, akik 10-11. osztalyokban dolgoznak.

A munka tudoményos tjdonsiga és elméleti jelentGsége az "logaritmikus egyenle-
tek" és "logaritmikus egyenlStlenségek" témakorok tanitédsi modszertani séméinak
fejlesztésében rejlik, valamint azok ésszertiségének megalapozasaban az altalanos

iskolakban.



1. A kutatas elméleti alapjai

1.1. Az Ukrajnai dllami szabvany matematika tantervének vizs-

galata a kutatas keretében

Az Ukrajnai allami szabvany a 10-11. osztalyos didkok matematika tananyagat is
meghatarozza. Az alabbiakban Gsszefoglalom a tanterv legfontosabb pontjait. Az
allami szabvany szerint a 10-11. osztalyos didkoknak elssorban az alapvet6 matema-
tikai fogalmakat és készségeket kell elsajatitaniuk, beleértve a szamitasi és algebrai
készésgeket, a geometriai fogalmakat és az elemi valdszintiségszamitast. A szamita-
si és algebrai készségek kozott szerepelnek az egyszerd szamitasok, a tizedestortek,
a szézalékok, a tortek, a tortardnyok és szamrendszerek. Az allami szabvany azt
javasolja, hogy a didkokat tanitsak meg arra, hogyan alkalmazzak ezeket a készsé-
geket a valo életben felmeriils problémak megoldasarall]. A geometriai fogalmak
kozé tartoznak a sikbeli és térbeli alakzatok, a szogek, a téavolsagok és az aranyok.
Az &llami szabvany szerint a didkokat meg kell tanitani arra, hogyan alkalmazzak
ezeket a fogalmakat a problémamegoldasban, valamint hogyan alkalmazzéik a geo-
metriai ismereteket a valé életben felmeriilé probléméak megoldasarall|. Az elemi
valoszintiségszamitasban a didkoknak meg kell tanulniuk a valészintiségi események
alapvetd fogalmait, a valoszintiség kiszamitasat és a valoszintiségi eloszlasokat. Az
allami szabvany szerint a didkokat arra is 6sztonozni kell, hogy alkalmazzak ezeket
az ismereteket a valod életbeli problémak megoldaséara, példéul az esélyek és a valo-
szintiségek szamitasara. Az allami szabvany tovabba azt javasolja, hogy az 10-11.
osztalyos didkokat tanitsak meg az elemi trigonometriai ismeretekre is, beleértve a
szogfiiggvényeket és a trigonometriai azonossidgokat. Az allami szabvany szerint a
didkoknak meg kell tanulniuk, hogyan alkalmazzak ezeket az ismereteket a sik- és
térbeli alakzatok tulajdonsagainak megértésére és a problémamegoldéasra. Az alla-
mi szabvany azt is javasolja, hogy az 10-11. osztalyos didkokat arra tanitsak, hogy
hogyan alkalmazzak a matematikai ismereteiket az élet kiillonbo6z6 tertiletein. Az
oktatas soran a didkoknak meg kell tanulniuk, hogyan alkalmazzak a matematikai
modellezést az élet valos problémaira, hogyan dolgozzanak ki és hasznaljanak ma-
tematikai algoritmusokat, hogyan értsék meg és hasznéljék az alapvetd statisztikai

fogalmakat és modszereket. A tananyag tovabbé javasolja, hogy a didkok szémara



lehetGséget biztositsanak arra, hogy az iskolan kiviili lehetGségek segitségével tovabb
fejlesszék matematikai ismereteiket és alkalmazasukat|1].
Ukrajna Oktatdsi és Tudomdnyos Minisztériuma (MinicrepcTBo ocBiTH 1 HayKu

Ykpainu) harom matematikai szintet kinal a kozépiskolasok szaméra Ukrajnaban:

1. Alap szint:(Pisenv cmandapmy) Ez a szint az &ltalanos oktatés része, és az
Osszes kozépiskolds didk szaméara kotelezs. Az altalanos oktatési szinten a
matematika oktatas célja a matematikai gondolkodas fejlesztése, a matema-
tikai modszerek és készségek elsajatitasa és az alapveté matematikai ismere-
tek megszerzése. Az alap szintd oktatasban a didkoknak meg kell érteniiik a
matematikai fogalmakat és Osszefiiggéseket, és képeseknek kell lennitik azok

alkalmazaséara a gyakorlatban|1].

2. Halado szint: (Iozaubaenut pisens) Ezen a szinten a matematika tananyaga
az alapokon tulmutatéan mélyiti el a diakok matematikai tudasat, és magaban
foglalja a trigonometria, a differencidlszamitéas és az integralszamitéas alapjait.
Ez a szint megfelel azoknak a didkoknak, akik szeretnének matematikara vagy
miiszaki szakra jelentkezni, és akiknek sziikségiik van a mélyebb matematikai

ismeretekre[1].

3. Profil szint: (IIpogirvnud pieenn) A profil szintd matematika oktatas célja a
didkok felkészitése az egyetemi tanulmanyokra vagy a szakmai karrierre. Ez a
szint magaban foglalja a halad6 szintt matematikai ismeretek elmélyitését és
bévitését specialis teriiletekre fokuszalva, mint példaul az algebra, geometria,

valoszintség és statisztika, differencialegyenletek és integralas|1].

Az alap, halado és profil szintek mindegyike a didkok el6zetes matematikai tu-
dasatol fiiggden szervezidik, és a didkok a sajat képességeiknek megfelelGen halad-
hatnak a tananyagban. A szintek lehet6vé teszik a didkok szamara, hogy mélyebben
megértsék a matematika alapjait és fejlesszék azokat a készségeket, amelyeket ké-
sGbbi életiik soran hasznositani tudnak.

Ukrajna Oktatdsi és Tudomdnyos Minisztériuma (Minicmepemeo i nayku Yrpa-
inu) szerinti logaritmus tananyagot is feloszthatjuk az alap, haladé és profil szin-

tekre:



1. Alap szint:(Pisenv cmandapmy) Az alapszinten a logaritmusokrol csak az alap-
vet§ fogalmakat és szabalyokat tanitjak. Az elsGdleges cél az, hogy a didkok
megértsék a logaritmusok definicidjat, és megtanuljak a logaritmusokkal kap-
csolatos alapvets szamitasokat példaul, hogyan kell a hatvanyozas és a gyok-
vonas miiveletét visszafelé kiszamitani. Az alapszinten a logaritmusokat elss-

sorban az algebra és a fliggvénytan tanitasa soran hasznaljak fel[1].

2. Halado szint: (Ilozaubaernud pisernnv)A haladod szinten a didkoknak mér ala-
posabb ismeretekkel kell rendelkezniiik a logaritmusok terén. A didkoknak
meg kell tanulniuk, hogyan lehet a logaritmusokkal bonyolultabb matematikai
problémékat megoldani, mint példaul az egyenleteket és az egyenlGtlenségeket.
Emellett a didkok megismerik az exponenciélis és logaritmikus fiiggvényeket,

és megeértik a logaritmusok hasznalatat a valo életben is[1].

3. Profil szint: (IIpodirvnui pisenv) A profil szinten a logaritmusokat tovab-
bi részletekbe menden tanuljak, és a didkok mar a logaritmikus fiiggvényeket
is tanuljak. A diakoknak meg kell érteniiik a logaritmusok és a fiiggvények
kozotti kapcsolatot, és hasznalniuk kell a logaritmusokat a differencial- és in-
tegralszamitasban. A profil szinten a didkokat felkészitik az egyetemi szintii

matematikai tanulmanyokrall].

Osszességében az Ukrajnai Allami Szabvany altal meghatérozott logaritmus tan-
anyag a didkok matematikai ismereteit fejleszti, és felkésziti Gket a vald életben
el6fordulé probléméak megoldasara. Az alap- és haladoé szintek kiilonosen fontosak
az alapvetd logaritmus ismeretek megszerzéséhez, mig a profil szint a didkok felkeé-
szitésére szolgal a tovabbi matematikai tanulmanyokhoz. Azonban javasolhatd lenne
a tananyagban a logaritmusokkal kapcsolatos vald életbeli példak bévitése és a di-
akok motivacidjanak fokozéasa a témaéaval kapcsolatban. Tovabba javasolhato lenne
az interaktiv tanulasi eszkozok, példaul oktatévidedk és interaktiv gyakorlatok fel-
hasznalasa a téméval kapcsolatos ismeretek elmélyitése érdekében. Ezen kivil az
online forrasok széles valasztékaval rendelkeziink, amelyek motivalhatjak a didkokat

a logaritmusok tanulasaban. Példaul:

1. Khan Academy: A Khan Academy egy ingyenes oktatasi platform, amely inter-

aktiv videokat, gyakorlo feladatokat és teszteket kinal. A matematikai témék,



beleértve a logaritmusokat is, atfogban vannak bemutatva, és a didkok sajat

tempojukban tanulhatnak.

2. Wolfram Alpha: A Wolfram Alpha egy online matematikai eszkoz, amely sza-
mos matematikai problémara adhat valaszt, beleértve a logaritmusokat is. A
didkoknak lehetGsége van az egyenletek megoldasara, a grafikonok létrehoza-

séra ¢s a matematikai fiiggvények vizsgalatara.

3. Mathway: A Mathway egy matematikai szdmoldgép és problémamegold6 esz-
koz, amely megoldast kinal a logaritmusokra és mas matematikai problémékra.
A didkoknak lehetGsége van kiprobélni a szamologépet, és megnézni, hogyan

mukodik.

4. YouTube: A YouTube videdkat kinél a logaritmusok tanulasahoz. Az eladok
megmutatjik a didkoknak, hogyan kell megoldani a kiilonbo6zé tipust logarit-

mus problémékat, és konnyen kovethet§ magyarazatokat adnak.

5. Mateking: A Mateking révid és porgds epizodokat kinal, hogy lendiiletesen
tudjanak a didkok haladni az anyaggal. Viccesen, réviden és érthetGen meg-

talalhatd barmely matematika tananyag

Ezen forrasok segitségével a didkok egy izgalmasabb és interaktivabb modjat ta-
lalhatjak meg a logaritmusok tanulasdnak, és igy lehet motivalni Sket a témaéval

kapcsolatban.

1.2. Kozépiskolai matematika tankonyvek vizsgalata a kutatas

keretein beliil

Ebben a fejezetben a kozépiskolai algrebra tankonyveket a kovetkezs szempontok

szerint fogom vizsgélni:
1. Témak bemutatésa és elrendezése
2. A feladatok min&sége
3. Az illusztraciok és grafikonok mindGsége

4. A tankdnyv nyelvezete



5. A tankonyv aktualitasa[10].
Matematika tankonyvek 10. osztaly:

1. Matematika (algebra, az analizis és geometria alapjai) - szerzék: A. G. Merzl-
jak, D. A. Nomirovszkij, V. B. Polonszkij, M. S. Jakir, alap szint tankonyv
(piBenn cranmapry), 2018

e Témak bemutatasa és elrendezése:
A tankonyv nagyon jol strukturélt és konnyen kévethets. A témék jol el-
rendezettek és logikus sorrendben kovetik egymaéast. A matematikai kon-

cepciok és a szamitasi modszerek jol vannak magyarazva.

e A feladatok minGsége:
A feladatok valtozatosak és jol megfogalmazottak, igy a didkok megértik a
kiilénb6z6 matematikai koncepciokat. Azonban néhany feladat nehéznek
tlnik a 10. osztalyos alap szinten tanul6 didkok szaméra, és néhany mésik

nem eléggé kihivast jelentd.

o Az illusztraciok és grafikonok mindgsége:
A tankonyvben talalhato illusztraciok és grafikonok segitik a didkokat
a matematikai koncepciok megértésében. Az illusztraciok és grafikonok

nagyon jol vannak megtervezve és érthetGek.

e A tankonyv nyelvezete:
A nyelvezet vilagos és kozérthets. Az fras egyszer, és konnyen kdvethetd.
Azonban néhéany helyen a szdveg kissé nehézkesnek tinik, és néhany szo
nehéz lehet a didkok szamara. Egy példa arra, amikor a széveg nehézkes

lehet, az alabbi mondat a kényvbdl:

"A fiiggvények a valos szamok tetszéleges alaphalmazéan értelmezettek és

valos értéket vesznek fel."

Ez a mondat lehet kihivast jelent6é azoknak a didkoknak, akiknek kevéshé
van gyakorlatuk a matematikai szakkifejezések hasznélatdban. Az "alap-
halmaz" és "értelmezettek" szavak lehetnek zavaroak a kevéshé el6reha-
ladott didkok szamara, és nehéz lehet megérteniiik, hogy mit jelentenek

ezek a fogalmak a matematikidban.



e A tankonyv aktualitasa:
A tankonyv jelenlegi és naprakész. A matematikai koncepciok és szamita-
si modszerek jol megfelelnek a 10. osztalyban oktatott szintnek. Azonban
a tankonyv hianyzik a modern alkalmazasok és a gyakorlati példak, ame-
lyek segithetnek a didkoknak, hogy jobban megértsék a matematikat a
mindennapi életben. Példaul a tankényvben hianyoznak olyan gyakorlati
példék, amelyek a matematika szerepét mutatjak be a valodi életben. Az
algebrai koncepciok és szamitasi modszerek mellett a didkoknak fontos
latniuk, hogy a matematika hogyan kapcsolodik a pénziigyekhez, a gaz-
dasaghoz, az épitészethez, a tudomanyhoz stb. A hianyzo példak kozott
lehetnek példaul a kamatos kamat szamitas, az arbevétel-koltség elemzés,
az épliletek tervezése és a fizikai jelenségek matematikai modellezése. Az
ilyen példak nem csak azért fontosak, hogy a didkok jobban megértsék
a matematikat, hanem azért is, mert segitenek abban, hogy az altalanos
iskolaban tanultakat alkalmazzak a mindennapi életben és valds problé-

makra talaljanak megoldast.

2. Algebra és az analizis alapjai - szerz6k: G.P. Bevz, V.G. Bevz, N.G. Vladimi-

rova, profil szintd tankényv (mpodinbauii piBens), 2018

e Témak bemutatasa és elrendezése:
A tankdnyv logikus sorrendben mutatja be az algebrai koncepcidkat. Az
els6 rész az algebrai kifejezésekkel foglalkozik, majd a mésodik rész az
egyenletekkel, a harmadik rész pedig a fiiggvényekkel. A témak konnyen

kovethetGek és a didkok szdmara konnyen érthetGek.

e A feladatok minGsége:
A tankonyvben talalhato feladatok valtozatosak és precizen megfogalma-
zottak, segitik a didkokat a témakor megértésében. Bar vannak olyan
feladatok, amelyek nehezek lehetnek a 10. osztélyos didkok szamara, al-

talanossagban a feladatok megfelels szinten vannak.

o Az illusztraciok és grafikonok mindsége: A tankonyv illusztracioi és gra-
fikonjai vilagosak és segitik a didkokat abban, hogy jobban megértsék az

adott matematikai koncepciokat.



e A tankonyv nyelvezete:
A tankdnyv nyelvezete egyszert, vilagos és konnyen érthets, ami segiti a
didkokat abban, hogy kénnyebben megértsék a matematikai koncepcidkat

és feladatokat.

e A tankonyv aktualitasa:
A tankdnyv jelenlegi és naprakész a 10. osztélyban oktatott szintnek

megfelelGen.

Az, hogy az "Algebra és az analizis alapjai" tankonyvben a cimek angolul is
fel vannak tiintetve, szdmos el6nnyel jar a didkok szaméra. Egyrészt, a mate-
matikai készségek fejlesztése mellett hozzajarul az idegen nyelv tanulasdhoz.
Masrészt, a tankonyv rovid Osszefoglalokat tartalmaz az ukran matematikai
személyiségekrsl, akiknek szerepe jelentGs a matematikai fogalmak és elméle-
tek fejlodésében. Ezek az 0sszefoglalok lehet6vé teszik a didkok szaméra, hogy
jobban megértsék és értékeljék a matematika torténetének fontos személyeit,
és segitsenek abban, hogy magasabb szinti matematikai ismereteket szerezze-
nek. Véleményem szerint ez a tankdnyv tokéletesen megfelels a profil szinten

tanul6 didkok szamara.
Matematika tankonyvek 11. osztaly:

1. Matematika (algebra, az analizis és geometria alapjai) - szerzék: A. G. Merzl-
jak, D. A. Nomirovszkij, V. B. Polonszkij, M. S. Jakir, alap szint tankonyv
(piBenb crangapry), 2019

e Téméak bemutatasa és elrendezése:
A tankonyv széles korii és részletes témakat foglal magaba, amelyek meg-
felelnek az 11. osztalyos matematikai tananyagnak. A konyv az aldbbi
témékat tartalmazza: alapfogalmak és algoritmusok, fiiggvények, trigono-
metria, linearis egyenletek és egyenlGtlenségek, logaritmikus és exponen-
cialis fliggvények és vektormatematika. A témék logikus és jol strukturélt
sorrendben vannak elrendezve, és a tananyag béviti a didkok ismereteit
és készségeit.

e A feladatok mindGsége:

A tankonyv rendkiviil széles kord és valtozatos feladatokat tartalmaz,
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amelyek kiilonféle nehézségi szintekkel és szamos alkalmazassal rendel-
keznek a val6 életbdsl. A feladatok minden egyes témakorhoz tartozdéan
jol felépitettek és kiilonféle nehézségi szintekkel rendelkeznek. A feladatok
megbizhatoak, és jol szolgaljak a didkokat a matematika megértésében és

a készségeik fejlesztésében.

o Az illusztraciok és grafikonok mindsége:
A tankonyvben taldlhato illusztraciok és grafikonok szépen kidolgozot-
tak és szinesek. Sok illusztracié tartalmaz matematikai koncepcidkat és
példakat, amelyek segitenek a didkoknak a matematikai fogalmak jobb
megértésében és azonnali alkalmazasaban. A grafikonok segitenek a dia-

koknak megérteni a matematikai koncepciok alkalmazaséat a vald életben.

e A tankonyv nyelvezete:
A tankonyv nyelvezete kivalo. A szerzék nagyon jol kifejezik magukat, és

a matematikai fogalmak magyarazatai egyszertiek és konnyen érthetéek.

e A tankonyv aktualitasa:
A tankdnyv naprakész és aktualis, és az 11. osztaly szintjének megfelelGen

jol strukturalt és atfogd tananyag.

2. Algebra és az analizis alapjai - szerz6k-J.P.Nelin és O.J. Dolhova, profil szinti

tankonyv (mpodinbHuii pisens), 2019

e Témak bemutatéasa és elrendezése:
A tankonyv a kovetkezd témékat tartalmazza: exponencialis és logaritmus
fiiggvények, integralszamitas és alkalmazésai, kombinatorika és valoszini-
ségszamitas, egyenletek és egyenlStlenségek. A témak logikus sorrendben
vannak elrendezve és az egyes fejezetek egyértelmiien 6sszekapcsolodnak

egymassal. Az anyag részletesen és alaposan van bemutatva.

e A feladatok mindGsége
A feladatok nagyon valtozatosak és jol megfogalmazottak, segitik a dia-
kokat az adott témakor megértésében. A feladatok tobb tipusat tartal-

mazzak, beleértve az elméleti, gyakorlati és alkalmazott feladatokat is.

o Az illusztraciok és grafikonok mindsége:

A tankonyv illusztracioi és grafikonjai szépek és jol elkészitettek. Az ab-
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rak segitenek a didkoknak a koncepciok jobb megértésében, és sok esetben

a feladatok megoldasaban is segitséget nyujtanak.

e A tankonyv nyelvezete:
A szoveg egyszerd és konnyen kovethets. A szdveg jol megfogalmazott,
és a lényeges pontokat kiemeli a didkok szaméra. A matematikai szakki-

fejezések magyarazatai és definicidi is jol strukturaltak.

e A tankonyv aktualitasa:

A tankonyv friss és idGszert, és megfelel szintd az 11. osztaly szamara.

Az ukrajnai oktatasi rendszer alapjan a tananyagok és a tankonyvek nagy
hangsulyt kapnak, hogy biztositsak a diakok megfelel§ oktatasat és a tudasuk
atadasat. Az ukrajnai tankonyvek széles valasztékat kinaljak a matematika
oktatasahoz, és mindegyik tankonyv jol strukturalt és konnyen kovethets. A
tankonyvek kival6 minGségiiek, tartalmaznak megfelel6 mennyiségi elméleti
anyagot, gyakorlati példakat és feladatokat, amelyek segitik a didkokat a tan-
anyag megértésében és alkalmazasiban. Az oktatok szamara is a tankonyvek
segitséget nyujtanak a tanitasban és az oktatas el6készitésében. Az ukrajnai
tankonyvek folyamatosan frissiilnek és naprakészek, és az oktatasi rendszer
folyamatosan javitja és fejleszti a tananyagot, hogy megfeleljen az aktualis
igényeknek és kihivasoknak. Osszességében az ukrajnai tankonyvek kivalo mi-

ndségtiek, és hozzajarulnak a didkok tudasanak és képességeinek fejlesztéséhez.
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2. Logaritmikus egyenletek és egyenl6tlenségek el-

méleti alapjai a kozépiskolai oktatasban

2.1. Logaritmikus egyenletek és egyenlGtlenségek elméleti alap-

jainak oktatasa

Ebben a fejezetben az Arkadiy Merzlyak, Dmitro Nomirovskiy, Vitaliy Polonskiy
és Mihaylo Yakir altal irt alapszintd matematika tankonyv alapjan a logaritmikus
egyenletek elméleti anyagat tekintjiik at. A logaritmikus egyenletek nagyon fon-
tos szerepet jatszanak a matematikidban és a természettudoményokban, igy fontos,
hogy értsiik 6ket és tudjuk alkalmazni Sket a problémak megoldasara. A fejezet-
ben Gsszefoglalom a logaritmikus egyenletek definicidjat, valamint a logaritmusok
alapvetd tulajdonsigait. Ezen feliil mellékleteként csatoltam a tantervet, amely az
els6 mellékletben taldlhat6. Tovabbé, a logaritmikus egyenletek és egyenlGtlenségek

témakorhoz tartozo két-két oravazlat megtalalhato a 2., 3., 4. és 5. mellékletekben.

A logaritmus és tulajdonsagai
Meghatdrozds A pozitiv b szam a alapti a > 0 és a # 1 logaritmusanak azt az
a hatvanykitevét nevezziik, amelyre fel kell emelni az a szamot, hogy megkapjuk a
b-t[4].
A meghatérozasbol kovetkezik, hogyha a > 0, a # 1 és b > 0 teljesiil a kévetkezs

egyenlGség:
alogab — b
Ezt a logaritmus alapaznossaganak nevezziik|4].

Szintén a loogaritmus meghatarozasabol kévetkezik, ha a > 0 és a # 1, akkor

log,1 =0
logea =1

Azt a logaritmust, amelynek alapja 10, tizesalapu logaritmusnak nevezziik. Jelo-

lése: Igh. Barmilyen b > 0 esetre felirhat6: 10%° = b[4].

1. Tétel (a sorozat logaritmusa). Ha x>0,y >0, a > 0 és a # 1, akkor teljesiil a

kévetkezd egyenldség:
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logaxy = logax + logay/4/'

2. Tétel (a hanyados logaritmusa). Hax >0, y > 0, a > 0 és a # 1, akkor teljesil

a kovetkezd eqyenldség:
logag = logax - lagay[4]‘

3. Tétel (a hatvany logaritmusa). Ha = > 0, a > 0 és a # 1, akkor bdrmilyen

B € R-re teljesiil a kévetkezd egyenldség:

logamﬁ = ﬁlogaxM/-
4. Tétel (az egyik alaprol attérés a masik alapra). Haa >0, a# 1,6 >0, ¢ > 0,

c # 1, akkor teljesiil a kivetkezd egyenldtlenség:
l0gab = (222 [4].

1.kovetkezmény. Ha a > 0,a # 1,b > 0,b # 1, akkor teljesiil a kdvetkezs

egyenlGség:

log.b = 4.

logpa

2.kovetkezmény. Ha a > 0,a # 1,b > 0, akkor barmilyen 3 # 0O-ra teljesiil a

kovetkezs egyenlGség:
log,sb = %logab[él].

A logaritmusfiiggvény és tulajdonsagai
Kivalasztunk egy pozitiv a szamot, amely nem 1-gyel egyenl§. Minden pozitiv x
szamnak megfeleltethetd egy olyan y szam, amelyre igaz lesz az y = log,x egyenlGség.
Az adott f(x) = log,x fiiggvény értelmezési tartoméanya D(f) = (0; 00) lesz[4]. Ezt a
fiiggvényt logaritmusfiiggvénynek nevezziik. Megvizsgaljuk a logaritmusfoggvény

legfontosabb tulajdonsagait:

o Az y = log,x fiiggvénynek egyetlen zérushelye van, az x = 1.

o Az y = log,x fiiggvénynek két elGjeltartasi intervalluma van. Ha a > 0, akkor
az y < 0a(0;1) intervallumon; y > 0az(1;00) intervallumon. Ha 0 < a < 1,

akkor az y < 0az(1; 00) intervallumon; y > 0a(0; 1) intervallumon.
e Az y = log,x fliggvény névekvs, ha a > 1 és fogyd a 0 < a < 1 esetében.

e A logaritmusfiiggvény differencialhato|4].

Az dbrédk az a > 1 és a 0 < a < 1 esetére vonatkoznak.
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1. abra. Logaritmus fliggvények[4].

Ha x értékét a nullahoz kozelitjiik, akkor az y = log,x fiiggvény pontjainak
tavolsdgat az oordinatatengelyhez viszonyitva egyre csokkentve a tavolsagot mind
jobban fog kozeliteni a nullahoz, de azzal soha nem lesz egyenld|4].

Logaritmusos egyenletek
a log,x = b tipusi egyenleteket, ahol a > 0,a # 1 legegyszertibb logaritmikus
egyenleteknek nevezziik. Ezeket az egyenleteket a logaritmus meghatarozéasa alapjan

lehet megoldani|4].

5. Tétel. Ha a > 0,a # 0, akkor log.f(x) = log.g(x) egyenértéki a kiévetkezd

rendszerek bérmelyikével:

Logaritmikus egyenl6tlenségek

6. Tétel. Ha a > 1, akkor a log,f(x) > log.,g(x) egyennldtlenség egyenértéki a

kovetkezd rendszerrel:



7. Tétel. Ha 0 < a < 1, akkor a log,f(x) > log.g(x) egyenldtlenség egyenértékid a

kovetkezd rendszerrel:
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3. Logaritmus a gyakorlatban

3.1. ZNO feladatok, amelyek magukban foglaljak a logaritmi-

kus egyenletek és egyenlétlenségek tanulmanyozasat

A szakdolgozatom ezen fejezetének célja, hogy az eddigi 6sszes "3osuinmboro Heza-
nexue Onimosanns" (ZNO) feladatsorban talalhato logaritmikus téméara vonatkozo
feladatokat megoldjam. Az ZNO egy fiiggetlen didkértékelési rendszer Ukrajnaban,
amely lehetévé teszi a didkok szamara, hogy felkésziiljenek a felsGoktatasra.

A logaritmikus fiiggvények az egyik alapvetd matematikai téma, amelyet altalaban
a kozépiskolaban tanulunk meg. Azonban az ZNO feladatsorai altaldban magasabb
szint feladatokat tartalmaznak, amelyek célja a didkok elmélyiilt ismereteinek tesz-
telése ebben a témakorben.

Az altalam megoldandé feladatokat az évek soran Osszegyijtotték és osszeallitottak,
igy lehet&ségem van arra, hogy attekintsem és révid magyarazatokkal kiegészitsem

ezeket a feladatokat.

e A 2007-es ZNO matematika vizsga logarimikus feladatai:

1. Feladat: Rendezd a kovetkezs6 szamokat csokkend sorrendbe:

\/g; 210g25; g [5]

Megoldas:

Az els6 1épésben meg kell hatarozni a legnagyobb szamot a harom kozil.

Tudjuk, hogy 2'°¢25 = 5, mert a logaritmus térvényei alapjan log, a = 1 és

lo
log, b¢ = clog, b, tehat log, 5 = }Eii és 20825 = 9Tosz = (2losZylog2 5 — 5

Tehat a kozéps6 szam a legnagyobb.

Majd osszehasonlitjuk a masik két szammal: /5 ~ 2,24 és g = 2,5.

Tehat a sorrend a kovetkezd: 2'°82° > 5 > V5.

2. Feladat: Szamold ki log 1 V/515].
Megoldas:

A megoldashoz hasznalhatjuk a logaritmusok tulajdonsagait. ElGszor is,
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felirjuk az alapot az alap a tortben az alap kitevGjével, majd egyszertsit-

jik az eredményt.

lOg%\/g: lgv5

lg21—5

)2. Tehat:

lg % egyszertsithets, mivel % = (%

Igv5 g5 lgv5
IOgL \/g: lgi — g1 7 = 2g1 T
25 g25 1g<g) g5

Ezt a kifejezést tovabbra is egyszertsithetjiik, mivel 1lgv/5 = Ig 5 =
1 ™
5 1g5. Tehat:

1
g5 51g5 lg5
10 1 5: g = 2 = g
g%\/_ 2lgL — 2lgL  4lgl

Ezutéan hasznéalhatjuk a logaritmusok valtozatosségat, hogy atalakitsuk
az alapot %—re:

_lgs __ lgs 1
log% V5 = 41gg% - 7flg5 =71

Tehat log%\/g =

_1
i
. Feladat: Oldd meg az egyenl6tlenséget logy 110 < logo1z [5].

Megoldas:

Hatarozzuk meg az értelmezési tartomanyt:

log 110 < logo 12, x>0

0 <a < 1esetén a log,x < log,b kifejezés egyenértékd x > b-vel

10 >z

Az egyenlGtlenség két oldalat cseréljiik fel, és forditsuk meg a relacios
jelet

x < 10,z > 0, vagyis a megoldasunk (0;10).

. Feladat: Oldd meg logs4 - l0g45 - logsT - log;81[5].

Megoldas:

Modositsuk a logaritmus alapjat a kovetkezs Osszefiiggés felhasznélasa-

val:

logp
logpa

log,x =

Hozzuk kozos alapra a logaritmusokat

logz4 - fzgzi : fgizg - 10g933*
Egyszertsitsiik a kdzos tényezével, ami a logs4, ebbdl kovetkezik:
logsh - ﬁgg—;g - logys3*
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Alakitsuk at ezt a kifejezést logys3* a kovetkezd tulajdonsag alapjan

logauwb®™ = % -log,b

z
Yy
logs7
logsb

logsh - . %loggii
Egyszertisitsiik a kovetkezd tényezével: logsh, ebbdl kovetkezik:

logsT - %loggiﬁ

Hasznaljuk a kovetkez6 Osszefiiggést a logs7 kifejezésiinkre : log,x = éggiﬁ
loga7 4
ziiiz -3 - logs3

Egyszertisitsiik a kovetkezd tényezével: loge3

Tehéat a megoldés logyT - %

4 _ log7 4 4 ~
logsT - 3 = 1022 3 ~2,8074 - 3 ~ 3,74
5. Feladat: keresd meg a legkisebb egész megoldasat az a paramé-

ternek, ha adott a kévetkezd egyenlet: logs(z + 2) = logs(2x — a)
[5].

Megoldas:
Adott az egyenlet: logs(x + 2) = logs(2x — a).

Mivel mindkét oldal azonos alapi logaritmus, ezért az argumentumok

egyenldk lehetnek:

r+2=2r—a
3r=a+ 2
T = at2

3
Ahol a egész, igy a+2 is egész, és az egyenlet megoldasai is egész szdmok.
A legkisebb ilyen egész a-ra valo tekintettel a legkisebb egész megoldas:
a=1

Tehat a legkisebb egész megoldés a = 1.
e A 2008-As ZNO matematika vizsga logarimikus feladatai:

1. Feladat: Szamitsd ki log,/ab, ha log,b = 7[5].

Megoldds:

Hasznajuk a logaritmus tulajdonsagait: log,vab = log.(v/a - Vb) =
logar/a + loga Vb = log.a + 3log,b=1(1+7) =4
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Tehat log,vab = 4

2. Feladat: Oldd meg az egyenl6tlenséget logg 55 < loggsx[5].

Megoldas:

Az egyenlGtlenség megoldasahoz elGszor meg kell hatarozni az értelmezési
tartomanyt: loggs5 < loggsx,x > 0

0 < a <1 esetén log,x < log,b kifejezés megegyezik x > b — vel

logo55 > logo sz

5>x

Az egyenlétlenségnek cseréljiik fel a két oldalat és forditsuk meg a relacios
jelet:

r<5x>0

Tehat a megoldas (0;5)
e A 2009-es ZNO matematika vizsga logarimikus feladatai:

1. Feladat: Oldd meg az egyenletet: logs(x — 3) + logs(z — 8) = 2. Ha
az egyenletnek egy gyoke van irja be azt eredményként, ha két

gyoke van, akkor adja Gssze a két gyok értékeit|5]|.

Megoldds:

Hatarozzuk meg az értelmezési tartomanyt:

logs(x — 3) + logg(x — 8) = 2,z € (8;00)

Egyszertsitjiik a kifejezést a kovetkezs 6sszefiiggés alapjan: log,x+log,y =
logs(x - y)

Bontsuk fel a zardjeleket:

loge(x? — 8r — 3w +24) = 2

b P
, ez alapjan:

Hasznaljuk fel hogy log,x egyenls x = a
r? — 8r — 3 + 24 = 6°
22 —1lx +24—-36=0

P4+r—120—-12=0
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Alakitsuk szorzatté a kifejezést:

r(r4+1)—12(x+1)=0

Emeljiik ki az (x+1) kifejezést:

(r+1)(x—12)=0

Ha a tényezdk szorzata 0, akkor legalabb az egyik tényezé nulla
r+1=0

r—12=0

Ebbél kiévetkezik, hogy:

r=—1

r =12

Mivel az értelmezési tartoméanyunk (8; 00), ezért a megoldasunk 12, mivel

a -1 nem tartozik bele.

e A 2010-es ZNO matematika vizsga 1. feladatsoranak logaritmikus

feladatai:

1. Feladat: Szamitsd ki log318 — log32[5].

Megoldas:
log318 — logs2 = log:;% = log39 = 2

e A 2010-es ZNO matematika vizsga 2. feladatsoranak logaritmikus
feladatai:

1. Feladat: Melyik intervellumba fog tartozni logsx = 2 gyGke[5]|?

(a) (=4 —1]
(b) (=1;2]
(c) (29]
(d) (8;11]

Megoldas:

A logsx = 2 egyenletet atrendezve kapjuk, hogy x = 3% = 9. Tehat a
gyoke az x = 9 érték lesz. Ebbdl adodoan csak a (8;11] intervallum a

megfeleld.
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2. Feladat: Oldd meg 629910964 5],

Megoldas:

Alakitsuk at a kifejezést az ™™ = a" - a™ Osszefliggés alkalmazasaval:
62l0969 . 6—logg4

Alkalmazzuk az 6sszefiiggést: xlog,b = log,b”

6[09692 . 6logg4_1

Alkalmazzuk az osszefiiggést: a'°%® = b

92 . 4—1

81- 1 = 20,25 Tehat a megoldasunk 20,25.

e A 2011-es ZNO matematika vizsga logarimikus feladatai:

1. Feladat: Oldd meg logo3 + l0gs25]5].

Megoldas:

Alakitsuk a4t a szamokat olyan hatvanyalakba, hogy megegyezzenek az
alappal:

1092273 + logs5?

Ezek utan a logaritmust elhagyhatjuk vagyis: —34+2 = —1

Tehat a megoldasunk -1.

2. Feladat: Oldd meg az egyenlGtlenséget logy;(z — 1) > 2[5].

Megoldas:

Hatarozzuk meg az értelmezési tartoméanyt:
logos(x —1)>2,2>0

Ebben az esetben log,x > b egyenértékd z < a
r—1<0,5

r—1<0,25

r<0,25+1

x(1;1,25)
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e A 2012-es ZNO matematika vizsga 1. feladatsoranak logarimikus

feladatai:

1. Feladat: Oldd meg log,500 — log,4, ha logsa = 1[5].

Megoldas:

l0g,500 — log,4 = log(I% = log,125
Azt tudjuk, hogy logsa = i. Ebbél a = 51.
l0ga125 = log, 1125 = log5%53

Egyszertsitsiik a kifejezést a log,ya® = % aznossag alapjan:

log,15° = % = 12.

e A 2012-es ZNO matematika vizsga 2. feladatsoranak logarimikus

feladatai:

1. Feladat: Hatarozd meg a fiiggvény értelmezési tartomanyat y =

logs(z + 9)[5].

Megoldas:

A logaritmus fiiggvény értelmezési tartomanya azok az x értékek, ame-
lyekre a logaritmus kifejezés értelmes. A logaritmus alapjara vonatkozoan
csak az > 0 esetében van értelmezve, igy az y = logs(x + 9) fiiggvény
értelmezési tartomanya az x + 9 > 0 feltételbdl adodéan x > —9. Tehat

a fliggvény értelmezési tartomanya az (—9, co) intervallum.

e A 2013-as ZNO matematika vizsga 1. feladatsoranak logarimikus

feladatai:

1. Feladat: Oldd meg logs49 + 2logs2[5].

Megoldas:

logs49 + logs(2)?
logs(49 - (2)?)
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logs(49 - %)
logs25 = 2

e A 2013-as ZNO matematika vizsga 2. feladatsoranak logarimikus

feladatai:

1. Feladat: oldd meg %—255[5].

Megoldas:

log1052
log105

2log105
log105

A logaritmusokat elhagyhatjuk, igy az eredmény 2.

2. Feladat: Oldd meg az egyenlStlenséget logg 4z > l0go 42|5].

Megoldas:

Hatarozzuk meg az értelmezési tartomanyt:
logoax > logops2,x >0
r<2,x>0

Tehat a megoldés z(0; 2]
e A 2014-es ZNO matematika vizsga logarimikus feladatai:

1. Feladat: Oldd meg log4(5z* — 8) = logg 4(—32)]5].

Megoldas:

logo 4(5x? — 8) = logo.4(—3x) akkor és csak akkor igaz, ha
5r2 — 8 = —3x és x < 0 vagy

hr2—8=-—L1_&sz>0.

(—3z)
Az els6 esetben a megoldas x = —%, ami negativ, igy megfelel az eldfel-
tételnek.
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A maésodik esetben, ha x > 0, akkor oy < 0, ezért az egyenlet nem

—3x
lehet igaz.
Tehét az egyenlet megoldésa x = —%, és a megoldas csak akkor 1étezik,
ha z < 0.

e A 2015-6s ZNO matematika vizsga logarimikus feladatai:

1. Feladat: Adja meg az intervallumot, amelyhez a logs4 szam tar-

tozik|[5].

I

(a) (0;1
(b) (1;2
(c) (2;3
(

) (0;1)
) (1;2)
) (2;3)
d) (3;4)
(e) (4;5)[5].

Megoldas:

50 = 1 és 5! = 5, tehat 0 < logs4 < 1, mivel a logaritmus fiiggvény
szigortian monoton novekvaé.

Ezt azt jelenti, hogy 4 és 5 kozotti szamok logaritmusai 1 és 0 kozott

helyezkednek el. Azaz 0 < logs4 < 1.

2. Feladat: Oldd meg logsz®+logsz = 2, ha az egyenletnek egy gytke
van irja be eredményként, ha két gyoke van adja Ossze a gyokei

értékeit|5].

Megoldds:

Hatarozzuk meg az értelmezési tartomanyt:
logsx? + logsx = 2,2 > 0

Jekoljiik meg logsx = t-vel.

t+t=2

t=-2t=1

logse = =2, logse =1
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x1:2—15ésx2:5

Vagyis a megoldasunk 0,04 +5 = 5,04

e A 2016-os ZNNO matematika vizsga logarimikus feladatai:

1. Feladat: Oldd meg log:5 + loga1, 6[5].

Megoldads:

Adjuk 6ssze a logaritmusokat: logsh + logal,6 = loga(5 - 1,6) = loge8

Innen a megoldasunk:log,8 = 3

2. Feladat: Oldd meg az egyenlétlenséget logsr < —1[5].

Megoldas:

3loggz < 371

r < % Tehat a megoldas x(0; %)

e A 2017-es ZNO matematika vizsga logarimikus feladatai:

1. Feladat: Oldd meg logsx < b az abra segitségével|5|.

i Yy = ll!g-, X
)

0 x

2. abra. y = logox fliggvény|5].

Megoldds:
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logoxr < b
Qloggm < 2b

x < 20

Tehat az x értéke kisebb kell legyen, mint 2°, vagyis az = értelmezési

tartomanya (0, 2°).

e A 2018-as ZNO matematika vizsga logarimikus feladatai:

1. Feladat: Oldd meg log,(z — 1) = 35

Megoldas:

Hatéarozzuk meg az értelmezési tartomanyt: logs(x — 1) =3,z > 1

x—1=43
r—1=064
r = 65.

2. Feladat: Oldd meg l0g345 + l0g3900 — log3500]5].

Megoldas:

logs (1538

1093(%)

log39 -9
logs81
logs3* = 4

Tehat a megoldasunk 4.

3. Feladat: Oldd meg % <0[5].

Megoldas:

Oldjuk meg a nevezében talalhatdé méasodfoku egyenletet:
4+ (a—4)z+4—2a=0
D= (a—4)°—4(4—2a) =a®>—8a+ 16 — 16 + 8a = a?

—atd+a __ 9

Ir = 3
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To = —a—;4—a — 4—22a =92 _a

x>0
T #2
r#£2—a
I. eset
2—a>0

—a > 0,a <0 Ha a <0, akkor az egyenletnek nincs megoldasa

II.eset

2 —a=2,a =0, az egyenletnek nincs megoldasa
IIl.eset

1<2—a<?2,
—l<—-a<lzCJ[l;2—a)U(2;00)

IV. eset

2—a=1,—-a=-1la=1

V. eset
0<2—-—a<l,l1<a<?2
rC(0;2—a)U|l;2)
VI. eset
2—a=0,a=2

r C[1;2)

VII. eset
2—a<0,a>2

z C [1;2)

Felelet:
aC(0;1),zC[1;2—a)U(2;00)
aC (1;2),zC(0;2—a)U[L2)
a C [2;00)x C [1;2)[5].

e A 2019-es ZNO matematika vizsga logarimikus feladatai:
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1. Feladat: Melyik intervallumba fog tartozni a 1092%[5].

() (—o0;—3)
(b) (~3;-1)
(©) (=1;1)
(d) (1:3)

(e) (3;00)[3].

Megoldas:

Az f(z) = loggé fiiggvény értékei a 2% fliggvény értékeivel egyeznek meg,
amikor a 2% = % egyenletet oldjuk meg.

Ez az egyenlet a kdvetkezGképpen irhato fel:

2T =

W=

=z = logy

Wl

A fliggvény értéke tehat pontosan akkor z-ben, ha 2% = %

A kovetkezdket tudjuk:

3 _1_1
2 _8<3
2 _1_1
2 _4<3
“1_ 141
2 _2>3

Ez azt jelenti, hogy a 2% = % egyenletnek két megoldésa van, egy negativ
és egy pozitiv. Az els6 két egyenlStlenség miatt a negativ megoldasok
intervalluma (—oo, —1), a harmadik egyenl6tlenség miatt pedig a pozitiv
megoldasok intervalluma (1, 00) lesz.

Mivel a f(z) = log, % fiiggvény értékei a 2% fiiggvény értékeivel egyeznek
meg, ezért f(z) < 0 minden z-re a negativ megoldéasok intervallumaban,

és f(x) > 0 minden z-re a pozitiv megoldasok intervallumaban.

Ezért a helyes valasz a (2) (=3, —1) intervallum.

e A 2020-as ZNO matematika vizsga logarimikus feladatai:

1. Feladat: Melyik intervallumba fog tartozni a logesz = 1[5].

(a) (=00;0]
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(b) (0;1]

(¢) (=1;6]
(d) (6;32)
(e) [32;00)[5]

Megoldas:

l0964x:%—>64%:x—>8:x
Mivel 2 = 8 > 6, igy az eredményiink a negyedik vélasz opcio, azaz (6; 32)
intervallum lesz.

Tehat a helyes valasz: (6;32).

e A 2021-es ZNO matematika vizsga logarimikus feladatai:

1. Feladat: Melyik intervallumba fog tartozni a log o3z > 2[5|.

(a) (=00;0,27)
(b) (=00;0,6)
(c) (0,27;00)
(d) (0,6;00)
(e) (0;0,27)[5]

Megoldas:

logog3x > 2,2 >0

Az egyenl6tlenséget irjuk at: 3z < 0,92
31 < 0,81

x <0,27

Tehat a helyes megoldas a (0;0, 27)
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3.1.1. A logaritmikus feladatok szadmanak valtozasa a matematika érett-

ségi feladataiban

A matematika érettségi (ZNO) feladatokban, minden éven szerepelt logaritmikus
feladat. Az évek soran a ZNO feladatokban megjelend logaritmikus feladatok sza-
ma valtozo, ezért érdemes megvizsgalni ezeket a valtozasokat. Az ilyen vizsgalatok
soran, egyarant érdekelheti az érettségire késziilg didkokat valamint a felkeszité ma-
tematika tanarokat, hogy milyen szamban jelenik meg az érettségiben a logaritmus
témakor. Ezeknek a szamoknak a valtozasanak az abrazolasa segitheti a didkokat
és tanarokat egyarant, hogy felkésziiltebbek lehessenek a logaritmus témakor szere-

pével az érettségi feladatokban.

ZNO vizsga teszt éve | Logaritmikus feladatok szama
2007 5
2008 2
2009 1

2010(1) 1
2010(2) 2
2011 2
2012(1) 1
2012(2) 1
2013(1) 1
2013(2) 2
2014 1
2015 2
2016 2
2017 1
2018 3
2019 1
2020 1
2021 1

1. tablazat. Logaritmikus feladatok szama az évek sordn a ZNO vizsgékon
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ZNO vizsga teszt éve

3. abra. Logaritmikus feladatok gyakorisaga a ZNO-n
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3.2. A 11. osztilyos matematika tankonyvekben szereplé lo-
garitmikus feladatok mennyiségének és mindségének vizs-
galata

A kutatédsom célja az volt, hogy olyan matematika tanarok korében vizsgalodjak,
akik mar tanitottak 11. osztalyban logaritmus témakort és feltérképezzem a tanarok
tankonyv- és egyéb segédanyag-hasznalati szokasait, valamint ravilagitsak az online
platformok oktatasban val6 szerepére. A kutatdsomat Google trlap segitségével

kiviteleztem. A tovabbiakban részletesen kifejtem a kutatasom eredményeit:

e Az altalam készitett tirlapot 22 matematika tanér toltotte ki. A tanarok kiilon-
b6z6 tapasztalattal rendelkeznek, melyeket intervallumokra bontva az alabbi

diagramon szemléltetem:

40+ é&v
30-40 év
20-30 év
10-20 év

5-10 év

0-5ev

=
-
A
%]
B ES
o
0

4. dbra. Oktatok tapasztalata években mérve

e Az drlap kérdései kozott szerepelt, hogy az oktatok, milyen tankonyvet hasz-
nalnak. VéalaszlehetGsgéként szerepelt: "Matematika (algebra, az analizis és
geometria alapjai) - szerzék: A. G. Merzljak, D. A. Nomirovszkij, V. B. Polon-
szkij, M. S. Jakir, 2019" alapszint tankonyv és "Algebra és az analizis alapjai

- szerz6k-J.P.Nelin és O.J. Dolhova, 2019" profil szintd tankoényv, tovabbi lehe-
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tGségként szerepelt egy "egyéb" kategoria, ahova az oktatok egyénileg irhattak
be, milyen tankonyvet hasznalnak. Az alabb diagrammon lathatova valik az-
altal, hogy milyen tankonyvet hasznéalnak az is, hogy milyen szinten oktatjak

a matematikat:

Matematika (algebra, az Algebra és az analizis Egyeb
analizis és geometria  alapjai - szerzdk-J.P.Nelin
alapjai) - szerzdk: A G. és 0.J. Dolhova, 2019
Merzljak, D. A.
Momirovszki), V. B.
Polonszkij, M. 5. Jakir,
2019

5. dbra. Tankonyv hasznalat az oktatok kérében

A digrammbol egyértelmtien latszik, hogy az oktatok altal vélasztott tankonyvek

koziil a "Matematika (algebra, az analizis és geometria alapjai) - szerzék: A. G.

Merzljak, D. A. Nomirovszkij, V. B. Polonszkij, M. S. Jakir, 2019" alapszintii tan-

konyvet hasznaljak a legtobben. Profil szintd tankonyvet 2 oktaté hasznél és az

"egyéb" valaszok kozott volt, aki semmit nem jelolt, ez arra enged kovetkeztetni,

hogy az oktatd kiilonbozd feladatgytijteményeket vagy mas matematikai szakirodal-

mat hasznal az oktatés soréan. Szintén az "egyéb" kategéridban tobbnyire A. G.

Merzljak és (vagy) V. H. Bevz altal irt tankonyvet hasznalnak.

e A kovetkezs kérdéseim, pedig azzal kapcsolatosak voltak, hogy mennyire elé-

gedettek az oktatok az altaluk hasznélt tankonyvekkel.
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Elegedeti-e a tankdnyv nyelvezetével?

Elegedett-e az illusztraciok és grafikonok
mindségével?

Elégedeti-e a feladatok mindségével?

Elégedett-e a tankdnyvben talalhatd
témak bemutatasaval és
elrendezésével?

it

=]

5 10 15 20 25

Egyéb mNem migen

6. abra. Elégedettség az oktatok kérében

— Tankonyv nyelvezet:
Jol lathato, hogy az oktatok tobbsége elégedett a tankdnyv nyelvezetével.
Néhany oktaté nem elégedett, azonban nem indokoltdk meg az okit. Az

egyéb kategoridban pedig a koévetkezd vélaszok érkeztek :
x "Akad benne 1-2 eliras, f6leg a feladatok szévegében forditasi hiba"
x "ukran tankonyv, de jol fordithato"
x "igen, de van néhény eliras"
* "Nem minden esetben fogalmaz egyértelmiien, altaldban az elméletet

nem konyvbdél adom, mert nehézkes a megfogalmazéas."

Az adatok alapjan azt lehet feltételezni, hogy az adott tankonyvekben el&for-
dulhatnak elirasok és forditéasi hibak. Azonban a konyv altalaban jol érthetd és
konnyen fordithato, kivéve néhany esetet. A feladatok szdvegei lehetnek nehe-
zen érthetdk, és az elméleti részben is lehetnek nehezen megfogalmazott részek.

Azonban 0Osszesitve a 22 oktatd koziil a tobbség elégedett a nyelvezettel.

— Az illusztraciok és grafikonok mindsége:

Egyértelmiien lathato, hogy az illusztraciok és grafikonok igazan jok és az

wo
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oktatok koziil szinte minenki elégedett vele. Egyetlen egyébet valaszolo

oktato volt, azonban nem érkezett indoklas.

— Feladatok mingsége:
Lathato, hogy az oktatok nagy része elégedett a feladatok minGségével.
Négy oktaté nem elégedett és négy oktatd valasztotta az "egyéb" kate-

goriat. Az "egyéb" kategoridba érkezett valaszok a kiovetkezdk:

% "Nem minden témakornél."
* "Nehezebb feladatokat is tartalmazhatna."

x "Nagyjabol, gyakran hasznalok kisegité irodalmat"

Az oktatok altal emlitett kritikik mellett az is kiemelhets, hogy altalaban
elégedettek a tankonyvvel. Az oktatok egy része tgy véli, hogy a tankonyv
tartalmazhatna nehezebb feladatokat, valamint néhany témakornél hianyol-
jak az Osszefoglalobb magyarazatot. Ugyanakkor mas oktatok elégedettek a
tankonyvvel, és nagyjabol agy vélik, hogy a tankonyv jol hasznalhatd a ma-
tematika oktatédsahoz. Tovabba, azt is fontos kiemelni, hogy az oktatok altal
emlitett elirdsok és forditasi hibak nem befolyasoljak jelentésen a tananyag

értelmezését

— Témak bemutatasa és elrendezése:
Hasonloéan itt is az oktatok nagy része elégedett a tankdnyvben a témék
bemutatasaval és elrendezésével, négy oktatdé nem elégedett azonban in-
doklést nem irtak és négy valasz érkezett az "egyéb" kategoridba, a vala-

szok a kovetkezdk:
* "Nem minden témakornél."
x "Témaja valogatja"
x "Részben igen, de véltoztatnak a sorrendben és lehetne benne tébb

feladat"

Az oktatok nagy része elégedett a tankonyvvel, de vannak olyan témakdrok,
ahol nem mindenki talalja teljesen megfelelének, és vannak javaslataik a tar-

talom bévitésére és atszervezésére is.
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o A kovetkez6 kérdeseim, azzal kapcsolatosak, hogy a felmérésben résztvevd
oktatok szerint elegendek-e a tankonyvben talalhatoé tananyagok, valamint
hasznalnak-e egyéb kisegits irodalmat vagy online platformot a témakor okta-

tasahoz.

Igen Nem Egyéb

m Elegendd-e a tankdnyvben talalhatdé elméleti anyag a logaritmikus egyenletek
és egyenldtienségek témakdr oktatasahoz?

® Elegendd-e a tankdnyvben talalhato feladat a logaritmikus egyenletek és
egyenlétlenségek témakor oktatasahoz?
Alkalmaz-e barmilyen online elérhetd segédanyagot a logaritmikus egyenletek
és egyenldtienségek oktatasahoz?

®m Alkalmaz-e a tankdnyvon kival barmilyen feladatgy Gjteményt a tandran vagy
dolgozat alatt?

7. dbra. A tankonyvben szereplé anyag mennyisgének értékelése az oktatok korében

— A tankonyvben talalhaté elméleti anyag:
Az oktatok nagy része szerint az elméleti anyag elegendd a logaritmikus
egyenletek és egyenlGtlenségek témakor oktatasdhoz. Néhany oktato ugy

véli, hogy nem elegndd, azonban nem érkezett indoklas hozza.

— A tankonyvben talalhaté gyakorlati anyag:
A gyakorlati anyagra vonatkozoan a tanarok véleménye szerint majdnem
fele-fele aranyban érkeztek a valaszok. 12 tanar szerint elegendd, 10 tanar

szerint nem elegendd a feladatok mennyisége a tankényvekben.

— Online platformok hasznalata az oktatashoz az trlapot kitolté tanarok
korében
Az oktatok nagy része hasznal online platformokat az oktatashoz, azon-

ban sok tanar nem.

— Egyéb feladatgytijtemények alkalmazasa
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A beérkezett valaszok alapjan az tirlapot kitolté oktatok kézott minden-
ki hasznal valamilyen egyéb feladatgytjteményt akar a tandéran vagy a

dolgozat alatt.

e Amennyiben az trlapot kitolté oktatok az online platformok hasznélatanal
"igen" vélaszt adtak, lehetGségiik volt valasztani néhany matematikai oktato
oldal koziil, hogy melyiket hasznaljék, vagy "egyéb" kategoriaban sajat valasz-
ként kitolthették, ha mas platformon dolgoznak.

Mateking
YouTube
Geogebra
Zanza tv
LeraningApps

Ha ypok

Nkp

8. dbra. Online platormok, mint kiegészité anyag az oktatashoz

Jol lathato, hogy az oktatok nagy része a "Geogebra" geometriai és algebrai okta-

toprogramot hasznaljak. Ezt koveti a "Mateking", "Youtube", és "Zanza tv".

e Végiil az oktatok személyes véleményét kérdeztem arrdl, hogy szerintiik ho-
gyan lehetne segiteni a logaritmikus egyenletek és egyenlGtlenségek témakor
oktatasat:

A kovetkezs valaszok érkeztek:

— "Legyen tobb mintafeladat."

— "Szémegyenesen vald abrazolas kotelezévé tétele,ez altal minden jobban

lathato."

— "a tantervben ezen a helyen kellene id6t szanni a "kamatos kamat" fel-
adattipusra, hisz ott hasznéljuk a gyakorlatban a logaritmust, kellene ko-

z0s Ora a kémikusokkal és fizikusokkal a PH érték szamitésara/magfizikai
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feladat megoldasara, ... szoval gyakorlati alkalmazasra szant id6, a logar-
léc miikodési elvére is jo lenne id6t szanni, a kiilonb6z6 alapt logaritmusok
kiszamitasa zsebszamologéppel, amin csak 10-es vagy e-alapu logaritmus

van...."

— "Nincs!Az orak szama elegend§ az alapszintii logaritmusos egyenletek és
egyenlStlenségek megoldasédnak elsajatitasara feltételezve, hogy az elss-
foku és masodfoku egyenleteket és egyenlGtlenségeket méar kifogéstalanul

tudjak oldani a tanulok!"

— "A mobdszerek ismerete nem poétolja a tulajdonsagok ismeretének a hia-

nyat.

— Segitene ha kiilon tankonyv és kiillon példatar lenne,nemcsak ebben a

témakorben"
— "Kevés a begyakorlo ora"

— "To6bb szoveges feladat, alkalmazasi teriiletek megemlitése"

Az oktatok altalaban elégedettek a logaritmikus egyenletek és egyenlStlenségek
témakor oktatasaval, azonban néhany javaslatuk van a tanitds modszereinek és a
tananyag tovabbi fejlesztésére. Az Otletek kozott szerepel tobb mintafeladat biz-
tositasa, szamegyenesen vald dbrazolas kotelezévé tétele, a gyakorlati alkalmazasok
kiemelése, kiilon tankonyv és példatar biztositasa, tobb begyakorld ora, valamint
szoveges feladatok és alkalmazasi teriiletek megemlitése. Tobb oktatd is hangsa-
lyozta, hogy fontos a logaritmusok tulajdonsagainak ismerete, és hogy a modszerek
ismerete nem poétolja ezt a hianyt. Osszességében a javaslatok arra utalnak, hogy
a logaritmikus egyenletek és egyenlStlenségek témakor oktatasa tovabbfejleszthetd
lenne a tanulok szdmara hatékonyabb és érthetébb tanulasi tapasztalat biztositasa

érdekében.
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3.2.1. Kovetkezetetés

A matematika tankonyvek vizsgalata soran a tapasztalt matematika tanarok alta-
lanossagban pozitivan nyilatkoztak a tankonyvek mindségérdl. Azonban, a kutatas
eredményei arra utalnak, hogy a tananyag bévitése, kiilondsen a nehezebb feladatok
beépitése, nagyobb kihivasok elé¢ allithatna a didkokat, és segithetné Gket a mate-
matikai problémak megoldésaban.

A tanéarok véleménye szerint a logaritmus témakorének oktatésa kiilondsen hasz-
nos lehetne a vald életbeli példék és gyakorlatok beépitése révén. A valodi élet-
bél vett példak segithetnének a didkoknak megérteni a logaritmikus fiiggvények és
egyenletek hasznalatat a mindennapi életben.

Annak ellenére, hogy a tanarok altal altalanossagban elégedettek voltak a tan-
konyvek mindségével, a kutatés eredményei azt mutatjak, hogy a tananyag mennyi-
sége még kifogasolhato. A tovabbi példak és gyakorlatok beépitése, amelyek se-
gitenek a didkoknak megérteni a matematikai fogalmakat és azok alkalmazéasat a
valo életben, javitandk az anyag minGségét. Az altalam végzett kutatas soran az
is kideriilt, hogy a tanérok nagy része mar hasznal online platformokat az oktatas
sordn. Ez is ramutat arra, hogy az oktatéas digitalizidcidja elengedhetetlen a modern
korban. A tanarok altal javasolt b&vitési lehet&ségek kozott is szerepeltek olyan
Otletek, amelyek az online oktatas lehetGségeit hasznositandk. Az online tanula-
si platformok és a digitalis tananyagok hasznélata lehetévé teszi, hogy a tananyag
konnyebben és interaktiv moédon legyen elérhets a didkok szamara. Fzaltal a tanulas
izgalmasabbé, érdekesebbé valik, és segit abban, hogy a didkok jobban megértsék
a tananyagot. A tanérok véleménye alapjan tehat az online oktatéasi platformok
hasznalata kulcsfontosségi a hatékony és eredményes oktatasban.

Osszességében tehat elmondhato, hogy bar a matematika tankonyvek jelenlegi
szinvonala és mindsége megfelels, a tananyag bévitése még nagyobb elérelépést je-
lenthetne a didkok matematikai felkésziiltsége szempontjabol, kiilonosen az érettségi

vizsgara valo felkésziilés szempontjabol.
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Pe3ome

CTpyKkTypa Ta 0COOJIMBOCTI JIepyKABHOI'O CTAHIAPTy HABYAJIBLHOI'O IJIAHY 3 MaTeMa-
TUKHU B Y KpaiHi JeTaJIbHO PO3KPUINCS MEPEIO MHOIO IIiJ] Yac HAITMCAHHS JTUTLJIOMHOL
pobotu. [lnan nepepbdadae HaB9aHHdA Ha TPHOX PI3HUX PIBHAX, IO BIJIIOBiTae cepe-
JIHBOIIKLIBHIN OcBiTi. JloC/TiKe ] MApyYHUKHA 3 MATEMATUKH JIJIsI CEPEIHBOT TITKOJIN
MalOTh BIJIIIOBIIHUIT PIBEHb Ta JIETKO KOPUCTYIOThCH SK CTY/JIEHTH, TaK 1 BUKJIaJIadl.

[Ipore BuKIaIaHHs TeMu JIOTapUMMIYHIX PIBHAHb Ta HEPIBHOCTEH MOYKE CTaHO-
BUTU BUKJIUK JIJIA BUUTENIB, OCKIJIbKH MOTPEOy€E JIOJATKOBOIO PO3BUTKY HABYAJIb-
HOT'O MaTepiasy, sKUil MICTUTbCS B TENEPINTHIX TiIpyIHUKax. bepyun /10 yBaru Ba-
JKJIUBICTD Ta CKJIQIHICTD Ii€l TeMU, BUNTEIsAM HeOoOXiTHO 3a0e3lednT J10JaTKOBHIA
PO3BHUTOK HaBYaJBHOI'O MaTepiaJy, 1mob 3abe3rnednTu Ok epbeKTUBHE Ta BcebivTHe
HaBYaHH JIJIs CTY/IEHTIB.

Y1posoBK pOKiB JiorapudmMu peryssipHo 3’gBisiorhesa cepesl Tem 3HO 3 ma-
TEeMaTHKH, IO ITIKPEC/IIOE BayKJIMBICTh Ii€l Temu B ocBiTi. Tomy ajieKBaTHa pPOJIb
JiorapudMiB y HABYAJIBHUX IIPOrpaMax Ta MiJIpYIHUKAX € HEeBiJ[ eMHOIO CKJIaJI0BOIO

MaTeMaTUYIHOI OCBITU CTYJIEHTIB Ta 1X YCIIITHOCTI.
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Mellékletek
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Els6é melléklet

Algebra, geometria és elemi analizis tematikus tervének naptari

tervezése (standard szint)

Algebra és az analizis alapjai (standard szint), 11

osztaly

(105 dra, 3 dra egy héten)

Ne 6ra | Datum Az o6ra témaja Megjegyzések
I.félév
Téma 1. Ismétlés a 10. osztalyban tanultak-

bdl (12 ora)

1 A hatvanyfliggvény

2 A hatvanyfiiggvények tulajdonsagai

3 Hatvanyfiiggvény értékének kiszamitésa

4 Az értelmezési tartomany

5 Alapvetd trigonometriai képletek

6 Trigonometriai képletek

7 Trigonometriai egyenletek

8 Trigonometriai egyenletek megoldasa

9 Derivalt

10 Derivaltak kiszamitasara vonatkozo formulék és szabalyok

11 A derivalt alkalmazasa

12 A 10. osztalyban tanultak ellendrzése (ellendrzé kérdéssor, No. 1)
Téma 2. Hatvany- és logaritmikus fiiggvények (25
ora)

13 Hatvéanykitevds feladatok megoldéasa

14 Hatvanyfiiggvény, tulajdonsagai és grafikonja

15 HatvanykitevGs egyenletek

16 Kiilonbo6z6 tipusi hatvanykitevss egyenletek

17 Hatvanykitevés egyenlétlenségek

18 Kiil6nb6z6 tipust hatvanykitevss egyenlétlenségek

19 Ismeretek altalanositasa és rendszerezése, felkésziilés a dolgozatra

20 Hatvanykitevés egyenletek és egyenlGtlenségek megoldésa

21 A logaritmus fogalma, alapvets logaritmikus azonossag

22 Logaritmusok és tulajdonségaik
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23 Logaritmikus kifejezések atalakitasa

24 Onallo munka 1.

25 Ismeretek altalanositasa és rendszerezése, felkésziilés a dolgozatra

26 Tematikus dolgozat 2

27 Logaritmikus fliggvény, tulajdonsagai és grafikonja

28 Logaritmikus egyenletek

29 Logaritmikus egyenletek. Onéllé munka, 2.

30 Logaritmikus egyenl&tlenségek

31 Kiilonb6z6 tipust logaritmikus egyenlStlenségek

32 Hatvanykitevss és logaritmikus egyenletrendszerek és egyenlStlenségek

33 Hatvanykitevds és logaritmikus egyenletek és egyenl6tlenségek paramé-
terrel. Paraméteres logaritmikus és hatvanykitevés egyenletrendszerek

34 Hatvany, logaritmus és gyokfiiggvények derivaltja

35 Hatvany, logaritmus és gyokfiiggvények derivaltja. Onallo munka 3.

36 Ismeretek altalanositasa és rendszerezése, felkésziilés a dolgozatra

37 Tematikus dolgozat 3
Téma: Az integral és alkalmazasa (18 ora)

38 Primitiv fliggvény és tulajdonsagai

39 Primitiv fiiggvénytablazat. F6 tulajdonsagai

40 Primitiv fiiggvénytablazat. Primitiv fiiggvények megtalalasanak szabé-
lyai

41 Primitiv fiiggvények keresése kiilonbozs feltételek alapjan

42 Hatarozatlan integral és tulajdonségai

43 Hatéarozott integral, annak fizikai és geometriai értelmezése

44 Newton-Leibniz formula

45 Hatéarozott integral, annak fizikai és geometriai értelmezése.
4. szamu 6nallo munka

46 Ismeretek dltalanositésa és rendszerezése. Felkésziilés az ellen6rzé dol-
gozatra

47 Tematikus ellenérzé dolgozat Ned

48 Az ellendrzé munka elemzése. Hatarozott integralok szamitasa

49 Hatarozott integrélok szamitésa

I1.félév

50 Szamitasok sikbeli alakzatok teriiletének meghatarozasara

51 Szamitasok sikbeli alakzatok teriiletének meghatarozasara és maéas in-
tegral alkalmazasokra

52 Az integral alkalmazasa

53 Szamitasok sikbeli alakzatok teriiletének meghatérozasara és més in-
tegral alkalmazasokra.
Onallo munka Ne5

54 Osszefoglalas és rendszerezés. Felkésziilés az ellendrz6 dolgozatra

55 Ne5 Ellenérzd dolgozat
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Kombinatorika, valdszintiségszamitas és matematikai statiszti-

ka elemei - Téma 4. (10 o6ra)

56 Elemek a kombinatorikdban.
57 Kombinatorikai szorzas- és Gsszeadési szabélyok.
58 Elemek a kombinatorikdban. Elhelyezés, permutaciok, kombinaciok.
59 Feladatok megoldésa.
60 Véletlenszerd események.
61 Esemény valészintisége. Esemény kiszamitasa képletekkel.
62 Valasztott jellemzdk: mintavételi tartomany, médusz, median, atlag.
63 Véletlen kisérlet és véletlenszerti események.
Onallo munka 6.
64 Ismeretek Osszefoglalasa és rendszerezése. Felkésziilés a dolgozatra
65 Elendrzé dolgozat Ne6
Téma 5. Ismétlés. Szamok és kifejezések, miiveletek algebrai
kifejezésekkel, algebrai egyenletek és egyenlGtlenségek (13 ora)
66 Az osztéas tulajdonsagai
67 Roviditett szorzés képletek
68 Egyvaltozos egyenletek megoldasi mddszerei
69 A kvadratikus polinom
70 Tortracionélis egyenletek és egyenlStlenségek, valamint egyenletrend-
szerek
71 Abszolutérték, egyenletek és egyenlStlenségek abszolutértékkel
72 Kifejezések hatvanyokkal torténd atalakitasa
73 Irracionalis kifejezések és atalakitasuk
74 Irracionélis egyenletek, egyenl6tlenségek és rendszerek
5] Egyvaltozos egyenl6tlenségek megoldasi modszerei.
Onall6 munka Ne7.
76 Ismeretek attekintése és rendszerezése.
7 Felkésziilés a dolgozatra
78 Ellenérzé dolgozat Ne7.
Téma 6. Szazalékok, széveges feladatok, sorozatok (8 ora)
79 Szazalékok. Szézalékos szamitasok. Feladatok megoldasa
80 Feladatok nagysagok Osszehasonlitasara
81 Feladatok mozgéasra vonatkozbéan
82 Feladatok kozds munkara vonatkozdan
83 Fiiggvények, grafikonok és tulajdonsidgaik
84 Grafikonok atalakitésa
85 Aritmetikai sorozat
86 Geometriai sorozat
Téma 7. Hatvany-, logaritmus- és trigonometrikus egyenletek
és egyenlGtlenségek (9 ora)
87 Trigonometriai egyenletek
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88 Kiilénbo6z6 tipust trigonometriai egyenletek

89 Trigonometriai egyenlGtlenségek

90 Trigonometriai egyenletrendszer és egyenlGtlenségi rendszer

91 Hatvanykitevss egyenletek

92 Hatvanykitevss egyenletek és egyenlGtlenségek

93 Logaritmikus egyenletek

94 Logaritmikus egyenletek és egyenl6tlenségek

95 Ne§ Ellenérzé dolgozat
Téma 8. Differencial- és integralszamitas, valdszintiségelmélet
alapjai (10 ora)

96 Fiiggvény derivaltja és alkalmazasa

97 Primitiv fiiggvény és hatarozott integral

98 Kombinatorika elemei, a valészintiségelmélet és az elemi statisztika alap-
jai

99 Ismeretek Gsszefoglalasa és rendszerezése. Felkésziilés a ZNO tesztre

100 ZNO teszt 1

101 ZNO teszt 2

102 ZNO teszt 3

103 ZNO teszt 4

104 Ne9 Ellenérz6 dolgozat

105 Osszefoglalé tanora

106 Osszefoglald az évi tananyagrol[3].
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Masodik

Datum:

Osztaly: 11

melléklet

Oravazlat

Téma: Logaritmusos egyenletek

Tema: JlorapupmivHi piBHSIHHS

Oktatasi cél: a logaritmusok alapvetd tulajdonsagainak elsajatitdsa, valamint egyszeri és

Osszetettebb logaritmusos egyenleteket megoldasa.

Nevelési cél: problémamegoldo és matematikai gondolkodas fejlesztése, valamint az absztrakt

fogalmak jelentGsége és a matematika életbeli alkalmazasanak elsajatitasa.

Képzési cél: a logaritmusok megértése és alkalmazasa fejleszti az analitikus gondolkodast, a

probléma megoldé készségeket és a matematikai szamitasi képességeket.

Az éra tipusa: Uj anyag 4tado

Eszkozok: Szemléltetd, tankdnyv ,,I".I1.bes3, B.I".beB3”.

Az ora o

részei

Az 0ra menete

1dé

Megjegyzés

Szervezés

Kdoszonés, napos jelentése, keltezés, téma ismertetése

perc

Motivacio

Aktualizalas

Miért hasznos a logaritmus és hogyan tudjuk alkalmazni?

e A logaritmusok egy fontos matematikai fogalom,
amelyet szdmos teriileten alkalmaznak, példaul
természettudomanyokban, mérndki és gazdasagi
teriileteken, valamint az informatikaban

e Az Ora soran olyan készségeket sajatithattok el,
amelyek hasznosak lehetnek a valos életben, példaul
adatok elemzésében, pénziigyekben és tudomanyos

kutatasokban a késdbbiekben.

perc

Az 1j
anyag

atadasa

Az egyenletet logaritmusosnak nevezziik, ha a valtozo csak a
logaritmus alatt all. A logaritmusos egyenletek megoldasakor
a logaritmus fogalmat, azonossagait ¢és a fiiggvény
tulajdonsagait alkalmazzuk.

Egyenlet megoldasakor els6 dolgunk meghatarozni az
értelmezési tartomanyat, a valtozé megengedett értékeit vagy
ellendrizni a kapott érték gyokei-e az egyenletnek.

A logaritmusos egyenletek megoldasara nincs altalanos
modszer.

20

perc




1. A logaritmus meghatarozasa szerint:

log, x = 2; xe(0; ©); R,
x =22
x=4

x2—4x+12=0
D=16—-4x1%x12=-32<0
D(x) =R

log,(x? —4x + 12) =3
x2—4x+12=28
x2—4x+4=0

(x=-2)2=0
x—2=0
x=2

2. Logaritmus azonossagai €s tulajdonsagai szerint:

lgx+1g4 =2, 2=1g100
lg4x = 1g100

Elhagyhatjuk az alapot és megoldjuk:

4x 100
4 4
x =25

3. log,(x + 3) +log,(x — 1) = 3 +log,(x — 4),
3=1log,8
x—3>0, x >3
x—1>0, x>1
x—4>0, x >4

D(x) = (4,)

0o
3>roo

)—k/G)

log,(x —3)(x — 1) = log, 8(x — 4)
x—3)(x—1)=8(x—4)
x2—x—-3x+3=8x—-32
x2—12x+35=0

X1:5, x2=7




Harmadik melléklet

Datum:

Osztaly: 11

Oravazlat

Téma: Logaritmusos egyenletek megoldasa

Tema: po3B’s13yBaHHs JIOTapU(PMIYHIX PiBHIHB

Oktatasi cél: A didkok fejleszthetik az algebrai készségeiket a logaritmusos egyenletek

megoldasa révén, ami elsegiti az altalanos matematikai kompetenciak javitasat.

Nevelési cél: Az oOra soran a didkok megismerkedhetnek a matematika gyakorlati

alkalmazasaival és ezaltal fejleszthetik az életben vald helyes dontéshozoi készségeiket.

Képzési cél: A logaritmusos egyenletek megoldasa begyakorlasa révén a didkok javithatjak a

matematikai problémamegoldo6 képességiiket

Az 6ra tipusa: Begyakorlo

Eszkozok: Szemléltetd, tankdnyv ,,I".I1.bes3, B.I".beB3”.

Melyik allitas igaz az egyenlet megoldasara?

A)x>1

B)x>0

O)x<1

E) Az egyenletnek nincs megoldasa.

(A vélasz: A) x>1)

Az 6ra 16 Az 6ra menete Idé | Megjegyzés
részei
Szervezés Koszonés, napos jelentése, keltezés, téma ismertetésen 3
perc
Adott az alabbi egyenlet: 2
Motivacio perc
Aktualizalas log(x —1) + log(x+1) = log(x*—1)




Az 1j

anyag perc
atadasa

Begyakor- | Nel72 35
las perc

a) logi(1—2x) = -2;
3

-

Ve
w =
N—
=}

|
N

Il
R

1—2x =3%
1-2x=09;
—2x=9-1;
—2x =8 /:(-2);
x=—4€eD(x)
1-2x>0
x>2-1 D(x) = (—;1)
x <1
e .
—o0 1 [e%)

b) log,¢(x? — 3x) = 0,5;

1
x? —3x = 162;

x2 —3x = V16;

x? —3x = 4;
x2—3x—-4=0;
x;=—-1eD(x)

X, =4 € D(x)
x2=3x>0
x(x—3)>0

{ x>0 va
x—3>0 &y
{x>0 va
x >3 &y

{xfggo

(<




R e e S50 e

D(x) = (3;0) U (—=; 3)

Nel76
a)log;,(x —3) +log,(x —2) =1;

log,(x =3)(x—2)=1;
logi,(x? +5x +6) = 1;
x?—5x+6=12;
x?>—5x—6=0;
x; =6€D(x)
X, = —1£D(x)

fizs e

e

RN A
3

[0¢]

b) 1+ logs(2x — 1) = logs(7x + 4);
1 =logs5

logs5 + logs(2x — 1) = logs(7x + 4);
logs5(2x — 1) = logs(7x + 4);

10x — 5 =7x+ 4;

3x =9/:3;
x=3€eD(x)
1
Fx—1>0 x >3
7x+4>0 x>i
7
7 1
- 1 2 @

1
D)= (G




Nel74
b) lglglogsx = 0;
lg(lglogsx) = 0;

lglogsx = 1;
logsx = 10;
x =510

lg?x —4lgx + 4 =0;

lgx=t;

t2—4t+4=0;

(t-2)*=0;

t—2=0;

t=2. lgx = 2;
x = 10%
x = 100.

Ne185

a)lg’x—1g,—2=0;
lgx=t;
t2—t—2=0;
t-2)(t+1)=0
1)lgx = 2;
logiox = 2;
x =102
x = 100.
2)lgx = —1;
log,ox = —1;
x=10"%;
N

10°
b)In’x — 2Inx = 3;
Inx =t;
t?—2t—-3=0;
(t=3)(t+2)=0;
1) Inx = 3;
Inx = 5.

2)Inx =-1;

X =—
e

Osszefog- | Megtanultuk, hogyan kell hatékonyan és pontosan megoldani

lalas a logaritmikus egyenleteket. Az o6ra célja az volt, hogy a | 2
didkok elmélyitsék matematikai ismereteiket és fejlesszék | perc
problémamegold6 képességiiket.

Hazi Nel181(b) 3

feladat b) logslog, logs x = 0; perc

logs(log, log; x) = 0;
log,logs x = 5% =1;
log; x = 4! = 4;




x = 3%

x = 81.

Nel182(a)

a)log,gog logs log, x = 0;
log,008(logs log, x) = 2008° = 1;
log; log, x = 31 = 3;

log, x = 23;

x=8.




Negyedik melléklet

Datum:

Osztaly: 11

Oravazlat

Téma: Logaritmikus egyenldtlenségek

Tema: JlorapudmiuHi HepiBHOCTI

Oktatasi cél: a diakok megismerjék a logaritmusos egyenldtlenségek elméletét és gyakorlati

alkalmazasait.

Nevelési cél: az 6ra soran a didkok fejlesszék problémamegoldd és kritikus gondolkodasi

képességiiket,

és olyan készségeket sajatitsanak el, amelyekkel hatékonyan tudnak

kommunikalni a matematikai €s természettudomanyos teriileteken.

Képzési cél: a didkok megtanuljak, hogyan alkalmazzak a logaritmusokat az egyenl6tlenségek

megoldasara. Emellett a didkok megismerkednek a logaritmusok alapvetd tulajdonsagaival és

azok alkalmazasaval az egyenldtlenségek megoldasaban.

Az éra tipusa: Uj anyag 4tado

Eszkozok: Szemléltetd, tankdnyv ,,I'.I1.bes3, B.I'.beB3”.

Az 6ra 16 Az 6ra menete Idé | Megjegyzés
részei
Szervezés Ko6szonés, napos jelentése, keltezés, téma ismertetése 3
perc
2
Motivacio | Ma a logaritmikus egyenldtlenségekkel fogunk foglalkozni. | perc
Aktualizalas| Ezek az egyenl6tlenségek olyan matematikai problémak
megoldasat segitik, ahol a logaritmusok véaltoznak az
egyenletben.

Az 4j Egy egyenlétlenséget logaritmikusnak neveziink, ha a valtozo | 10
anva csak a logaritmus alatt szerepel. erc
yag Ha a>1 és log, b > x, akkor a logaritmus jelét elhagyva az p

atadasa egyenl6tlenség jelét megtartjuk és kapjuk a* > b.
Ha 0<a<l, log, b > x, akkor a logaritmus jelét elhagyva a
kovetkez6t kapjuk: 0 < b < a* vagyis az egyenl6tlenség jele
ellenkezdjére fordul.




Begyakor-

las

Nel178

a)log,(4 —x) —log,8 < 8;
log,(4 —x) < log,8;

4 —x <8;

—x < 8—4;

—x < 4;

x> —4.

—x>0
(.5

—0 —4
xe(—4;4)
b) lgx > 18741, x> 0;

lgx >1g; +1g10;
lgx > 1g(7 * 10);

x > 70.

o 5<%
—0 0 70 0o
xe (70; 00)

c)logp,5(2 —x) —logp52>0, 2—x>0
logp,25(2 — x) >logp 25 2, x <2
10g0,25(2 — x) <logg s 2,

2—x<2,

x <0,

x>0

v

N N
S0
2

xe (0;2)

25

perc




d)lgx <2-1gs;
lgy < 18100 —1gs;

100
lg, < lgTi
x < 20.
D(x) = (0;20]
RN g
—o0 0 20 ©
Nel66
a)log, x > 2; x>0
x > 2% D(x) = (0;8)
x> 4; _ -
—o00 \(-)'\ 4 (=<}

Osszefog- | A logaritmikus egyenlétlenségek olyan matematikai
lalas kifejezések, amelyekben az ismeretlen értéke a logaritmus. | 2
Az ilyen egyenl6tlenségek megoldasa soran a logaritmusokat | perc
at kell alakitani azonos alapra, majd az egyenldtlenséget ugy
kell atalakitani, hogy az ismeretlen értéke egyértelmiien
meghatarozhato legyen. Az 6ran attekintettiik a logaritmusok
tulajdonsagait, és  gyakorlati  példakon  keresztiil
megismerkediink az  egyenl6tlenségek  megoldasanak
lépéseivel.
Hazi Nel66 (b,c) 3
feladat b)log, x < 3; perc
x <23
x <8;
xe (0; 8)
D(x) = (0; o)
> N0 >
O >0 >
—00 0 8 o)




0)lgy <0;
x < 109
x <1
x> 1.
x€(1; 00)

Sv




Otodik melléklet

Oravazlat

Datum:

Osztaly: 11

Téma: Logaritmikus egyenldtlenségek

Tema: nmorapuMidHi HEPIBHOCTI

Oktatasi cél: a logaritmikus egyenlétlenségek fogalmanak elsajatitasa és azok alkalmazasa
kiilonbdz6 matematikai problémak megoldasara.

Nevelési cél: problémamegoldo készség €s matematikai gondolkodas fejlesztése.

Képzési cél: atfogo ismeretek megszerzése a logaritmikus egyenldtlenségek témakorben, ezzel
elosegitve képességeik fejlesztését az alapvetd matematikai koncepciok megértésére és
alkalmazaséra.

Az 6ra tipusa: Begyakorlo

Eszkozok: Szemléltetd, tankdnyv ,,I".I1.bes3, B.I".beB3”.

Az 6ra 16 Az 6ra menete Idé | Megjegyzés
részei
Szervezés Koszonés, napos jelentése, keltezés, téma ismertetése 3
perc
2
Motivacio | "Vegyiik az alabbi egyenl6tlenséget:” perc

Aktualizalas| g x > 1g 2,x > 0

x> 2 D(x) = (0; o)
—o0 0 2 %

x€(2; )
Az 1j
anyag ) perc
atadasa
Begyakor- | Nel79 35
las _ v+1>0 perc

logz;(v+1) < -2 {v>—1

1
logs;(v+1) < logsg  D(x)=(-1L)




1
v+1<— ~o -

¢)logi(y—7)> -2
3
-2 =10g19
3

log1(y —7) > log19
3 3

_ y—7>0
y—7<9 { y>7
y<16 -
—0o0 }V\ \VI6 c:o
d) log2(2 —5z) < -2
3
9
log2(2 — 5z) < logz—
3 34
2-5 >9
2~
—5z>2,25-2
2—-5z>0
-5z > 0,25 2
Z<§
z<-0,5 \/b‘ o >
- —0,5 0,4 oo
Ne 189

a) log,(x —5) + log,(x +2) >3
log,(x —5)(x+2) > log,8
(x-5x+2)>8

2 _ _ x—5>0
X% +2x—5x—10>8 {x+2>0
X2 —3x—18>0 (x>53

x> -2

x1=6 x2=—3




Ne191
a)lg (x—1)-lg2x-11) = lg?

lg5—371219:
i -22=0
2x —11 -
e 20 f2r 1150
—23;rx_+1211 >0 {xx>>5’15
2x—11+0 -3x+21=>0
2x =11 —-3x>-21
x=5,5 x<7
e
—o 5,5 7 00
x € [5,5;7]
Osszefog- A mai o6ran, megtanultunk logaritmikus egyenldtlenségeket
lalas megoldani, szamos modszert ismertink meg az |2
egyenlOtlenségek megolddsara, példaul a szamegyenes | perc
hasznélatat, a logaritmus tulajdonsagait és a példakon
keresztiili gyakorlast.
Hazi -Oldd meg a feladatot: 3
feladat logz(2x —9) < 2 perc

logz(2x —9) <logz 9
2x—9<9

2x <18

x<9

2x—9>0




2x>9

x> 4,5
o Yy
S S
—oo 4,5 9
-Oldd meg a feladatot:

103%*2 > 100
103x+2 > 102
3x+2>2
3x>0

x>0

x € (0; )
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2023. 05. 15. 15:19 Logaritmikus egyenletek és egyenlétlenségek oktatasa

Logaritmikus egyenletek és egyenl6tlenségek oktatasa
Tisztelt kitolto!

Varga Marianna vagyok a Il. Rakdczi Ferenc Karpataljai Magyar Féiskola végz6s
matematika szakos hallgatéja. Jelen kérd6ivet a szakdolgozatomhoz kapcsoléddan
készitettem el, amely a kozépiskolai matematika tandrok korében vizsgalja a logaritmikus
egyenletek és egyenl&tlenségek oktatasahoz alkalmazott tankdnyveket és egyéb oktatasi
eszkdzok hasznalatat.

A kérdéiv kitoltése koriilbelll 10 percet vesz igénybe. Az igy szerzett informaciok
kizarélag a szakdolgozatomban keriilnek felhasznalasra.

Elére is koszonom, hogy valaszaival segiti a munkamat!

* Kotelezé kérdés

1. Iskola neve: *

2. Hany éve tanit? *

3. Melyik 11. osztalyos tankdnyvet hasznalja?

Soronként csak egy ovalist jel6ljon be.

Matematika (algebra, az analizis és geometria alapjai) - szerzék: A. G. Merzljak, D.

A. Nomirovszkij, V. B. Polonszkij, M. S. Jakir, 2019
Algebra és az analizis alapjai - szerzék-J.P.Nelin és 0.J. Dolhova, 2019

Egyéb:

https://docs.google.com/forms/d/1al99txIOahmSVNJUNWtND3NmRqCEIJZEbfR_fMF4Ps8/edit?pli=1

1/6
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4. Milyen szint( tankényvet haszndlnak?

Soronként csak egy ovalist jeldljon be.

Alap
Halad6

Profil

5. Elégedett-e a tankonyvben taldlhat6 témak bemutatasaval és elrendezésével?
Soronként csak egy ovalist jeléljon be.
Igen

Nem

Egyéb:

6. Elégedett-e a feladatok min6ségével?
Soronként csak egy ovalist jeldljon be.
Igen

Nem

Egyéb:

7. Elégedett-e az illusztracidk és grafikonok minéségével?

Soronként csak egy ovalist jeldljon be.

Igen
Nem

Egyéb:

https://docs.google.com/forms/d/1al99txIOahmSVNJUNWtND3NmRqCEIJZEbfR_fMF4Ps8/edit?pli=1
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8. Elégedett-e a tankodnyv nyelvezetével?
Soronként csak egy ovalist jeldljon be.
Igen

Nem

Egyéb:

9. Elegendé-e a tankdnyvben talalhaté elméleti anyag a logaritmikus egyenletek és
egyenlétlenségek témakor oktatdsahoz?

Soronként csak egy ovalist jel6ljon be.
Igen

Nem

Egyéb:

10. Elegendé-e a tankonyvben taldlhat6 feladat a logaritmikus egyenletek és
egyenlétlenségek témakor oktatasahoz?

Soronként csak egy ovalist jeléljon be.
Igen

Nem

Egyéb:

11.  Alkalmaz-e barmilyen online elérhetd segédanyagot a logaritmikus egyenletek és
egyenlétlenségek oktatdsahoz?

Soronként csak egy ovadlist jeldljon be.

Igen

Nem

https://docs.google.com/forms/d/1al99txIOahmSVNJUNWtND3NmRqCEIJZEbfR_fMF4Ps8/edit?pli=1 3/6
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12.  Amennyiben az el6z6 kérdésre igennel valaszolt, valassza ki melyiket haszndlja

Valassza ki az 6sszeset, amely érvényes.

Mateking
YouTube
Geogebra
Zanza tv

LeraningApps

Egyéb:

13.  Alkalmaz-e a tankdnyvon kiviil barmilyen feladatgy(jteményt a tandran vagy
dolgozat alatt?

Soronként csak egy ovalist jeldljon be.
Igen

Nem

Egyéb:

14. Véleménye szerint elegendé-e a tanterv szerinti 6rak szama a logaritmikus
egyenletek és egyenl6tlenségek témakra?

Soronként csak egy ovadlist jeléljon be.

Igen
Nem

Egyéb:

https://docs.google.com/forms/d/1al99txIOahmSVNJUNWtND3NmRqCEIJZEbfR_fMF4Ps8/edit?pli=1
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15. Van-e barmilyen észrevétele, ami segitené a logaritmikus egyenletek és
egyenlétlenségek témakor oktatasat?

Ezt a tartalmat nem a Google hozta létre, és nem is hagyta azt jova.

Google Urlapok

https://docs.google.com/forms/d/1al99txIOahmSVNJUNWtND3NmRqCEIJZEbfR_fMF4Ps8/edit?pli=1 5/6
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https://docs.google.com/forms/d/1al99txIOahmSVNJUNWtND3NmRqCEIJZEbfR_fMF4Ps8/edit?pli=1

6/6
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Osszegzés

Az Ukrajnai allami szabvany matematika tanterv szerkezete és sajatossagai részletes
betekintést adtak nekem a szakdolgozat irdsa soran. A tanterv kialakitdsa harom
kiilonb6z6 szinten torténd oktatast ir el, amely a didkok kozépiskolai tanulméanyai-
hoz igazodik. A vizsgalt kozépiskolai matematika tankonyvek megfelels szintiiek és
kénnyen hasznosithatok mind a didkok, mind az oktatok szamaéra.

Azonban, a logaritmikus egyenletek és egyenltlenségek témakor oktatasa kihi-
vast jelenthet a tanarok szamaéra, mivel a jelenlegi tankdnyvekben talalhato tananyag
bévithets lenne. A téma fontossagat és bonyolultsagat figyelembe véve, a tanarok
szaméara lehet6vé kell tenni a tananyag tovabbi bévitését, hogy a didkok szdmara
hatékonyabb és atfogobb oktatas valosulhasson meg.

Az évek sordn a ZNO érettségi vizsgainak témakorei kozott rendszeresen sze-
repelt a logaritmus, ami tovabb hangsiilyozza ennek a témanak a fontossagat az
oktatasban. Igy az oktatési programokban és a tankonyvekben valo megfelels sze-
repe elengedhetetlen a didkok matematikai tudasanak és sikerességének biztositésa-

hoz.
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Nyilatkozat

Alulirott, Varga Marianna, 014. Kozépiskolai oktatds (Matematika) képzési program
hallgatoja, kijelentem, hogy a dolgozatomat a II. Rakdczi Ferenc Kérpataljai Magyar
Foéiskolan, a Matematika és Informatika Tanszéken készitettem, 014. Kozépiskolai
oktatds (Matematika) BSc diploma megszerzése végett.

Kijelentem, hogy a dolgozatot mas szakon kordbban nem védtem meg, sajat
munkam eredménye, €s csak a hivatkozott forrasokat (szakirodalom, eszkdzok stb.)
hasznaltam fel.

Tudomaésul veszem, hogy dolgozatomat a II. Rakoczi Ferenc Karpataljai Magyar

Fdiskola konyvtaraban a kdlesondzhetd konyvek kozott helyezik el.
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