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Bevezetés

A matematika oktatdsdnak egyik legbsszetettebb teriilete a paraméteres feladatok
megolddsa, mivel ezek a feladatok nemcsak az algebrai készségeket fejlesztik, hanem
a tanulok logikai gondolkodasat is erdsitik.

A paramétereket tartalmazé példdk kiilonleges kihivdst jelentenek, mivel a meg-
olddsok szdma és tipusa gyakran fiigg a paraméterek értékeitsl.

Ez a diplomamunka a paraméteres egyenletek tipusainak és megoldédsi médszereinek
részletes bemutatdsdra 6sszpontosit, kiilonos tekintettel az oktatasban betoltétt sze-
repiikre és alkalmazési lehetGségeikre.

Az elsé fejezetben dttekintjiik a paraméterek alapvets fogalmait és jelentGségét, majd
elemzésre keriilnek a legfrissebb oktatdsi és modszertani irodalmak, melyeket az 5-11
osztalyos didkok oktardsdra készitettek. Tovabba attekintjiik a paraméteres felada-
tok szerepét az olimpiai feladatsorokban.

A madsodik fejezetben részletesen targyaljuk a kiilonboz6 tipusti paraméteres egyen-
leteket és azok megolddsi modszereit.

Kiilonos figyelmet forditunk a linedris egyenletek, tort-raciondlis egyenletek, masod-
foki egyenletek, egyenletrendszerek, irraciondlis egyenletek, és az abszolitértéket
tartalmazé egyenletek paraméteres valtozataira.

Megfogalmazasra keriil a kutatds kdzponti hipotézise, miszerint a didkok tébbsége
nem képes ondlléan megoldani a paraméteres egyenleteket, mivel ezek a feladatok
Osszetettebb gondolkoddsi folyamatokat és alaposabb matematikai tuddst igényelnek.
Feltételezéslink szerint a didkok nehézségekkel szembesiilnek a paraméterek helyes
értelmezése és alkalmazdsa sordn, ami jelentGsen megneheziti a feladatok megoldasat.
Végiil a sajat kutatasi eredmények, illetve a hipotézisiinkre kapott valasz keriil is-
mertetésre a paraméteres egyenletek megolddsa terén.

Célunk, hogy a pedagoégusok és a didkok szamdara hasznos itmutatdst nyijtsunk,
amely elGsegiti a paraméteres egyenletek alapos megértését és sikeres megolddsét.
A dolgozat célja, hogy dtfogd képet nyijtson a paraméteres feladatokrol és azok meg-
olddsi technikdirdl, valamint bemutassa, hogyan lehet ezeket a feladatokat hatékonyan

integralni az oktatdsi folyamatba.



1. fejezet

Altalanos kérdések

1.1. Alapinformacidok a paraméterekroél

A matematikai feladatok megolddsa sordan gyakran sziikség van egyenletek, egyen-
letrendszerek és egyenlGtlenségek kombindldsara és megoldasara. Ugyanakkor ezek
a matematikai kifejezések dltaldban nem csak az ismeretleneket foglaljak magukban,
hanem rendszerint mds valtozokat is, amelyeket paramétereknek neveziink.

A paraméter egy olyan fiiggetlen valtozé, amelynek értékét rogzitettnek vagy tetszo-
leges szamnak, illetve olyan szamnak tekintjiik, ami beleesik a feladat feltétele altal
meghatarozott tartomanyba. A paramétereket altaldban a latin abécé els6 bettivel
jelolik: a, b, c,d, ..., k,1,m,n, mig az ismeretleneket az x, y, z bettikkel szokds jelolni.
A paraméteres egyenlet egy matematikai egyenlet, melynek kinézete és megoldasa
egy vagy tobb paraméter értékétdl fiige. Az egyenletet paraméteres egyenletnek ne-
vezik, ha a kovetkezd formédban irhaté fel:

(1.1)

F(z,a1,as,...a,) =0

ahol x az ismeretlen valtozoé, ai,as, ..., a, pedig a paraméterek. A keresett ismeret-
len, x értéke a paraméterek értékeitsl fiigg.

Az ay,aq,...,a, paraméterek azon értékeit, amelyeknél az F(x,aqi,as,...,a,) ki-
fejezésnek van jelentése az x egyes értékeire, elfogadhaténak nevezziik. Az (1.1)
egyenlet paramétereinek Osszes megengedett értékrendszerének halmazdt az egyen-
let paramétertartomanydnak nevezziik.

Egy egyenlet paraméterekkel valé megoldasa azt jelenti, hogy megkeressiik ennek az



egyenletnek az 6sszes megolddsdt minden lehetséges paraméterérték-rendszerre.
Nincs dltaldnos médszer a paramétert tartalmazoé feladatok megolddsdra. Azonban
két tipusra oszthatok: analitikusra és grafikusra.

Az analitikus médszer a legédltaldnosabb, de a legbonyolultabb, mivel magas szintti
matematikai ismereteket és pontossagot igényel. A grafikus médszer érdekes, egy-
szeriibb és szemléletesebb megkozelités, de nem mindig praktikus, és igényel némi
jartassagot a grafikonok terén.

A paraméteres feladatok megolddsdhoz elGszor egyszeriisiteni kell az adott egyenle-
tet: fel kell bontani szorzatokra, figyelembe kell venni az értelmezési tartomanyt,
megszabadulni az abszolitértéktsl, logaritmustél, trigonometrikus kifejezésektdl,
majd kiilon-kiilon meg kell oldani az egyes részfeladatokat.

Kiilonb6z§ paraméterértékek esetén az egyenlet kiilonb6z6 szami megoldédssal ren-
delkezhet: lehet egy gyoke, végtelen sok gydke vagy egyaltaldn nincs gyoke. A pa-
raméteres egyenletek megolddsdaban fontos 1épés az eredmények rogzitése, kiillonosen
azokndl az eseteknél, amikor a megoldds a paraméter értékétsl fiigg. Ebben az eset-
ben a vélasz része a korabban kapott eredmények Osszessége. Itt rendkiviil fontos,
hogy az Gsszegzés soran ne hagyjuk el a megoldas minden részletét.

Az éltaldnos gyakorlat az, hogy a paraméteres feladatok megoldasara analitikus
és grafikus maodszereket alkalmazunk. Altaldban az analitikus médszert részesitik
elényben az egyenletek, egyenlGtlenségek, illetve rendszerek megoldasandl. Bizonyos
esetekben azonban a fliggvények tulajdonsdgainak felhasznéldsa jelentGs eredményeket
hozhat.

Fontos, hogy a didkok megismerjék és elsajatitsdk a kiilonb6z6 megolddsi médszereket,
és ne ragaszkodjanak kizarélag egyvhez. Ezdltal minden didk képes lesz raciondlis
6s hatékony megolddsi médot vélasztani. Erdemes nagy hangsilyt fektetni arra,
hogy a didkok onalléan képesek legyenek mddszereket és megfelels algoritmusokat
vélasztani a problémamegoldés sordn.

Nézziink meg egy egy példat a két modszer alkalmazdsara a gyakorlatban:

Analitikus médszer

1. Feladat. Oldja meg az egyenlétlenséget az a paraméter osszes értékére[21|]

\/a+aj+\/a—:17>a



Megoldas. Meghatdrozzuk az egyenlet értelmezési tartomdnydt:

a+x >0,
r € [—a;al
a—zx > 0.

Mindkét oldalt emeljiik négyzetre:
a+r+a—z+2Va?— 22> a?

2a + 2vV a2 — 22 > o>
2va? — a2 > a® — 2a

Amikor mindkét oldalt négyzetre emelyik, két esetet kell figyelembe venniink:

a? —2a >0, a’> —2a <0,
4(a® — 2?) > (a* — 2a)% r € [—a;al.
Mivel a # 0, ezért:
a € (0;2), a € (—o0;0) U [2; +00),
x € [—a;al; 4a® — 42% > a* — 4a® + 4a?;

a € (—o00;0) U [2; +00),
,  4a*—a
< —

4

)
a € (—00;0) U [2; 4+00),
T € <— %\/4@ —a?; %\/4@— a2>,

4a — a® > 0;

\
(

a € (—o00;0) U [2; +00),
T € <— 2V4a — a?; $v4a — a2>,

a € [0;4];

\
.

T € <— 2V/4a — a2;%\/4&—a2>,

a € [2;4];

\

Felelet:
Ha a € (—o0;0] U (4; +00), akkor x € O;



ha a € (0;2), akkor x € (—a;a);
ha a € [2;4], akkor x € ( — 2V4a — a% $V4a — az).[ZJ]

Grafikus modszer

2. Feladat. Keresse meg az a paraméter legnagyobb értékét, amely esetén az egyen-

letrendszernek egyetlen megolddsa lesz. (2]

z? +y* =81

(x+2)* +y* = a
Megoldds. Az 22 + y?> = 81 egyenlet grafikonja egy kor, amelynek kizéppontja
(0;0), sugara pedig 9. A mdsodik (z + 2)* + y*> = a® egyenlet grafikonja szintén
egy kor, melynek kizéppontja (—2;0), sugara pedig a. Mivel a feltételek szerint a

rendszernek eqy megolddssal kell rendelkeznie, igy a grafikonoknak érinteniik kell

eqymdst, ahogyan azt az dbrdn ldthatjuk:

12 r'-'r JE 2)2 +_1'2 = "2

1.1. abra.

Tehdat a rendszer egyetlen megolddssal rendelkezik, amikor a = 7 vagy a = 11. A
legnagyobb érték pedig a 11.
Felelet: a = 11./21]
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1.2. Oktatasi és modszertani irodalom elemzése

Nincs kétség afel6l, hogy didkok szdmadra a paramétereket tartalmazé feladatok
témakore egyike a legnehezebbnek mind értelmezés, mind megoldés tekintetében.
Ezek a nehézségek, véleményem szerint, azzal vannak Osszefiiggésben, hogy az iskolai
matematika tanterve nagyon kevés id6t szentel az algebrai feladatok paraméterekkel
valomegoldasara.

Elemzésem sordn azt figyeltem meg, hogy a modern iskolai tankonyvek jelentGs
hianyadat paraméterekkel kapcsolatos feladatok alkotjak. Az algebra és matema-
tika tankonyvekben, amelyeket azokban az iskoldkban haszndlnak, ahol az oktatés
szabvanyos szinten torténik, ezeket a feladatokat egy (*) szimbélummal jelolik. Ez a
jelolés a téma mélyebb megértésére iranyulé gyakorlatokhoz haszndlhatd, amelyeket
id6hidny miatt ritkdn targyalnak az érdkon. A profil szintd el6készitéshez ajanlott
tankonyvekben ezeknek a feladatoknak a szdma sokkal nagyobb, ami arra 0sztonoz,
hogy ezekre a feladatokra tobb figyelmet szenteljiink az 6rékon.

A kozépiskolai matematika tanterveiben a paraméterekkel kapcsolatos feladatoknak
jelentéktelen helyet szannak. Ezért els6sorban meg kell hatdrozni azokat az dltaldnos
iskolai matematikai témakoroket, ahol maga a paraméterek gondolata jelen van.
Az 5-6. osztalyokban néhdany tankonyvben el6fordulnak paraméterekkel kapcsola-
tos feladatok. Altaldban azonban az iskolai matematikai tananyagban a didkok
csak a 7. osztdlyban taldlkoznak el6szor a paraméterekkel, amikor linedris egyen-
leteket kezdenek megoldani, majd a 8-9. osztdlyokban, mar csak egy-egy ora jut
ezeknek a feladatoknak a megolddsara és leginkabb csak a mélyebb matematika ta-
nulmdnyokat valaszt6 osztdlyokban. Sajndlatos médon, ahogy fent is emlitettiik, a
10-11. osztdlyokban a paraméterekkel valé taldlkozds még ritkabb.

A kozépiskolai tananyaghan szereplé paraméterekkel kapcsolatos feladatok kozé tar-
tozik példaul a linedris és masodfoki egyenletek megolddsainak keresése altaldnos
formdaban, valamint a megolddsaik szamédnak vizsgdlata a paraméterek értékeitsl
fiiggden.

Természetesen egy ilyen kis feladatcsoport szdmos didk szamdra nem teszi lehetGvé
a lényeg megértését: a paraméter (rogzitett, de ismeretlen szam) kettGs természete
van. Egyrészt a paramétert szamként lehet kezelni, méasrészt ez egy ismeretlen szam.

Nem véletlen azonban, hogy a paraméteres feladatok elengedhetetlen részét képezik
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a felsGoktatdasi matematikai felvételi vizsgaknak, valamint 2021-ig az 6nallé matema-
tika érettségi feladatai kozott helyett kapott paramétert tartalmazoé feladat, mivel
ezek a feladatok megolddsara valé képesség azt mutatja, hogy a didk alapos mate-
matikai felkésziiltséggel, illetve magas szintii logikai gondolkodédssal rendelkezik.
Annak ellenére, hogy az dltaldnos iskolai matematika tanterv elvétve tartalmazza
a didkok paraméterekkel kapcsolatos feladatok megoldasara valé képességeinek kia-
lakitasat, mégis fontos lenne a matematikai fejlédés szempontjéabél, hogy a didkok
megismerkedjenek a paraméteres feladatokkal és azok megolddsi modszereivel.

Egy 10. osztdlyosoknak szdnt tankonyvben a didkok szdmara a kovetkezd feladatot

kindljak megoldasra:
3. Feladat. Keresse meg az a paraméter dsszes értékét, amelyek esetén a

(a® —4a +4)(4 + 4sin* 2 + 8sinz) + 2(16a — 16 — 4a*)(1 + sinz) + 28 — 8a = 0
egyenlet legaldbb eqy megolddssal rendelkezik.[12]

Megoldas.
(a —2)*(2 + 2sinx)* + 2(—(4a* — 16a + 16))(1 + sinx) = 8a — 28

4(a —2)*(1 +sinx)?* — 8(a — 2)*(1 +sinx) = 8a — 28
4(a —2)*(1 +sinx)(1 + sinx — 2) = 8a — 28
(a—2)*(1 +sinz)(siny — 1) =2a — 7
(a—2)*(sin’x — 1) =2a — 7
—(a—2)*cos’x =2a — 7

(a—2)*cos’r =7 —2a

co8°r = ————
(a—2)?
7T—2
OSCOSngl;OS a <1
(a—2)?
(
7—2a (7—2a)(a—2)*>0
(a—2p ="
a_
7 —2a a2
— <1 2
(a—2)2 ~ 7—2a— (a—2) <0
\ (CL—2)2 -

12



Innen kapjuk, hogy a € (—o0;2) U (2;3,5)
7—2a—a®+4a—4

CEP)
—a2—|—2a+3<0
(a—2)2  —
a?> —2a —3
a—2p ="
(a+D@-3)
(@—2)2  —

Innen kapjuk, hogy a € (—oo; —1] U [3;3,5)
Felelet: a € (—oo; —1] U [3;3,5). 12/

11. osztdlyos tanulok szamara késziilt tankonyvben pedig a kovetkezé felada-

tot talalhatjuk:

4. Feladat. Az a paraméter mely értékei mellett van két kilonbozd gydke a

47 —2%(a+ 1) +2a — 2 = 0 egyenletnek?[13]
Megoldas.
22" —2%(q+1)+2a—2=0
Elvégezziik a behelyettesitést: leqyen 2°¢ = k, akkor megkapjuk a kivetkezd egyenle-
tet:
P —k(a+1)+2a—2=0

Megkeressiik az eqyenlet gydkeit:

D= (a+1)?—-4(2a—2)=a’>—6a+9=(a—3)?
1—(a— 14+a—
a+ 2(a 3):2;k2:a+ —;—a 3:a—1

Visszatérve a behelyettesitéshez, kapjuk:

lﬁ:

22 = 9
2% =g —1
A 22% = 2.b61 azt kapjuk, hogy az egyenletnek eqy gyoke van, az x = 1. Sziikségiink

van a mdsodik egyenletre, amibdl megkapjuk az aldbbi eqyenletrendszert:
a—1>0 a>1
a—1%#2 a#3

Igy a € (1;3) U (3; +00)
Felelet: a € (1;3) U (3; +00).[13/
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1.3. Paraméteres feladatok olimpiai feladatsorokban

A matematikai olimpidknak kiilonleges szerep jut a didkversenyek vildgdban. Tor-
ténete rakta le az alapokat a kiilonbozd tantdrgyakat érinté versenyek széamara. A
matematikai olimpia elsGsorban nemcsak az alapiskolai tananyag ismeretét igényli a
gy6zelemhez, hanem a didkokra valéban kihivést jelentd, kreativ és nem szokvanyos
problémamegoldé képességek fejlettségét is.

E verseny kivételes esemény, amely a matematika teriiletén kiemelkedd képességekkel
rendelkez6 didkok felfedezését és a matematikai érdeklédés Gsztonzését célozza meg.
A nehézsége abban rejlik, hogy ez nem csupan az iskolai tananyagon alapul, és bi-
zonyos esetekben lehetetlen elérni a célokat, ha a tanérdkon vagy a felkésziilés soran
csak szabvanyos iskolai feladatokat kindlnak a didkoknak.

Az olimpidn minden évben taldlkozunk egyenletekkel vagy egyenlGtlenségekkel, ame-
lyek paramétereket tartalmaznak, de sajnos sok didk vagy nem is hallott errdl a
tipust feladatrdl, vagy nem tudja, hogyan hasznalja azt az adott feladat megoldésa
soran.

Tekintsiik 4t a kovetkezs példdakat az elmiilt évek olimpiai feladatsoraibdl:

A 8. osztalyos didkoknak 2015-ben a kévetkezo feladatot osztottdk ki 4. feladatként:

5. Feladat. Az a paraméter mely értékeinél van négy gyoke az |2|x| — 3| = a

egyenletnek?[15]

Megoldas. 1. mddszer:
Neézziik meg az a paraméter értékeit, amelyeknél az

12|z| — 3| = a egyenletnek négy kilonbézé gyokere van.

( (
a>0 a>0
2|z| - 3| =a < olz| —3=a & || = o3 &
_ _ 3=
2]z] —3=—a |z| = 5%
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( (
a>0 a>0
‘[ ¢ (
o3>0 a> -3
( (
a+3 _ a+3
r =+ S T =+
= a3 — _at3
=4 xr = 5 =4 T = 5 =4
\ \
> >
( (
SL’:—FS;(Z x:_i_Sga
3—a 3—a
rT = ——— rT = —=—=
NI N AN 2 U\ 2
s
a>0
(
x:+a23
x:_a;{i
St
0<a<3
(
o= +ige
3—a
r=—52
\ L\ \ 2

Innen kdvetkezik, hogy az |2|z| — 3| = a egyenletnek csak akkor lehet négy kilonbozd

gyoke, ha a € [0;3].

§
a>0
.
r =443 r=43
e
Azonban a = 0 esetén a  » alakot olt, és csak 2
0<a<3 r=+43
_ 3—a _ 3
{$+7‘ (7= 72
3—a
r=—4
\ \ 2
kiilonbozo gydke van,
.
T =43
r=-3
ha a = 3, akkor pedig a kovetkezd alakot olts és csak 3 kilonbozd gyoke
r=+0
r=—0

van.

15



Az aldbiakban ellendrizzik, hogy a € (0;3) esetén négy kilonbézé gyoke van:

x—a+3$— a+3x_3—ax_ 3—a
1 — 9 s L2 — 9 sy 43 — 92 y L4 — 9 .
Ha feltételezziik, hogy x1 = xo, akkor a megfeleld “—JQF?’ = —%3 eqyenldséghdl azt

kapjuk, hogy a = —3 ¢ (0;3);
ha feltételezziik, hogy x1 = x3, akkor a megfeleld
hogy a =0 ¢ (0;3);

at+3 _ 3—a
2 2

ha feltételezziik, hogy x1 = x4, akkor a megfeleld 422 = —
kapjuk, hogy nincs megolddsa,

ha feltételezziik, hogy xo = x3, akkor a megfeleld —*3> = =3¢
kapjuk, hogy nincs megolddsa;

ha feltételezziik, hogy xo = x4, akkor a megfeleld —

kapjuk, hogy a =0 ¢ (0;3);

at+3 __ 3—a
2

ha feltételezziik, hogy x5 = x4, akkor a megfeleld 354 = —3?“

2
kapjuk, hogy a = 3 ¢ (0;3).

Igy az |2|x| — 3| = a egyenletnek négy kiilonbizd gyoke van akkor
0<a<3.[15

2. modszer:

Nézziik meg az y = f(x) = |2|x| — 3| fliggvényt.

= =2 egyenldségbdl azt kapjuk,

eqyenldséghol axt

eqyenldséghdl azt

eqyenldséghdl azt

eqyenldséghdl axt

és csak akkor, ha

Mivel f(—a) = 2| | =3| = [2]a| 3| = f(), gy azy = f(x) = |2lz| 3] fiigguény

grafikonja szimmetrikus az OY tengelyhez viszonyitva.

Fzutdn egyszerisitjik az f(x) = |2|x| — 3| figgvény alakjdt:

|2z — 3|,z >0 |2z — 3|,z >0
v = f(z) = |2lz| - 3] = - -

| =22 —3|,2 <0 |22 + 3|,z <0

( (

2 — 3,haxr > 0,2x —3 >0 2$—3,£L‘Z%

—2x +3,har > 0,20 —3 <0 —22+4+3,0<z<3

2 + 3, haxr < 0,20 +3 >0 2x+3,—%§:v<0

\—2:c—3,ha:c<0,2:c—|—3<0 \—2x—3,:1:<—%

Igy az adott y = f(z) figgvény grafikonja a kévetkezdképpen szerkeszthetd meg:

Tudjuk, hogy azy = a figguény grafikonja (az a paraméter tetszdleges értéke mellett)
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eqy egyenes, amely dtmegy a (0;a) ponton, és parhuzamos az OX tengellyel.
Szintén jol ismert, hogy az f(x) = g(x) egyenlet valds gyokeinek szama megegyezik
az f(x) és g(x) fugguények grafikonjainak metszéspontjainak szdmduval.

Az f(x) = |2|x| — 3] és a g(x) = a figgvények grafikonjai, amelyeket egy koordindta
stkon dbrdzolunk, lehetévé teszik szamunkra, hogy meguizsgdljuk a megadott egyenlet
megolddsainak szamdt:

Ha a <0, akkor azy = |2|x| — 3| és az y = a figgvények grafikonjai egydltaldn nem
metszik eqymdst. Ezért, ha a < 0, akkor a megadott egyenletnek nincsenek gyoker;
ha a = 0, akkor a megadott fiigguvények grafikonjainak csak két kézds pontja van,
ezért a = 0 esetén ennek az egyenletnek pontosan két gyioke van;

ha a = 3, akkor a megadott fiigguények grafikonjainak csak hdarom kozos pontja van,
ezért a = 3 esetén ennek az eqyenletnek pontosan hdrom gydke van;

ha a > 3, akkor a megadott figguények grafikonjainak csak két kézés pontja van,
ezért a > 3 esetén ennek az egyenletnek pontosan két gyioke van;

ha 0 < a < 3, akkor a megadott figguények grafikonjainak négy kézdés pontja van,

ezért 0 < a < 3 esetén ennek az egyenlelnek pontosan négy kilonbozd gyokere van.

1.2. abra.

Felelet: 0 < a < 3[15]

2015-ben a 11. osztdly tanuldi a kovetkez feladatot kaptdak 5. feladatként:
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6. Feladat. Oldja meg az a paramétert tartalmazo egyenletet![15]
T+ a+ Vr=a
Megoldas. Oldjuk meg az x + \/a + \/x = a egyenletet:

x>0
V> —a

Mivel a teljes értelmezési tartomdnyon x + \/v/x +a > 0, ezért ha a <0, akkor az

D :

egyenletnek nincsenek (valds) megolddsai.

1. Ha a =0, akkor:

Igy ha a = 0, akkor az eqyenlet gyoke x = 0.

VVr+a=a-—uz,

ami eqyenértékid a kévetkezd rendszerrel

2. Legyen a > 0, igy

VT +a=a*—2az + z*
a—zxz >0
Tekintsiik a rendszer 1. egyenletét mdsodfoku eqyenletnek az a paraméterhez képest
a® — a2z +1)+2* — Vo =0.

D= (2z+1)* —4(2® — Vx) =42 + 4o + 1 — 42® + 47 = (2y/x + 1)

2+ 1F(2yx+1)
B 2

Ekkor a . Innen

a:2x+1—(2\/§+1):x_\/§

vagy
20+ 1+ (2y/x + 1)
a =

2

Neézziik meg az egyes eseteket kilon-kilon:

=z + T+ 1.

2.1. Legyen

a:x—\/z.
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Vezessiik be a \/x =t behelyettesitést, t > 0 (*). Ekkor az a = x — \/x egyenlet a
kévetkezd formdt veszi fel

t? —t—a=0.
1F+/14+4
%—f—a' Figyelembe véve a (*) feltételt

2

1+vItda . <1+4/1+4a)
—— s =|——---7| =

2 2

Dy =1+4+4a > 0. Ekkort =

|+ 154
t—%. Ekkor /7 — ;

1 1

1(2 +4da+2V1+4a) = a+ 5(1 +V1+4a > a), ami ellentmond a rendszer 2.
eqyenlitlenségének.

2.2. Most legyen

a=x+r+1.

Vezessiik be a \/x =t behelyettesitést, t > 0 (*). Ekkor az a = x + v/x + 1 egyenlet
a kovetkezd formdt veszi fel

2 +t+1—a=0,

amelynek diszkrimindnsa Dy = 4a — 3:
2.2.1. Ho0<a< %, akkor a t? +t+1—a =0, aza =+ /x + 1 és egyben az
r +\/a++/r = a egyenletnek nincs megolddsa;

2.2.2. Ha a = %, akkor t = —%, ami nem teljesiti a (*) feltételt;

—1F+4da -3
2

2.2.3. Ha a > %, akkor t =

_—1—1—\/4@—3
B 2

, figyelembe véve a (*) feltételt:

t

, €s csak a > 1 esetén. Ezért ha a > 1
Vida —3—1 1 1
x:a#,x:1(4(1—2—2\/4@—3):@—5(1+\/4a—3).

1
Nyilvanvalo, hogy © = a—§(1+\/ 4da — 3) < a tehdt teljesil a rendszer 2. egyenldtlensége.

, 1
Igy a > 1 esetén a x + /a + /x = a egyenlet megolddsa r = a — 5(1 + V4a — 3).
Felelet: ha a =0, akkor x = 0;

ha a <0 vagy 0 < a < 1, akkor az egyenletnek nincs megolddsa;
1 )
ha a > 1, akkor x = a — 5(1 + Vda — 3)[15]

2018-ban pedig a kovetkezd feladat volt az amit 5. feladatként kellett meg-

oldani a didkoknak:

7. Feladat. Hany gyoke van a \/xr +a = log%(ac — 2a) egyenletnek az a paraméter

kilonbozd értékeinél?[177)]
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Megoldas. Vezessiik be az x +a =t helyettesitést. Ekkor az x —2a =x+a—3a =
t—3a, gy a /T +a= log%(x — 2a) egyenlet ekvivalens a
(1.2)

Vit = log%(t — 3a)
eqyenlettel, ezért az eqyenlet gyokeinek szimanak megtaldldisa az a paraméter kii-
lonbozd értékeinél megegyezik az (1.2) egyenlet gyokeinek szamdnak megtaldldsdval
az a paraméter kilonbozd értékeinél. Oldjuk meg grafikusan az (1,2) egyenleteket,
dbrdzolva az y = \/t fiigguény és azy = log%(t — 3a) logaritmikus figgvény grafikon-
jait (amikor a > 0,a = 0,a = —%,a < —3) egy tOy koordindtarendszerben (t > 0).
A (0;0) pont hozzdtartozik azy = log%(t —3ag) fligguény grafikonjihoz akkor és csak
akkor, ha

1
0= log%(t —3ag) & log% 1= log%(—Bao) S 1=-3ay< ay = -3

Ha a < —%, akkor az y = log%(t — 3a) fiiggvény grafikonjinak a t € [0;+00) inter-
vallumon nincs kézos pontja az y = /'t figguény grafikonjdval, ha pedig a > —%,
akkor az y = log%(t — 3a) figgvény grafikonjinak mindig csak egy kézds pontja van
az y =/t fiigguény grafikonjdval.

1.3. 4bra.

Igy:
ha a € [—%; +00), akkor ennek az egyenletnek egy gyike van;

ha a € (—o0; 3), akkor ennek az egyenletnek nincs gyoke. [17]
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2. fejezet

Paramétert tartalmazod feladatok

tipusai

2.1. Linearis egyenletek paraméterekkel

Az axr = b alaki egyenletet, ahol a és b adott szamok, linedris egyenletnek ne-
vezzilk az x véltozéval. Az a és bszamok az egyenlet egyiitthatéi, a az x valtozé
egyiitthatéja, b pedig az egyenlet szabad tagja. Ha a # 0, akkor az ax = b egyenletet
egyvaltozos elséfoki egyenletnek nevezziik. [1]

A linearis egyenletnek lehet, hogy nincs megolddsa, lehet egy vagy akar tobb meg-

oldésa is.

8. Feladat. Milyen a és b értékek mellett van az ax = b egyenletnek: eqy gydke;
tobb gyoke; nincs gyoke?[22]

Megoldds. 1) Ha az a # 0, akkor az ax = b egyenletet vizsgdljuk. Az y = ax
figguény grafikonja eqy egyenes, ami az Ox tengelyhez képest o szogben dol. Az
y = b figguény grafikonja egy egyenes, ami pdrhuzamos az Ox tengellyel. Ezek a
eqyenesek eqy bizonyos pontban metszik eqgymdst, és ez a pont az ax = b egyenlet
gydke. (2.1 dbra)

2) Haoa =0 és b # 0, akkor az y = ax eqyenletet vizsgdljuk. Az y = ax figgvény
grafikonja egy olyan egyenes, ami pdrhuzamos az Ox tengellyel. Az y = b fiiggvény
grafikonja egy olyan egyenes, ami eqybeesik az Ox tengellyel. Ezek az eqyenesek nem

metszik eqymdst, igy az ax = b egyenletnek nincsenek gyokei. (2.2 dbra)
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al ¥
= aT
2 f
1 i |II_|
X
1 1 2 3 i
=
2.1. ébra.
3T ¥
2 if
= ax v
1 0 1 2 3 4
2.2. dbra.

3) Hoa =0 ésb =0, akkor az y = ax és y = b egyenesek eqybeesnek egymdssal

és eqybeesnek az Ox tengellyel. Tehdt az ax = b egyenlet gyéke bdarmely szdm lehet.
(2.3 dbra)

Y
1
Yy = ax X
2 -1 0 1 2 3
= 0
-1
2.3. dbra.

Felelet: Amikor a # 0, az egyenlet egyetlen megolddssal rendelkezik; amikor a = 0
és b = 0, az egyenletnek végtelen sok megolddsa van; amikor a = 0 és b # 0, az

egyenletnek nincs megolddsa. [22]
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9. Feladat. Hatdrozzdtok meg az ax = x — a+ 1 egyenlet gydkeit az a paramétertdl

figgden.[1]

Megoldas.

a—1=0 a=1

Oz =0 zeR

\ \

>

a—1#0 a#1

l1—0a

T = r=—1

N a—1 W\

Felelet: ha a =1, akkor x € R; ha a # 1, akkor x = —1.[?]

10. Feladat. Oldjditok meg az 1 + ax = 2x — b egyenlet.[1]

Megoldas.
l+axr=2x—0
(a—2)xr=-b—1
( (
a:2 CL:2
—-b—1=0 b=—-1
.
a—2=0 r€eR reR
; >
k0317:—19—1 a=2 a=2
(
a—2#0 —b—1+#0 b# —1
-b—1
T = xre r€e®
v\ a— 2 > \
a # 2 a # 2
b+ 1 b+ 1
Tr = — T =
L\ a—2 NN 2—a
Felelet: ha , akkor x € R; ha , akkor x € O; ha a # 2, akkor
b=-1 b+#—1
b+ 1
Tr =
2—a
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2.2. Tort-raciondlis egyenletek paraméterekkel

A paraméteres tortraciondlis egyenletet olyan egyenletként definidljuk, amely a ko-
f(z;a)
9(z;a)

az egyenletnek az értelmezési tartomanya: g(x;a) # 0. A paraméteres tort-raciondlis

vetkezs formdban irhaté fel:

= 0, ahol f(z;a) és g(x;a) polinomok. Ennek

egyenletek megolddsakor kizarjuk azokat az x és a paraméter értékeket, amelyekre
a nevez$ g(x;a) = 0.[1]

A tortraciondlis egyenleteket linearis egyenletekké alakitjuk &t. Ezért ahhoz, hogy
egy tortraciondlis egyenlet grafikonjat felépitsiik, emlékezniink kell arra, hogyan
épitjik fel az ax = b egyenlet grafikonjat.

Néha eléfordul, hogy ezeknek az egyenleteknek a megolddsa a mésodfoki egyenlet

gyokeinek meghatarozdsara vezethetd vissza.

3 1
< +1 egyenletnek

11. Feladat. A k paraméter milyen értékei mellett van a k—2 =
negativ megolddsa?[22)]
Megoldas. Rendezziik az egyenletet:

3r+1
z+1

—k+2=0

3r+1—k(z+1)+2(z+1)
x+1

=0

Megkeressiik az értelmezési tartomdnyt: v+ 1# 0= x # —1.

Most megoldjuk a szamlalot:

3r+1—kzx+1)+2(x+1)=0

k—3
5—klx=k—3 = —
( K =1 —_—

Rajzoljuk meg az y = (5 — k)x és y = k — 3 fiigguények grafikonjdt.
y

y=k—3

y=(0B—k)x,hak=>5

-2 -1 0 1 2 3 4 5

X

2.4. dbra.
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Ha meguvizsgdljuk az elsd grafikont (2.4 dbra), észrevehetjik, hogy ha k = 5, akkor
az eqyenletnek nincs megolddsa.
A mdsodik grafikonrdl (2.5 dbra) ldthatjuk, hogy ha k < 5, akkor a grafikonok csak

eqy pontban metszik eqgymdst.

y=k—3

y=(5—k)x,hak <5 «

-2 -1 1 2 3 4 5

2.5. 4bra.

A harmadik grafikon (2.6 dbra) megfigyelhetjik, hogy ha k > 5, akkor a grafikonok

wsmeét csak eqy pontban metszik eqymadst.

4
y=(5—k)x,ha k >|5
3

2

1

2.6. abra.

Ha tovdbb wvizsgdljuk o grafikonokat, ldathatjuk, hogy k < 3 és k > 5 esetén a

3 1 . . .
k—2 = le eqyenletnek negativ megolddsai vannak. FEllendrizzik ezt analiti-
x

kus mddszerrel:

( ( ¢ (

E—-3<0 k<3
4
k—3 5—k>0 k<5 k € (—o0;3)
g—E<0:w y =4/ =
B k—3>0 k>3 k € (5;+00)
5—k<0 kE>5
\ \ \ \

3 1
Tehdt, ha k € (—o00;3) U (5;+00), akkor a k — 2 = T

egyenlet megolddsai
negativak.

Felelet: k € (—o0;3) U (5;+00).[22]
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12. Feladat. Mekkora az a valds szdm, ha az
(a+ 1)z —2a—1
20 —4a + 5 — 7
kifejezés x-tél figgetlendil dllandd, ahol 2ax — 4a + bz — 7 # 02[18/

Megoldés. 1) Tegyiik fel, hogy van ilyen a valds szam. Jeldljik a kifejezés értékeét
b-vel:
(a+1)z—2a—-1
2ur —4da +5r — 7

Szorozzuk mindkét oldalt a 0-t0l kilonbozd nevezdvel:

b

(a+1)x — 2a — 1 = 2abx — 4ab + 5bx — Tb
Rendezziik dt az egyenletet:
(a+1—2ab—>5b)x =2a+1—4ab—Tb
Ez tetszdleges x-re pontosan akkor dll fenn, ha
a+1—2ab—-5b=0

2a+1—4ab—-Tb=0

A elsd egyenlet kétszeresébdl kivonjuk a mdsodikat:

1-30=0

5
5b—1  2-1
1

1
Innen b= 3 valamint az a + 1 — 2ab — bb = 0 egyenletbdl a = T

Tehdt ha van ilyen a szdm, az csak a 2 lehet.

Behelyettesitjiik a = 2-t az eredeti kifejezésbe:
(@a+1)r—2a—-1 3z-5 1

2ax —4a+5x—7 9x—15 3
Tehdt a keresett paraméter értéke: 2.
2) mddszer:
Ha a kifejezés értéke minden x-re ugyanaz a konstans, akkor két kilonbozd x behe-
lyettesitésével nyert értékek egyenldk. x = 0 és x = 1 érték behelyettesitésével az

aldabbi egyenletet kapjuk:

—2a—1_ —a
—da—T7 —2a-2
7
(a#—7.a# 1)

Ebbol 4a® + 6a + 2 = 4a® + Ta, ahonnan a = 2.

a =2 esetén a kifejezés értéke valdban dllandd (3).[18]
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2.3. Masodfoku egyenletek paraméterekkel

Az ax? + bx + ¢ = 0 alaki egyenlet, ahol z a keresett ismeretlen, a,b,c pedig
paraméterek, a # 0, paraméteres masodfoki egyenletnek nevezziik.

Vizsgdljuk meg az aldbbi eseteket:

1) Haa =0, b # 0, ¢c # 0, ebben az esetben kapunk egy bx + ¢ = 0, alaku linedris
egyenletet. A linedris egyenletr6l mar beszéltiink az el6z6 pontban.

2) Haoa # 0, b = 0, ¢ = 0, ebben az esetben kapunk egy hidnyos mdsodfokui
egyenletet, melynek alakja a kovetkezd:az? = 0. Ennek az egyenletnek egy gyokere
van, z = 0. Az ax? = 0 fiiggvény grafikonja a teljes Oy tengely.

3) Hooa # 0, b # 0, ¢ = 0, ebben az esetben kapunk egy hidnyos m&sodfoku
egyenletet ax? + bx = 0 alakban. Az egyenletnek két gydke van, x = 0 és x = %b.
4) Haa # 0, b = 0, ¢ # 0, ebben az esetben kapunk egy ax? + ¢ = 0 alakd hidnyos
mdsodfoki egyenletet. Ennek az egyenletnek két lehetséges esete van:

a) Az ax® + ¢ = 0 egyenletnek 2 gydke van, x = j:\/%, ha ¢ < 0 és a > 0, vagy ha
a<0ésc>0.

b) Az ax? + ¢ = 0 egyenletnek nincsenek gydkei, ha ¢ > 0 és a > 0, vagy ha ¢ < 0
és a < 0.

5)Ha a # 0, b # 0, ¢ # 0, akkor a médsodfoki egyenlet gyokeit a kovetkezs képlettel

—b++D
2a

taldlhatjuk meg: ;2 = , ahol D = b — 4ac. Itt hdrom eset lehetséges:

Ha D > 0, akkor az egyenletnek két valos gyoke van.

Ha D = 0, akkor az egyenletnek egy gyoke van:x = ;—j.

Ha D < 0, akkor az egyenletnek nincsenek valés gyokei.

A masodfoki egyenlet grafikus megoldasahoz:

1. El6szor is, végezziik el az egyenértéki atalakitdsokat, azaz hagyjuk véltozatlanul
a bal oldalt, és a paramétereket vigyiik at a jobb oldalra.

2. Abrazoljuk az els6 és masodik egyenlet grafikonjat.

3. Hatdrozzuk meg a létrehozott grafikonok metszéspontjanak koordinatait.

[rjuk fel az egyenlet megoldasait.[I]

13. Feladat. A k paraméter mely értékei mellet lesz az v+ (k* + 4k —5)x —k =0

egyenlet gyokeinek dsszege egyenld nulldval?
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Megoldas. Legyen xy és xo az adott egyenlet gyokei. Ekkor a Viete-tétel alapjdn
teljestil, hogy:
T+ Ty = —<k2+4]€—5) =0

feltéve, hogy
(K> +4k —5)2 +4k >0

Tehdt a feladat megolddsainak halmaza a k paraméter értékétdl fiiggden felirhato:

K24+ 4k —-5=0 k € [-5;0]
= =k=1

4k >0 k>0
Felelet: k =1.[1f

14. Feladat. A p valds paraméter mely értékeire van a (p— 1)2®> +2px +4+p =0
egyenletnek legfeljebb eqy valds gyoke?[18]

Megoldds. p = 1 esetén a 20 + 5 = 0 elsdfoki egyenletnek egy valds gydke van
(x = —2,5).
p # 1 esetén az egyenlet mdsodfoki. Ennek pontosan akkor van legfeljebb egqy valds

gyoke, ha a diszkrimindnsa nem pozitiv.
D=4p’ —4(p—1)(4+p) <0

4p? —4p* —12p+16 <0
4

> 2
P=3

4
Tehdt az eqyenletnek legfeljebb eqy valds gydke van, ha p =1 vagy p > 5[18]

4
Felelet: p=1 vagy p > 3

15. Feladat. Hatdrozzdtok meg a p értékét igy, hogy az x*+(2p+5)z+p*+3p—4 =0
eqyenletnek:

a) ne legyen valds gydke;

b) két egyenld valos gyoke legyen (eqy valds gydke legyen);

c¢) gyoke legyen a 0;

d) két kilonbozd pozitiv gyoke legyen;

e) eqy poziliv és eqy negativ gyoke legyen;

f) két kilonbozd negativ gyoke legyen! (18]
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Megolddas. A megolddsokhoz sziikségiink lesz a masodfoku egyenlet diszkrimindnsdra:
D=(2p+5)?—4(p* +3p—4) =8p+41

a) Az egyenletnek nincs valds gyoke, ha D < 0. Ezp < —% = —5,125 esetén
teljestil.

b) Eqgy valds gydke van, ha D =0, azaz, ha p = —5,125.

c) Az egyenlet az x = 0 értékre teljesiil, ezért ezt behelyettesitve a p* +3p —4 =0
osszefiiggést kapjuk. Ez akkor igaz, ha p = —4 vagy ha p = 1.

d) Egy mdsodfoki egyenletnek két kilonbozd pozitiv valds gydke van, ha a diszkri-
mindnsa pozitiv, valamint a gyoékok dsszege €s szorzata is pozitiv:

D >0, hap>—5,125

Ty +x9=—2p+5) >0, hap<—2,5

T1To =p*> +3p—4>0, hap < —4 vagy p > 1. Az aldbbi grafikonrdl leolvashatck

ezek az értékek:

. |
\ II. - : |I
]
| | |
II
II
1 : : P,
B 5 4 3 2 1 D lﬁ ? 3 4 5
|.. _1 I'
\ [
\ -
\ f
II'.
!
\ -4
\ .
5
.\M B o
2.7. dbra.

A mdsodfoku egyenletnek két kilonbozd pozitiv gydke van, ha —5,125 < p < —4.

e) Ha az ax® +bx +c =0, a # 0 egyenletnek két kilonbozd eldjeli valds gydke van,
akkor a gyokok szorzata negativ.

Elég csak ezt vizsgdalni, mert ha ez teljesil, akkor az egyenlet gydker valdsak, hiszen,

c
ha x129 = — < 0, akkor ac is negativ és igy D = b*> — 4ac biztosan pozitiv.
a
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A feladatunkban x17x9 = p* + 3p — 4 < 0. A megoldds leolvashaté a d)-ben dbrdzolt
grafikonrol: —4 < p < 1.

f) Az egyenletnek két kilonbiozd negativ gyoke van, ha a diszkrimindnsa pozitiv, va-
lamint a gyokdk dsszege negativ és a szorzatuk pozitiv.

D >0, hap>—5,125

r1+x9=—2p+5) <0, hap>—-2,5

Ty = pP+3p—4 >0, hap < —4 vagy p > 1. Ezek egyszerre teljesiilnek, ha
p>1.[]18]

2.4. Egyenletrendszerek paraméterekkel

Ha szamos egyenlet kozos megoldédsait kell megtaldlni, akkor meg kell oldani a
rogzitett egyenletek rendszerét. A rendszer egyenleteinek megolddsai azoknak az
ismeretleneknek az értékei, amelyek kielégitik a rendszer minden egyenletét.

A rendszer egyenleteinek megolddsa azt jelenti, hogy megtaldljuk az Osszes meg-
oldasat, vagy bizonyitjuk, hogy egyaltaldn nincsenek.

Most pedig nézziink meg néhany példat:

16. Feladat. Oldja meg a rendszert az a paraméter ésszes értékére:

r—y=1

]
a’r —y=a

Megoldas. Vizsgdljuk meg a rendszer egyenleteinek azonos egyiitthatdinak viszonydt:

2
—1

aTz:_—lhaa2=1(:)a::|:1;
—1

a—:—:ghaazl;

12 —1 1

a —1 a

—=—%£—-h = —1.

=171 e

Ekkor ha a = 1, a rendszernek végtelen megolddsa van:

SN
y=z—1

ha a = —1, a rendszernek nincs megolddsa;

ha a # +1, a rendszernek egyetlen megolddsa van.
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Keressiik meg ezt az utolso meqgoldast:

r—y=1 y=x—1 y=x—1
= =
ar—y=a adr—zr+1l=a (@>-1Nr=a-1

Amennyiben az a # +1 feltétel teljesiil:

( 1 1
e xr =
* a+1l o a-+1
a
\y::v_l yi_a—kl
(
relR
Felelet: ha a =1, akkor ;
\y:x—l

ha a = —1, akkor x;y € O;

1
ha a # £1, akkor <x:a—+1;y:_ail

) [

17. Feladat. Hdny megolddsa van a rendszernek az a paraméter fiigguényében?

Megoldds. Hajtsuk végre az dtalakitdst, és irjuk fel a rendszert a kovetkezd alakban:

y=1-2x
y=a++x
Készitsiik el az elsd egyenlet grafikonjdt, és vdzlatosan dbrdzoljuk a mdsodikat.

y

) 1 0

1 3
/
/1 2 3 4 5

-1 1

2.8. abra.
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Azy = a++/t egyenlet azy = \/x grafikonjdt dbrdzolja, amely felfelé és lefelé mozog
az Ox tengely mentén.

Nyilvanvald, hogy ha a € (—ool], akkor a grafikonok egy pontban metszik eqgymdst,
mig ha a € (1;+00), akkor a grafikonok nem metszik eqymdst.

Felelet: ha a € (—ool], a rendszernek egyetlen megolddsa van,

ha a € (1;400), a rendszernek nincsenek megolddsai. 1]

18. Feladat. Oldja meg a valds szampdrok halmazin a

2p+2)r—(p+1ly=p
Ple—y)=4dz—y
egyenletrendszert, amelyben p valds paraméter! 18]

Megolddas. Rendezziik dt az egyenleteket, az aldbbiak szerint:

2p+2)r=(p+1Ly+p
(p* =4z = (p> = 1)y

Szorozzuk az elsd egyenletet (p — 1)-gyel, majd ebbdl vonjuk ki a mdsodikat:
(20" +2p =4 —p* +4)z =p(p - 1)
Alakitsuk szorzattd a bal oldalt is:

p(p+2)r=pp-1)

p =0 esetén a két oldal nulla, ezért x tetszdleges szam.

Mindkét eredeti egyenlet: 4x—y = 0. Az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa
van, az (a;4a) szdmpdr, ahol a tetszdleges valds szdam.

p = —2 esetén a bal oldal nulla, a jobb oldal nem az, igy az egyenletrendszernek
nincs megolddsa.

p#0ésp#—2 eseténx:%.

Meg kell még hatdrozni y megfeleld értékét. Ehhez helyettesitsiik vissza az x-re kapott

értéket a 2(p+2)x = (p+ 1)y + p egyenletbe!
2p—1)=@(@+y+p

p—2=(p+1)y
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Ha p = —1, akkor az egyenlet jobb oldala nulla, bal oldala nem, igy az egyenletrend-

szernek nincs megolddsa.

-2
Ha p # —1, akkor (p + 1)-gyel oszthatunk, y = %
P
Felelet: az eqyenletrendszernek nincs megolddsa, ha p = —2, valamint, ha p = —1;

p—1 p—2>

eqy megolddsa van, ha p # 0, p # —2 és p # —1, mégpedig a (—;
p+2 p+1

szdmpdr;

végtelen sok megolddsa van, ha p = 0.[18]

2.5. Paraméteres irraciondlis egyenletek

Az irraciondlis egyenletek f6 tulajdonsdgai:
1) Az Gsszes péros hatvanyu gyok, ami az egyenletben taldlhato, aritmetikai.

Azaz a X/ f(x) = g(x) alaki egyenlet azonos az alabbi rendszerrel:

ahol n egész szdm.

A R/ f(x) = R/g(x) alaki egyenlet azonos az aldbbi rendszerrel:

ahol n egész szam.

2) A pératlan hatvdny Osszes gyoke a gyokkifejezés barmely érvényes értékére defi-
nidlva van.

Tehdt a >"*/f(z) = g(x) alaki egyenlet ugyanaz, mint a f(z) = (g(z))*"*! egyen-

let, ahol n egy egész szam.

A X/ f(x) = R/g(x) alaki egyenlet pedig ugyanaz, mint az f(z) = g(x) rendszer,

ahol n egy egész szam.|[19]

19. Feladat. Az a paraméter milyen értéke mellett van a \/xr —a = 2x — 1 egyen-
letnek csak eqy megolddsa?[1l]
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Megoldas.

¢

T > —= T > =
22 —1>0 = 2 = 2
r—a= 2z —1)? 4> —=br+1+a=0
r—a=(2r—1)?
\
Az egyenletnek eqy megoldésa van a kévetkezd esetekben:
( (
9
D:O = —
1 “~ 16 "
5~ 1 16
vz Ty 522 ~ 1
1 5 a < —
f(=) <0 l—-=-+1+4+a<0
" 2 \ 2

Felelet: a € ( — 00; %) U (1%)[1]

2.6. Abszolutértéket és paramétert tartalmazo egyen-
letek

x, hax > 0
|| =

—x,haxr <0
vagy

f(x),haf(x) >0
—f(z),haf(z) <0

()] =

20. Feladat. Vizsgdljuk meg, hogyan fiigg a paraméter értékétdl a kovetkezd eqyenlet
megolddsainak a szdima:

llz = 2[ = 3] — 4 = a[18]

Megolddas. A megolddshoz eqy koordindtarendszerben dbrdzoljuk az egyenlet mindkét
oldaldt x fligguényeként, majd a grafikonokrol leolvassuk a kézds pontok szamidt.

Az |||z — 2| = 3| — 4| = a fiigguény értelmezési tartomdnya a valds szamok halmaza,
értékkészlete a nem negativ valds szamok halmaza.

A grafikonrdl leolvashaté a megolddsok szdma.

Példdul a = 2,5 esetén az y = 2,5 egyenes és az [ figguény grafikonjinak 6 kézdos

pontja van.
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2.9. dbra.

ha a < 0, akkor az egyenletnek nincs megolddsa;

ha a = 0, akkor az egyenletnek 2 megolddsa van;

ha 0 < a <1, akkor az egyenletnek 4 megolddsa van;

ha a =1, akkor az egyenletnek 5 megolddsa van;

ha 1 < a <4, akkor az egyenletnek 6 megolddsa van;

ha a = 4, akkor az egyenletnek 4 megolddsa van;

ha a > 4, akkor az egyenletnek 2 megolddsa van;[18]

21. Feladat. Hatdrozzuk meg a p valos paraméter mely értékeinél hdany megolddsa

van a kivetkezd egyenletnek:

’\/|x—3| —2‘ —1=p[ig

Megoldas. Abrdzoljuk a bal oldalt az x vdltozd figguényeként.

A fiigguény értékkészlete [—1; 4+00).

A jobb oldalon a konstans g(x) = p fiiggvény grafikonja eqy x tengellyel parhuzamos

eqyenes.

-10

2.10. ébra.

A megolddsok szdmdt az dinti el, hogy a két figgvény grafikonjinak hdny kézés
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pontja van:

ha p < —1, akkor az egyenletnek nincs megolddsa;

ha p = —1, akkor az egyenletnek 2 megolddsa van;

ha —1 < p < 1, akkor az egyenletnek j megolddsa van;
ha p =1, akkor az egyenletnek 3 megolddsa van;

ha p > 1, akkor az egyenletnek 2 megolddsa van;[18/
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3. fejezet
Sajat eredmények

A Google Forms platformon egy paraméterekkel kapcsolatos tesztet készitettem a
11. osztaly didkjainak szamara.

Miutdn atvizsgaltam a tankonyvek anyagat, melyeket az 5-11 osztalyos didkok részére
készitettek, feltételezem, hogy a felmérésben résztvevs tanulok tobbsége nem fogja
tudni megoldani a kiosztott trlap feladatait, mivel a tananyagban taldlhato6 felada-
tok szdma nem elegendé a megfelelg tudas elsajatitasdhoz.

A kérdéseket és azok helyes valaszainak szaméat diagram segitségével vizsgaljuk meg.

A teszt elérhetd a kovetkezd linken:
https : /] forms.gle/nQy53ZovJmW G JpsQT

1) A k paraméter mely értékénél lesz a (2k —6)x = Tk — 21 egyenletnek végtelen sok
gyoke?

3.1. dbra.
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2) Hatdrozd meg a p paraméter értékét, az
22 —pr4+32=0

egyenletben, ha

.’131—2.'1?2:0

. (x1 és xo az egyenlet gyokei)

«12 3{“]“5!]

-6 vagy 6

+ =12 vagy 12

3.2. dbra.

3) A k paraméter mely értéke mellett nincs megolddsa a

10x+15_k
3—2r

eqyenletnek?

—17 (58,7%)
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4) Az a paraméter mely értékeinél van két gyike az

(z—9)(Vz—a)=0

eqyenletnek?

1. opcio
Opeié: 2 13 (43,3%)
J Opeide 3 4 (13.3%)
Opeid: 4 4 (13.3%)
0 ] 10 15
3.4. dbra.

5) Az a paraméter mely értékei mellett lesz az
y=3]z| -4

eqyenletnek J kiilonbozd gyoke?

1. opcid
+ Dpeid; 2
10 (33,.3%)

Opeid: 3

Opcid; 4

3.5. dbra.
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6) Pdrositsd, melyik grafikon felel meg az adott egyenletnek:

32> — 7]z|| = a

1. opeié

Opcid: 2 2 (6.7%)

7 Opel: 3 —16 (53.3%)

3.6. dbra.

T) Pdrositsd, melyik grafikon felel meg az adott egyenletnek:

|| + |z —3|=a

=14 (48,7™%)

7 (23 3%)

15

3.7. abra.
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8) Hatdrozd meg a p paraméter értékét gy, hogy az
522+ (3p+3)z+p* —12p+36 =0

egyenletnek gyoke legyen a 0.

3.8. dbra.

A felmérésben 2 iskola, azon beliil 3 osztdly vett részt. Az Grlapot igy Osszesen 30
tanulo toltotte ki.

Az 1. feladatot a kitolt6k 56,7%-a sikeresen oldotta meg, tehdt 17 tanul6 felismerte,
hogy egyszerii behelyettesitéssel és a megfelel tulajdonsdg alkalmazdsdaval a meg-
oldds kénnyen megtaldlhaté. Ebbdl arra kovetkeztetek, hogy ez a feladattipus a
didkok szaméra konnyebbnek bizonyult.

A misodik feladat megolddsdban mér a tanuléknak nehezebb volt a dolguk, ugyanis
itt mar tudniuk kellett, hogy mi is az a paraméter, valamint a megadott plusz feltétel
is nehezitette a feladatot. Jél felismerték, hogy 2 megolddsa lesz az egyenletnek, egy
negativ és egy pozitiv, viszont a helyes megoldédst csak 6 tanuld, vagyis a kitolt6k
mindossze 20%-a taldlta meg.

A harmadik feladatot 9 tanulé oldotta meg helyesen, viszont tovabbi 9 tanulé az 5
szamot jelolte meg megoldasként, ami a helyes valasz ellenkez6 elGjellel, igy ebben
az esetben a didkok egyszerii szamitdsi hibdt vétettek, aminek kovetkeztében hibds
valaszt adtak.

A 4. feladat megolddsandl viszont mar teljes egészében a tudas birtokdban kell
lenni a paraméteres feladatok megolddsanak valamelyik médszerét illetGen. Erre a

feladatra csupdn 4 helyes megoldés érkezett, ami a valaszok 13,3%-at teszi ki. Ebbél
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a feladatbdl is jol lathato, hogy az dltalanos és kozépiskolai tanterv nem biztositja
a tanuldk szdmdra az adott témakor elsajatitdsanak lehetségét.

Az 5. feladatban grafikont kellett elemezni, a megolddsok szamdnak megtalédldsara.
Ezt a feladatot 6-an oldottdk meg helyesen.

A 6. és 7. feladatokban meg kellett taldlni az egyenletekhez tartozé grafikonokat.
A 6. feladatban a tobbség jol valaszolt, tehdt felismerték a masodfoki egyenlet tu-
lajdonsédgait, ez a feladat igy kénnyebbnek bizonyult. A 7. feladatban azonban mér
csak 9 didk taldlta meg a helyes védlaszt. Ez a feladat nehezebb is volt, mivel két
hasonlé egyenlet grafikonja koziil kellett kivalasztaniuk a megoldast.

A 8. és egyben utols6 feladatban akar behelyettesitéssel is el lehetett jutni az igaz
megolddshoz, ezéltal ez egy kénnyebb feladat volt, amit az is igazol, hogy a tobbség
a helyes megoldést jelolte valaszként. Tovabbd itt is a megoldasok kozott volt a
helyes megoldas ellenkez6 elGjellel, amire a masodik legtobb véalasz érkezett.

Az trlap Osszeallitdasakor igyekeztem olya feladatokat kivalasztani, ami dltal fel tu-
dom mérni az analitikus és grafikus megoldasi médszer ismeretét is.

Viszont a kitoltést koveten elmondhaté, hogy nem rendelkeznek megfelels ismere-

tekkel ezt a témakort tekintve, igy a médszereket sem ismerik igazan.

Osszpontszam eloszlasa

Fitoitak szama

0 1 2 3 4 5 i 7 8
rerzelf ponfok

3.9. dbra.

Az Osszesitett eredményekbdl egyértelmiien latszik, hogy a didkok nincsenek meg-
felelg birtokdban annak a tuddsnak, ami dltal gond nélkiil meg tudndnak oldani
paraméteres egyenleteket.

Mindossze 8 diak volt, akinek sikeriilt legaldbb az 50%-at megoldania az adott fel-
adatoknak, ebbdl pedig csak 1 tanulé volt, aki a megszerezhetd 8 pontbdél 7-et tudott
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megszerezni, ezdltal § csak 1 feladatban hibazott.

Atlagosan 2,6 pontot szereztek a didkok.

Ezek a statisztikdk a diagramon is j6l lathatoak(3.9 dbra)

Osszegezve tehat elmondhatom, hogy a 11. osztalyos tanulék nagyrésze nem tudja,
hogyan kellene megoldani az egyenletet, ha az paramétereket tartalmaz, ezdltal a
felvetett hipotézis is bizonyitasra keriilt.

Véleményem szerint ezek az eredmények azzal magyardzhatd, hogy az iskolai tan-
tervekben nincs kiilon 6ra ilyen tipusu feladatokra, tovdbbd a tandrdkra szant fel-
adatokban is csak elvétve taldlkozni paraméteres feladatokkal. A tanterv szoros
id6beosztasa pedig csak tovdbb neheziti, hogy a tandrok bévebb ismeretet adja-
nak at a didkoknak ezen témakor ismeretét illetGen. Ennek ellenére a matematikai
kiils6 fiiggetlen tesztelésében 2021-ig a kidolgozdsra szant feladatok egyike mindig
paraméteres feladat volt, amely a legtobb pontot érte.

Egyértelmi, hogy a paraméteres feladatok témakorének mélyebb megismerése fontos
lenne a didkok szdmadra, mivel ezek a feladatok lehetGvé teszik a didkok ismeretei-
nek és készségeinek minGségi fejlédését bizonyos témdkban, mivel ezek a feladatok
nemcsak alapvets ismereteket tartalmaznak, hanem egy sor tanult anyagot is, azok

tulajdonsagainak felhasznaldsédval.
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Osszegzés

A diplomamunka célja az volt, hogy atfogé képet nytjtson a paraméteres egyenle-
tek megolddsdnak modszereirdl, kiilonds tekintettel ezek oktatdsdban betoltott sze-
repiikre.

A kutatés sordn részletesen megvizsgdltuk a paraméteres feladatok kiilonboz6 tipusait,
bemutattuk az ezekhez kapcsol6dé megoldési technikdkat, és elemeztiik a kozépiskolai
didkok korében végzett felmérések eredményeit.

A kutatds eredményei megerGsitették a hipotézisiinket, miszerint a didkok nagy része
nehézségekkel kiizd a paraméteres egyenletek megolddsa sordn. A kutatds alapjan
javasolt a tananyag és a tanitdsi mddszerek olyan modositdsa, hogy azok jobban
tdmogassdk a didkok paraméteres egyenletekkel kapcsolatos készségeinek fejlesztését.
Ezek kozé tartozik a paraméterekkel kapcsolatos fogalmak alaposabb oktatdsa, az
analitikus és grafikus moédszerek gyakorldsa, valamint a problémamegoldo készségek
fejlesztése célzott feladatok és projektek segitségével.

A munkdm hozzdjdrulhat ahhoz, hogy a matematika oktatdsa hatékonyabbd véljon,
és a didkok sikeresebben tudjik elsajatitani a paraméteres egyenletek megoldasdnak
technikdit.

Az eredmények alapjin tovabbi kutatdsok is indokoltak, amelyek mélyebben vizsgdljak
a paraméteres egyenletek oktatdsanak moédszertanat és annak hatasait a didkok ma-

tematikai kompetencidira.
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Bucuaosknu

Metoio pumaomuol poboTu 0yJ10 3poOUTH aHAI3 METOIIB PO3B’ A3aHHS IapaMeTpUY-

HUX PIBHSHDL 3 OCOOJIUBUM aKIIEHTOM Ha, IXHIO POJIb B OCBiTI.

Y xoi gocaiizKeHHs 0yJ10 JIeTaabHO PO3TJISHYTO Pi3HI TUIH TapaMeTPUIHAX 3a/ad,

HPOJIEMOHCTPYBAHO METOJH IX PO3B’d3aHHs Ta HPOAHAIIZ30BAHO PE3YJIbTATH OHUTY-

BaHb Cepe/l YUHIB cepeTHIX TIKLII.

Pesyabraru jgociipzkerHs niTBepann ¢cOopMyIboBaHy TiloTe3y IMo0 TPY/IHOIIIB

JdKi BUHUKAIOTH i/l YaC PO3B’3aHHS apaMeTPUIHUX PiBHdIHb. Ha ocHOBI gocTizKen-
Hs1 OyJIO PEKOMEHI0BAHO BHECTH 3MiHH JI0 HABYAJBHUX MaTepiaJiB i METO/IIB BUKJIa-

JAHHA /I MOKPAIIEeHHST PO3BUTKY HABUYOK VUHIB y PO3B’SI3aHHI MapaMeTPUTHUX

piBagnb. e BKiouae 6iabin r/inbOOKe BUBYEHHS OHATD, OB’ I3aHUX 13 TapaMeTpaMu,
3aCTOCYBaHHS aHAJITUIHUX 1 rpadidHuX METO/IiB, a TaKOXK PO3BUTOK HABUYOK BH-

pilreHHsT TpobOJIeM 3a JOIMOMOTO0 MLILOBHX 3aBIAHb 1 IPOEKTIB.

Jlana poboTa MOKe CHPHUSTH ITABUIEHHIO e(DEKTUBHOCTI BUKJ/IQIaHHS MaTeMaTHKH,

a TaKO’K JIONOMOI'TH YIHSM YCHITITHIIIIE OMTAHOBYBATH TEXHIKNA PO3B’si3aHHY TTapaMeT-

PUYHUX PIiBHSIHD.

PesynbraTn mocaiazKeHHsa TAKOXK BKA3YIOTh HA HEOOX1THICTD MOJAJBIINX JTOCTiIKEHb,
K1 rau0Ie BUBYATUMYTH METOJIOJIOTI0 BUKIAJAHHS ITapaMETPUIHUX PiBHSIHBb Ta

iXHiil BIJINB HA MaTeMAaTUUHI KOMIIETEHTIIil yYIHiB.
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