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Bevezetés

A szakdolgozatom témdja a megoldhatatlan konstrukciés problémak dinamikus geo-
metriai csomagokban. A szakdolgozatomban olyan 6kori geometriai problémakat proba-
lok majd megoldani, amit a problémék felfedezése 6ta a mai napig nem sikeriilt meg-
oldani euklideszi szerkesztéssel. Aminek a lényege, hogy egy vonalz6 és egy korzdvel
kell szerkeszteniink. A témam ezek mellet tartalmazza azt, hogy dinamikus geometriai
csomagban ennek a jelentése az, hogy az én segitségemre lesz a modern technolégia. A
mai technol6gidnak koszonhetéen mar egyszeriibb lesz a geometriai szerkesztés és az én
segitségemre most a GeoGebra lesz. Ezzel a programmal pér 1épés alatt elfogom tudni
végezni a geometriai szerkesztéseket. Hirom érdekes 6kori megoldhatatlanak bizonyult
problémat fogok prébalni megoldani ezek pedig a kovetkezdk : a szogharmadolds, kocka
duplikdciéja és a kor négyszogesitése. A szog harmadolés ez azt foglalja magaba, hogy
megprobdlom egy eldre megadott szoget harom teljesen egyenld szogre bontani. A koc-
ka duplikécidja sordn egy el6re megadott kockdnak a tomegét fogom megdupldzni még
pedig tgy, hogy egy uijabb kockat kapjak. Es az utolsé a kor négyszogesitése ami elég
érdekesen hangzik itt egy elére megadott kort probdlok meg atalakitani egy négyszogé

ugy hogy a két alakzatnak a teriilete megegyezen egymasal.



1. Milyen megoldhatatlan konstrukcios problémak vannak

a geometriaban ?

A geometridban szdmos érdekes és kihivdst jelentd probléma létezik, amelyek koziil
néhdny mar az 6korban megjelent, de azéta is megoldhatatlanak bizonyult, vagy csak
korlatozottan megoldhat6. Ezek koziil néhanyat bemutatok :

— Szégharmadolas: A szogharmadolas azt jelenti, hogy egy adott szoget harom egyen-
16 részre kell osztani. Ezt a problémat mar az dkori gorogok is vizsgaltik, és kide-
riilt, hogy altaldnos esetben nem lehetséges. Csak bizonyos specidlis szogek esetén
sikeriilhet. Ilyen példaul a 180° szog. Ezt a szoget euklideszi szerkesztéssel konnye-

dén harom egyenld részre tudjuk osztani.

.

J
32180;

AB =20.18

1. dbra. szogharmadolas

— Kockakettozés A problémat dgy is hivjak, hogy Delosi probléma. A szofistak az
id6szdmitdsunk el6tti VI. szdzadban tették fel: egy elére adott kocka térfogatanak

kétszeresét kell megépiteni.[4]

2. abra. kockakett6zés



— Kornégyszogesités Ez a probléma taldn a legismertebb a harom kozil. Az i. e. VL.
szazadban meriilt fel el6szor ez a szerkesztési probléma, amit nem tudtak megoldani[1].
A kornégyszogesitése azt jelenti, hogy egy olyan négyszoget kell 1étrehozni, ami-

nek a teriilete megegyezik egy elére megadott kor teriiletével

3. dbra. kornégyszogesitése

Ez csak néhdny példa a geometriai problémak koziil, amelyek megoldhatatlanok, ezeken
kiviil még szamtalan olyan geometriai probléma van, amit a mai napig nem tudnak meg-
oldani euklideszi szerkesztéssel, vagy csak korlatozottan megoldhaték. A matematikusok

még mindig folyamatosan kutatjdk ezeket a problémdkat, és G4j eredményeket taldlnak.



2. Mi az a GeoGebra?

A GeoGebra egy olyan matematikai program, amelyet az oktatds barmely szintjének
megfelel. Egészen a legaprobb miivelettdl a legnehezebb miiveletekig felhasznalhat6 a
program. Egymagéba foglalja a grafikonokat a geometridt és az algebrat. A GeoGebra
program egyarant elérhet6 offline formaban €s online formaban is. A GeoGebrait tobb
minden re is felehet haszndlni fliggvényszerkesztésre alakzatok abrdzoldsdra és még sok

masra. Ezek mellet az online részeben tobb szdz ingyenesen elérhetd oktatdsi célbol ké-

Aritmetika
Statisztika
Geometria
Fuggvenyek
Matematika
Trigonometria
Algebra
Kalkulus

Valoszindseg

4. abra. GeoGebra

szitett anyagot taldlhatunk, ami matematikdval és a tudomdannyal kapcsolatos. A tanulmé-
nyaink folyaman folyamatosan tanuljuk, hogy hogyan adjuk 4t az j ismereteket a didknak
mindet az alapokt6l kezdve mert addig nem tudunk az 6sszeaddsrdl vagy kivondsrdl be-
sz€Ilni amig nem ismerjiik még a szamokat. Ezeket minden féle képen tanulni fogjak a
didkok, vagyis tanitani fogjuk a didkoknak és ezt is tanitjdk nekiink, hogy probéljuk meg
motivalni a gyerekeket keltsiik fel az érdeklddésiiket az Ora irdnt a tantdrgy irdnt mert ha
megszeretik jobban fognak vele foglalkozni és nem az lesz, hogy bejonnek 6réra és csak
varjak, hogy mikor lesz mar vége. Ebben is tud nekiink segiteni a GeoGebra online plat-
formja a mér emlitett tobb szdz tananyag taldlhaté meg ami sokkal szinesebbé teszi még
a szamok Osszeadasat is.

Az alabbi képen lathaté egy feladat az Osszeaddsra. Ez az dbra és a program segit
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5. abra. 0sszeadas
Forras:[10].

megérteni a didkoknak az Osszeadds fogalmat és ha helyesen végzik el a miveletet a
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6. dbra. 6sszeadds eredmény
Forras:[10].

program egy napocskdval jutalmazza Sket[10].

Igy ez a program a legfiatalabb korosztalytdl a legidosebb korosztalyig segithet a ta-
nuldsban. En példdul az eddigi szakdolgozataim sordn is hasznét vettem a mésodrendi
feladatok 1étrehozdsdban és dbrdzoldsdban is sokat segitett. Az online 6rdkon is felehet
haszndlni ahogyan mi is tettiik szerkesztések bemutatdsa sokkal egyszer(ibbnek bizonyult

a programmal, mint a papiralapon 1év0 szerkesztés és még igy a papir fogyasztast is csok-
kentettiik.
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3. A megoldhatatlan feladatok torténelme

3.1. A kockakettozés

Régtdl fogva felbukkannak a matematikaban olyan problémak, amelyek nem csupéan a

matematikusok érdeklddését keltik fel, hanem rejtélyes médon izgatjdk a laikusok fanté-

zigjat is, évszazadokon, évezredeken at. Ilyen a harom hires 6gorog szerkesztési feladat:

2

7. abra. kockak

a kornégyszogesités, a kockakettdzés €s a szogharmadolds. A problémak elsé megjelené-
sét pontosan senki se tudja. A legendédk szerint Delos szigetének lakdéi ldzban szenvedtek
Véget akarnak vetni az orszagot tonkre tevd pestisjarvanynak. Az ordkulum azt ajanlja,
hogy dupldzzdk meg Apollénak szentelt oltaruk térfogatat, hogy lecsillapitsa az istenek
haragjat €s megszabaditsa a szigetet a pestistdl. A kocka oldalainak hosszat megdupldzé
delinkek nem oldottdk meg a problémat, mivel igy nyolcszorosara novelték az oltar tér-
fogatat. A pestis megkétszerezddott, és a Delidnok megzavarodva megkeresték Platont.

Platon nem taldlta meg a megoldast (természetesen). Azt allitotta, hogy Apollénak nem
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volt sziiksége Uj oltarra, ez a kérés inkdbb a geometria irdnti érdekl6dést jelentette. Olyan
kocka meghatarozasa, amelynek térfogata kétszerese egy adott kocka térfogatdnak: vo-
nalzoval és korzovel lehetetlen. Ez egyenértékli a 2 kobgyokének megszerkesztésével.
Pierre-Laurent Wantzel (1814 ; 1848) 1837-ben kimutatta, hogy a 2 kobgyoke nem szer-
keszthetd, ezért a kocka megkettdzése lehetetlen[1][3][4].

3.2. A kor négyszogesitése

A probléma az id6szamitdsunk kezdete elotti V' 1. szdzad tdjan a kor teriiletének ki-
szamitasanal meriilt fel az 6kori gorogoknél. A megoldashoz egy képletre volt sziikség,
annak a négyszognek a megrajzoldsihoz, amelynek a teriilete pontosan megfelel egy adott
kor teriiletének. A feladat euklideszi szerkesztéssel nem oldhaté meg. Ezt az 6korban is
sejtették, de csak 1882-ben bizonyitotta be Ferdinand von Lindemann német matemati-
kus, hogy a 7 szam transzcendens, vagyis nem gyoke semmilyen raciondlis egyiitthat6ju
polinomialis egyenletnek. Néhany évtizeddel kordabban ismert volt, hogy amennyiben a
7 irraciondlis, akkor a kor négyszogesitése euklideszi szerkesztéssel lehetetlen. Az 6kori
egyiptomiak megolddsa kozel jart a megolddshoz. A Rhind-papiruszban (i. e. 2000 k.)
kozolt legkorabbi megoldas probalkozas eredménye. Egy 9 egységnyi atmérdji kor terii-
lete majdnem megegyezik egy 8 egységnyi oldalhosszusagu négyzetével. Az 6kori gorog
matematikusok igen sok szellemes nemeuklideszi szerkesztést taldltak ki. Az elsd ered-
ményeket HIPPOKRATESZ (i. e. 450 koriil)[1].

,»A kornégyszogesités és a kockakett6zés megoldasaban a kezdeti sikereket a Khioszi
HIPPOKRATESZ érte el. (Nem tévesztend$ ossze kortarsaval a Koszi Hippokratészszel,
korédnak hires orvosaval.) A Khiosz szigetén sziiletett HIPPOKRATESZ kereskedd volt,
aki szerencsétlen ligyletei miatt Bizdncban teljesen tonkrement. Azt is mondjdk, hogy ka-
1620k raboltak ki. Ugy latszik azonban, maradt még annyi vagyona, hogy Athénba koltoz-
ve geometridval foglalkozzék. HIPPOKRATESZ 6n4ll6 eredményei a kornégyszogesités
és a kockakett6zés sikeres el6készitésének tekinthet6k. Ha nem is tudott egy adott korhoz
azzal egyenld teriileti négyzetet szerkeszteni, de els6ként alakitott 4t korivekkel hatdrolt
sikidomokat (holdacskékat) azokkal egyenl6 teriiletti négyszogekké. Bizonyitdsaihoz fel-
hasznélta a hasonldsagot. Tudta, hogy a hasonl6 sikidomok teriiletei tigy ardnylanak, mint
megfeleld linedris méreteik négyzetei. Specidlisan arra épitett, hogy hasonlé ” korszele-
tek teriiletének ardnya egyenld a hozzijuk tartoz6 alapok négyzeteinek ardnydval.” Az
el6z6 feladatokhoz hasonl6an nemeukleidészi szerkesztéssel mar az antik gorogok is meg
" tudtdk oldani ezt a feladatot. De annak bizonyitdsa, hogy nem lehet eukleidészi médon
megszerkeszteni az utékorra maradt[1][4][11].

Deinosztratosz a Hippidsz dltal feltalélt triszektrix (kvadratrix) gorbét haszndlta fel
a korkeriilet megszerkesztésére. Arkhimédész a réla elnevezett spirdlis segitségével szer-
kesztette meg a korkeriiletet, amelynek ismeretében a négyszogesités mar megoldhatd, hi-
szen az "r" sugaru kor teriilete megegyezik annak a haromszognek a teriiletével, amelynek

alapja a kor keriilete, magassaga pedig a kor sugara. Persze sem Deinosztratosz, sem Ar-
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khimédész szerkesztése nem euklideszi, mert a segitségiil hivott gorbék euklideszi médon
nem szerkeszthet6k meg. Euklideszi szerkesztéssel azonban szamos j6 kozelit6 szerkesz-
tés sziiletett. Ezek koziil talan a legismertebb Kochanski szerkesztése. A félkor keriiletét,
négy tizedes pontossdggal szerkesztette meg [1].

Szerkesztésének leirdsa: Rajzoljunk OA = 1 sugard kort és ennek egyik atmérGjét,
AB-t. Az atmér6 B végpontjahoz rajzoljunk érintd egyenest, és ebbdl a végpontbdl mér-
jik fel a BC' = OA hurt. A BC' hur felezd merdlegese kimetszi az érintén a D pontot. A

D pontbdl az érintdre, a B érint6pont felé indulva, mérjiik fel a DE = 30 A tavolsagot.

Végiil hizzuk meg az F'A szakaszt. A Pitagorasztételnél tobbet nem kivané szamitassal
belathat6, hogy AF 3,14153.[6].

8. abra. Kochanski szerkesztés

3.3. Szogharmadolas

HIPPIASZ (i. e. 420 koriil) A szogharmadolés, vagyis adott tetszSleges szognek a
szerkesztése harom egyenld részre osztésa eldszor az Eliszi Hippiasznak sikeriilt. A Pelo-
ponnészoszifélsziget északkeleti partvidékén, Elisz-ben sziiletett i. e. 460 tdjan. Allitélag
igen magas kort ért meg: 99 éves kordban hunyt el. Igen okos, rendkiviil sokoldali szofista

13



volt, a szofistdk azon csoportjabdl, amely a jogtorvényeket természetelleneseknek mind-
sitette, és csupdn a hatalom elnyomé eszkozét latta benniik. Mint hivatdsos tanitd, oktatott
retorikat, politikat, koltészetet, zenét, képzémiivészeteket, filozofiat, csillagaszatot €s ma-
tematikat. Platon-nak két dialdgusédban is szerepel. Ezekben Platon kigunyolta Hippidsz
hidsigat, de csodalta sokoldalusdgat és hihetetlen memoridjat, amellyel képes volt egy-
szeri hallds utdn akar 50 nevet is elismételni. Hippidsz azzal dicsekedett, hogy tanitasdval
kétszer annyit keres, mint barmely mds szofista. Matematikai érdeme, hogy feltaldlta az
altala , triszektrixnek” nevezett gorbét, amelyet, mint az elnevezése is mutatja a szoghar-
madoldsra hasznalt fel. A szogharmadolds, ami mas néven ,,Trisectio”, azaz tetszdleges
sz0g harmadrészének megszerkesztése. E18szor Arkhimédész adott ra megoldést neuszisz
szerkesztéssel, (mivel mar 6 is tudta, hogy nem lehet Eukleidészi szerkesztéssel végrehaj-
tani,) ami a kovetkezd: Defnici6. A neuszisz szerkesztés feladata: egy adott hossziisagu
szakaszt két vonal koz¢€ beilleszteni tigy, hogy a szakasz egyenese egy adott ponton men-
jen ét. Az, hogy tényleg nem lehet Eukleidészi médon megszerkeszteni latszik abbdl is,
hogy azok a szerkesztési feladatok, amelyek analitikusan harmadfoku egyenlethez ve-

zetnek, nem oldhatok meg eukleidészi szerkesztéssel. Marpedig a szogharmadolds ilyen,

Q
3

megszerkeszteni[7][8]. Vagyis ahhoz, hogy meg tudjuk szerkeszteni egy szog harmadat,

ugyanis a 2cos(2) ismeretlenre felirt egyenlet: 23 — 3z — 2cosa = 0 valés gyokét kellene
az eukleidészi szerkesztésen feliil még sziikségiink van egy vonalzoéra kijeldlt szakasz-
ra. Most Nikomédész modszerét és bizonyitdsat mutatom be a [9] konyvbdl, amely két
egyenes kozotti neusziszt haszndl, mig Arkhimédész kor €s egyenes kozotti neusziszt vett
igénybe. Szerkesztés menete: Legyen ABT az adott szog, AT merdleges BT-re. Legyen
tovabba AE || BT. Fektessiik most az AT és AE egyenes kozé olyan EC szakaszt, amely
kétszer hosszabb AB-ndl, s melynek meghosszabbitdsa dthalad B-n. Akkor a CBT szog
éppen az adott ABT szog harmadrésze[1].
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4. A harom okori probléma megoldasa GeoGebraban.

4.1. szogharmadolas

Az els6 probléma, amivel foglalkozni fogok ez a szogharmadolds. A harom probléma
koziil én ezt tartom a legnehezebbnek. Még a GeoGebra segitségével se sikeriilt elsére
megoldanom. Nézziik is a feladatot ugye a probléma lényege, hogy egy elére megadott
szoget harom egyenld részre bontsuk. Ahogy mar kordban emlittetem vannak bizonyos
esetek amikor euklideszi szerkesztéssel is megtudjuk oldani a problémét ennek az egyik
esete amikor egy 180°-0s szoget osztunk szét. Ennek az eljardsa a kovetkezd : vegyiink egy
180°-0s szoget, ami egy egyenesszOg ennek kell meghatarozni a kozéppontjét ezt eukli-
deszi szerkesztéssel ugy hatdrozzuk meg, hogy az egyenesszogon felvesziink két pontot
a pontok kozoti rész még mindig egyenesszog. Az egyik pont legyen ,,A” a mdsik pont
pedig legyen ,,B”. A két pontra szerkesztiink kort, mégpedig gy, hogy a kor egyik ko-
zéppontja az A és a sugara az A és B kozotti tavolsag és ezt ismételjiik meg szerkessziink
a B pontra is egy kort, aminek a sugara az A és B Pont kozotti tdvolsag. Amint elkésziilt
a két kor akkor a kovetkezd 1€pés az, hogy meg kell hatdrozni a két kor metszéspont-
jat. A két kor metszéspontja legyen C és D ezeket a metszéspontokat kossiik Ossze egy
szakasszal. A most 1étrejott CD szakasz merdleges az egyenes szogiinkre vagyis az AB
szakaszra. Ezutan jeloljik meg a CD és az AB szakaszok metszéspontjat. Ezt a pontot je-
16]jiik E-vel. Az E pont nem csak az AB és a CD szakasz metszéspontja, hanem egyben az
AB szakasz kozéppontja is. Most, hogy mar megvan az AB szakaszunk kozéppontja fo-

9. abra. 180 harmadolasa
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lyathatjuk tovdbb a szogharmadolést. A kovetkezd 1€pés az. hogy szerkesztiink egy djabb
kort tgy, hogy az A pont lesz a kozéppont és a sugara pedig az A és E kozotti tavolsag
hosszéaval lesz egyenld. Majd szerkesztiink még egyet az E pontbdl, amelynek szintén a
sugara egyenld az A és E pontok kozotti tdvolsaggal. A kapott két kornek meghataroz-
zuk a metszéspontjaikat. A két kor metszéspontjat jeloljiik F és G vel ebbdl nekiink csak
az F-re lesz sziikségiink. Most, ha 0sszekossiik az A, E és F pontokat akkor kapunk egy
egyenld oldald haromszoget. Az egyenlé haromszog tulajdonsdgai alapjan tudjuk, hogy
minden szoge egyenld és mivel a haromszog belsd szogeinek osszege 180° innen kapjuk,
hogy minden szdge 60° lesz. Ezzel pedig az egyenes szogiinket két részre bontottuk. A
sz0g egyik rész 60°-0s a szomszédos szog pedig 120°-os innen mar csak elkel végezni
egy hasonl6 folyamatot, hogy ketté osszuk a szoget. Ennek a kovetkez6k a 1épései: Az
elébb mar megszerkesztettiikk az E kdzéppontd kort most szerkessziik meg a B kozép-
pontu kort, amelynek a sugara egyenld az E pont és a B pont kozotti tavolsdggal. Most
hatdrozzuk meg a két kor kozéppontjat. Jeloljiik a kozéppontokat I és H-val. Ezekbdl is
csak az egyikre lesz sziikségiink ez pedig a I metszéspont. Most, ha 0sszekotjiik az I, E
€s B pontokat akkor megint kapunk egy egyenl6 oldali haromszéget. Aminek a szdgei
szintén 60°-ak. Az FEAZ =60 az [EBZ = 60 és ebbdl kifolydlag az FE1/ = 60-al.
Az igy kialakult szogek pontosan harom egyenld részre osztjdk az egyenesszdget. Hason-
16 képen lehet megszerkeszteni a 360°-0s szdg szogharmadoldsit. Most térjiink at arra
a szerkesztésre, amit nem lehet elvégezni euklideszi szerkesztéssel. Folytatjuk tovabb a
szogharmadolasit de most nem egy kivdlasztott szogel, hanem egy véletlenszeri szogel.
A geogebrinak koszonhetden, ha mindent megfelelGen végziink el akkor ezt a szoget a
késbébbiekben mddositani tudjuk méghozza tgy, hogy az addigi szerkesztések megmarad-
nak €s tovabbra is harom egyenld részre osztja a szoget.Elso 1€pés egy szog szerkesztése.
Megszerkesztettiink egy o szoget, amit két egyenes hatdrol. A geogebraban nagyon sok
kiilonboz6 lehet6ség van jelen esetben a probléma megolddsahoz a kovetkezd 1épésként a
Meérés f6lon taldlhaté ,,sz6g adott mérettel” fogom haszndlni. Ennek a miikodése nagyon
egyszerl a mar megszerkesztett két egyenesnek a metszéspontjatdl tetszdleges tdvolsagra
elhelyeziink egy pontot jeloljiik C-vel a két egyenes metszéspontjat pedig B-vel. Ha ez
megvan akkor kivalasztjuk a sz6g adott mérettel opciot és ilyenkor megjelenik egy kis
informécids ikon, hogy mi a teendd. ElsGsorban kikell jelolniink két pontot majd a kés6b-
biekben megjelend tablazatban meg kell adni a széget. Jelen esetben mi most kivalasztjuk
elsének a C pontot €s ezt fontos figyelembe venni mivel a masodik ponthoz képezt fogja
lemérni a szoget. A mdsodik pont pedig a B lesz. Miutéan kivalasztottuk a két szoget meg
is jelent egy kis panel, ahol kér toliink egy szog méretet. Ide azt fjuk, hogy $ és ezzel
az eredeti szoget elosztja harommal és a kapott eredményt pedig megjeldli a szerkeszté-
si feliileten egy C’-el €s ugyan olyan tdvolsdgra lesz a C’-et a B pont6l mint a C pont,
de még mieldtt ez végbe menne még egy opcidt kikel valasztanunk a kis panelen, hogy
Orajarassal ellentétes irdnyba vagy orajarassal egyezd irdnyba tegye le a pontot mi itt az

Orajarassal megegyez0 iranyt vdlaszuk. Majd ezt kovetden a ,,rendben” gombra kattintva
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elvégzi a miveletet. Egy szakasszal kossiik 0ssze a B és a C’-et. A folytatdshoz pedig
szerkessziink egy kort. A kort gy szerkessziik meg, hogy a B pont legyen a kézéppontja
és C pedig az egyik keriileti pontja. A geogebraban erre is van egy opcié a Korok fii-
16n. Itt kivalasztjuk a kor kozépponttal és keriileti ponttal majd ezt kovetden kivalasztjuk
a B pontot és a C pontot. Ez a kor pontosan dthalad a C’ ponton és a szerkesztd egye-
nesen is. Hatdrozzuk meg az egyenes és a szerkesztett kor metszéspontjat. Az ,,alapvetd
eszkozok™ fiilon kivélasztjuk a metszéspont opciot majd kivalasztjuk azt a két alakzatot,
amelyeknek keressiik a metszéspontjukat jelen esetben ez a kor €s az egyenes. A kapott
metszéspontot jeloljiikk E-vel. Ezek utdn mar nincs sok teenddnk folytatasképen 6sszekos-
siik a C’ pontot az E ponttal. Kiszdmoljuk a C’E szakasz kozéppontjat ezt a geogebrdban
az ,,alapvetd eszkozok™ fiillon van erre egy opcionk, amely felez6 vagy kozéppontot ha-
tdroz meg. Kivélasztjuk ezt az opciot majd a szakasz két pontjat és meghatdrozta nekiink
a szakasz kozéppontjat, amit jeldljiink F-fel. Szerkessziink egy mer6legest a B pontbdl a
C’E szakaszra, amely dthalad az F ponton. A szerkesztés fiilon kivélasztjuk a ,,merSleges
opciét” és majd kivdlasztjuk a B pontot és az F pontot igy kaptunk egy egyenld szari
haromszoget, amelynek meghatdroztuk a magasagét €s mint azt ahogy tudjuk az egyen-
16 szard haromszog magasaga egyben szogfelezd is. Tehat a feladat elején kiszamoltuk a

sz0g egyharmadat most pedig a maradék szognek kiszdmoltuk a felét igy az eredeti szoget

harom egyenld részre osztottuk. Ahhoz, hogy biztosra menyiink a feladat tokéletes meg-

[

10. 4bra. szogharmadolés 1
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old4saban végeziink el egy ellendrzést, ami a geogebrdban nagyon egyszerti. A mérések

fiilre kattintva kivalasztjuk a szog opciét majd kijeloljiik a szogeket kezdve az eredetivel
az FBC/ = 172,24 akovetkez6 FBF / = 24,08 és a masik két szog is pontosan egyenld
az EBF / vagyis FBC'/ = 24,08 és C"BC'Z = 24,08. Ahogyan emlitettem az elején

11. dbra. szogharmadolés 2

most mdr szabadon véltoztathatjuk az eredeti sz6g méretét a szerkesztés vele egylit fog

véltozni és megmarad a harom egyenld szog.

4.2. kockakettozés

A kovetkez6 feladat, amit megprobédlok megoldani ez a kockakett6zés. Ebben az eset-
ben is prébalkoztam az euklideszi szerkesztéssel, de itt nem taldltam egyetlen lehetséges
megoldas sem, ami legaldbb bizonyos esetekre teljesiilt volna. Igy hat neki kezdtem a
szerkesztésnek a GeoGebrdban. A kockaduplikdcié sordn szerkesztiink egy tetszéleges
kockat majd ennek a kockdnak kiszamitjuk a térfogatat és a térfogat megduplazasaval
szerkesztiink egy ennek megfelel6 kockat. Kezdjiik is az elsd 1épékét szerkessziink egy

szakaszt. A szakasz most nem a Classic GeoGebrdban szerkessziik meg hanem véltsunk
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egykicsit a platformon és most a GeoGebra 3D-s grafikus platformon fogunk szerkesz-
teni. A szakasz két pontjat jeloljiik A és B vel. Most megrajzolhatnank ugy is a kockat,
ahogyan a papiron is szoktuk, de itt Gjabb opcidkat kaptunk, amit fel is fogunk haszndlni.
Kezdve a Testek fiilre kattintva a legordiil opcidkbdl kivélasztjuk a kocka opciét és az
informécids ikon jelzi is, hogy vélaszunk ki két pontot. Mi mar az el6bb megrajzoltuk a
szakaszt most csak kivdlasztjuk az A és B pontot és a GeoGebra megszerkeszti nekiink
a kockat. A kovetkezd 1épés az, hogy megmérjiik a kockank hosszisdgat, széleségét és a
magassigat majd ezek alapjan kiszdmoljuk a kocka térfogatét. Ez volt az egyik lehetséges
opcid én a gyorsabb munkafolyamatért a GeoGebra beépitett térfogat szamoldjat fogom
haszndlni. A mérés meniipontban a legordiil6 opcidk koziil kivdlasztom a térfogatmérést
majd jelez is nekiink az informécids panel, hogy jeloljiik ki azt az alakzatot, amelynek
megszeretnénk hatdrozni a térfogatat. Jelen esetben a kapott értéket jeloljiik ,,a térfogata”,
ami 64cm? nagysdgura szerkesztettiik. Kovetkezd 1épésként dupldzzuk meg a kocka tér-
fogatét és igy kapunk 128cm?. Most kellene szerkeszteni egy kockat, aminek a térfogata
szintén 128cm?. El8szor is, ha van egy a kockdnk aminek az élhossziisdga AB igy kapjuk
meg az ,,a” teriiletét, amely AB3. Nekem kell szerkeszteni egy 1J élhossziisdgi kockat
amelynek a térfogata I.J? és ezt jeloljiik ,,b”-vel. Ahhoz pedig, hogy betudjuk fejezni a
feladatot teljesiilnie kell annak, hogy 2a =b, ha ez teljesiil akkor megoldottuk a feladatott.
A masodik kocka megszerzéséhez meg kell hatdroznunk az 1J €] hosszat. Az 1J él hosszt
tigy szdmoljuk ki, hogy meg forditjuk a térfogat szamldl6 képletet, vagyis I.J = v/b. Az
elébb mar egyszer felirtuk, hogy a b = 2aa2a pedig = 128cm? igy tehdt 1.J = /128. Ez
a GeoGebrdban ugy néz ki, hogy a vonalak meniipontot vélasztva a legordiilé opcidk-
bdl kivélasztjuk a szakasz adott hosszall és ilyenkor a kis informécids panel kiitja, hogy
valaszunk egy tetszbleges pontot a térben majd, ha ez megvan akkor megjelenik egy pa-

nel, ami bekéri a szakasz hosszit. Mi egy képletet fogunk megadni hosszisidgnak és a

M

12. abra. kockakettdzés 1
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GeoGebra a képlet alapjan kiszdmolja nekiink mekkora legyen a szakasz. A képletiink
pedig a kovetkezs: a kobgyok jelet itt ugy jeloljiikk hogy (nroot) ami egész pontosan nem
a kobgyokot jelenti hanem n-edik gyokot ahhoz, hogy kdbgyok legyen megadjuk azokat
a particiokat hogy nroot(128,3).

A 128 azt jelenti, hogy 6 van a gyok alatt a 3 pedig azt, hogy kobgyokiink van és ezzel
meg is kaptuk az 1J szakasz hosszat most mér csak ahogyan ez el6z6 kockat is 1étrehoz-
tuk ugyan dgy létrehozunk még egyet. A testek fiilon kivdlasztom a kocka opciét majd
meg adom a szakasz hosszdt, ami alapjin szeretném létrehozni a kockat és meg is szer-
kesztettem a lathatéan nagyobb kockat. Ahhoz, hogy biztosra menyiink, hogy a feladatott
megfeleléen végeztiik el, ellendrizziik le. A beépitett térfogat szdmoldval kiszdmolom
a nagyobbig kocka térfogatit. Az eredmény pedig pontosan 128cm? ami megegyezik a
kisebb kocka térfogatdnak a dupldjdval. Igy ezt a feladatot is sikeresen megoldottam.

Mint az el6z6 feladatndl is, ha mindent megfelelGen végeztiink el akkor, ha barmilyen
valtoztatdsokat elvégzek a kisebb kockdn akkor ugy fog mdédosulni a nagyobbig kocka.
Az alabbi képen lathatd. hogy a véltoztatdsok utédn is a szerkesztési folyamat valtozatlan

maradt. A masodik kocka térfogata megegyezik az els6 kocka térfogatanak a dupldjaval.

!irf

2 rfogata = 00 05

13. abra. kockakett6zés 2

4.3. kornégyszogesitése

Végiil az utols6 feladatt, amit megprébalok megoldani ez kornégyszogesités. A kor
négyszogesitésénél azt fogom megprobélni megoldani, hogy egy véletlen szer(i kornek a
teriiletével egyenld nagysagi kockat fogok szerkeszteni. Ebben az esetben is a GeoGeb-

ra fog segiteni, de most nem a GeoGebra 3D hanem visszatériink a GeoGebra Classicra.
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Kezdhetjiik a szerkesztést eloszor is szerkessziink egy kort erre van két lehetdségiink a
GeoGebrédban az egyik az, hogy a kozépponttal €s egy keriileti ponttal a masodik lehe-
t6ség pedig az, hogy kozépponttal és sugarral. Mivel nekem jelen esetben barmilyen kor
megfelel ezért a kor kozépponttal €s keriileti ponttal valasztom. Amikor a kor meniipontdl
kivédlasztom a kor kozépponttal és keriileti ponttal akkor az informdcids panel kiirja, hogy
valaszunk egy tetszbleges pontot és egy tetszleges keriileti pontot, miutdn ez megtortént
akkor mar létre is hoztuk a koriinket. A kor kozéppontjat jeloljik A-val a keriileti pon-
tot pedig B-vel. Most szdmoljuk ki a teriiletét ezt hagyoméanyos mddon is megtehetnénk
de most a geogebrdval egyszerlibb lesz. A mérések meniipontban van egy teriilet mérd
opcid, amivel csak annyit kell csindlnunk, hogy kivalaszuk az opciét és rdkattintunk a
korivre ugyan is csak itt érzékeli, hogy a kornek szeretnénk meghatdrozni a teriiletét. A
kor teriiletét jeloljiik c-vel és a jelenlegi mérete 29,31cm?. Ezt a méretet a kor valtoztatd-
sdval tudom vdltoztatni. A GeoGebraban erre is van lehetdsség az az alapvetd eszkozok
menii pontbdl kivdlasztjuk a mozgds opcidt €s igy, ha rékattintunk a B pontra, vagyis a
kor keriileti pontjdra akkor ezzel valtoztatjuk a kor méretét. Most, hogy megvan a kor
kezdjiik el szerkeszteni a négyszdget. Hogyan lehetne megszerkeszteni egy négyszoget
mit is tudunk réla? A négyszog teriilete egyenldnek kell lenni a kor teriiletével. A kor
teriilete c=29.31 na most, ha ez egyenld a kocka teriiletével akkor jeldljiik a kocka terii-
letét X-el és innen kapjuk azt hogy c=X=29.31 ami jelen esetben egy valtoz6 szam lehet.
Kezdjiik azzal, hogy mi kell a négyszog megszerkesztéséhez ehhez kell a négyszog olda-
lai, amit kitudunk szdmolni, ha megvan a teriilet és a teriiletet mér ki szdmoltuk most csak
végre kell hajtani a szerkesztést, de még miel6tt elkezdnénk elkel végeznem pér véltoz-
tatdst meg kell hatarozni a kor sugarat mivel a aGeoGebra igy kéri majd a szamolashoz.
Megszerkesztettem az AB szakaszt és most mar minden megvan. Akkor a négyszog oldal-
hosszanak a kiszamitdsaval kezdek és innen megfogjuk tudni szerkeszteni a négyszoget.
A négyszog oldala egyenld gyok alatt X-el igy kiszamitjuk az oldalt az X=c a c pedig
vagyis a kor teriiletét igy tudjuk kiszdmolni S = 7mr%. Az AB szakaszt jeloljiik k-val és
akkor, ha mindent egybe vonunk a kovetkezd képletet kapjuk. A négyszog oldala jelol-
jiik CD-vel C'D = v/7r2 ahol r=k-val. A GeoGebrdban ez tigy néz ki, hogy az egyenes
meniipontbdl kivdlasztom a szakasz adott mérettel opcioét ilyenkor megjelenik egy kis pa-
nel, ahol kéri a szakasz hosszat. Ebben az esetben én azt adom meg, hogy vk2 x 7 és a
GeoGebra meg szerkesztette a szakaszt most mér csak a négyszoget kell megszerkeszteni
amire van egy nagyon konnyd médszer. A poligonok meniipontban kivélasztjuk a szaba-
lyos sokszogek opcidt majd kijeloljik CD szakaszt, amit a kor teriilete alapjan hoztunk
1étre és a program 1étre hoz nekiink egy szabdlyos sokszoget. A GeoGebrdban megjelenik
egy kis panel, ami megkérdi, hogy hany oldala legyen a sokszognek itt természetesent azt
irjuk be, hogy 4 és igy mar megszerkesztette a szabalyos négyszoget. Ezzel mondhatni
be is fejeztlik a feladatot. Még miel6tt teljesen azt mondhatndm hogy befejeztem el kell
végeznem az ellendrzést hogy biztosan helyesen lett e megoldva a feladat. Ahogyan ki-

szamoltuk a kor teriiletét most ugyan azokat a miiveleteket elvégeziik a négyszoggel. A
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¢ terlleta = 2931 @ r
B

m

14. abra. kornégyszogesitése 1

mérések bizonyitjak, hogy a négyszog teriilete megegyezik a kor teriiletével. Nem marad-
hat el az sem hogy a GeoGebranak koszonhetden ha jol szerkesztem meg a kockat most
barmekkora nagysagu kornek megtudom szerkeszteni a vele egyenld nagysagi négyszo-

get egyetlen gombnyomadssal amit az aldbbiakban lathatnak.

¢ tertilete = 3.16 X terilete = 3.16

C F

B

15. abra. kornégyszogesitése 2
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Osszegzés

A szakdolgozatom sordn a megoldhatatlan konstrukciés problémakkal foglalkoztam
dinamikus geometriai csomagokban. Ezalatt olyan tuddst sajatitottam el, amit a kés6bbi
munkam folyamdn is feltudok majd hasznélni. Mind emelet taldlkoztam eddig szdmomra
ismeretlen feladatokkal és hogy a matematikat mar az id6 szdmitasunk el6tt is egy nagyon
fontos tudomdany volt és mdr akkor is olyan feladatokkal problémdkkal foglalkoztak az
okor matematikusai, amit mind a mai napig nem tudtak megoldani.

A szakdolgozatom elkészitése soran sokkal jobban megismerkedtem az euklideszi
szerkesztéssel és még par 6kori matematikussal. A szakdolgozatom eredményeként szé-
les korli matematikai ismeretekkel és készségekkel gazdagodtam, amelyeket sikeresen
fel tudok haszndlni a jovobeli szakmai péalyafutdsom sordn, valamint az mds kiilonb6z6
matematikai problémdk megoldédsara.

A szakdolgozatom f6bb elemei kdzé nem csak a megoldhatatlan problémak tartoznak,
hanem a segitségemre 1év6 eszkozok is jelen esetben ez a GeoGebra. A GeoGebra mér
a kordbbi tanulmdnyaim sordn is megjelent, de akkor még csak ép, hogy belenéztiink.
Most viszont jobban tanulmanyoztam és nem is gondoltam volna kordban, hogy ennyi
lehet&séget rejt magdban ez a program mind az online, mint az offline részlege és még
azon beliil is szamos kategoridval rendelkezik.

A GeoGebra mély attekintése utdn és tovabbi tanulmédnyozas sordn ezt is fel fogom
tudom majd haszndlni a kés6bbi palyafutdsom sordn. Megfelel6en lehet szemléltetni, mint
az alsés, mint a felsds tagozatsok szamdra a feladatokat.

A szakdolgozatom eredményeként elmélyiiltem matematikai ismeretekben és készsé-
gekkel gazdagodnak, melyeket sikeresen fel tudok haszndlni a jovébeli szakmai palyafu-

tadsom soran.
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Bucuosok

Junytomua poboTa MpuCBAYeHa HEPO3B I3HUMHU 3ajladaM Ha TOOYI0BY 3a JIOTO-
MOTOIO IIUPKYJIs Ta JIHIAKN B TaKeTax JUHAMIYHOI reoMeTpil. 3a 1eil 9ac s OTpuMaB
3HaHHS, $Ki 3MOYXKY BUKOPUCTATH Yy MOJAJIBINN podori. Po3rmsanyTi 3a/1a4i mokasy-
I0Th BaXKJ/IMBICTb, AKY BiJlirpaBajia MaTeMaTHKa BxKe B joicropudni yacu. [locrta-
HOBKA 33149 KOHCTPYKTHBHOI reOMeTpil IaBHBOT'O Yacy, HEMOXKJ/IMBICTH PO3B’ I3aHHS
JAKUX 3ac00aMU IUPKYJId Ta JIHINKE BCTAHOBJIEHO B HOBITHIN Yac 3 BUKOPHCTaHHAM
abCcTpakTHOI ayredpu, BKa3ye Ha TVIMOWHY JOC/i/zKeHb Toro dacy. llin wac mimro-
TOBKH MO€1 poboTH g HabaraTo OJmzK4Ye MO3HAHNOMUBC 3 KOHCTPYKTUBHUM METOJIOM
Ta iCTOpi€l0 MaTeMaTUKH, K HayKu. B pe3ysibraTi Oy/10 OTpUMAaHO MUPOKUI CIIEKTP
MaTeMaTUIHUX 3HAHb 1 HABUYOK, SKi I MOYXKY YCIIIITHO BUKOPHUCTOBYBATH Yy CBOIi
MaitOyTHill npodeciituiit Kap’epi, a TaKoXK Jjisg BUPIIMIEHHS 1HIIMX DPI3HOMAHITHUX
MaTeMaTudHux 3a7a4. OCHOBHI eJIeMeHTH BKJIIOYAIOTh He JIMIIe HepPO3B sI3HI 3a/1a-
4i Ha 1OOY/IOBY Ta IX aHaJji3, a fi IHCTPYMEHTH KOMII IOTEPHOIO MOJIC/TIOBAHHS, Y
poMy BunaJky GeoGebra, fKi MalOTh MOXKJIMBICTH MOJIE/IIOBAHHS IIMPIIOTO KJIACY
o0y 10B. 3a JOIMOMOTIOI0 IUX MMOOYI0B mocTasi 3aadi 0y/1o po3s’s3ano. GeoGebra
B2Ke 3’BJIJIAcs IIiJ 9ac MOIX IOIepeaHix jociimKenb. OaHak Terep s BUBYUB 11
OibImie, 3’dcyBaB, IO I [IpOorpaMa Ma€ peaJiizallifo sik B OHJIAMH, TaK i B odJiaitH
inTepdeiicax, jie miATPpUMYye psiJi KaTeropiit obounciienns. [licas norsmbiienoro mepe-
sy GeoGebra Ta MogasbIioro BUBYEHHS s 3MOXKY BUKOPUCTOBYBATHU 1€ y CBOTI
OJIAIBINI T Kap'epi. 3ajadi Ha MOOYIOBY, X PO3B’SI3aHHS, 3MICT HEPO3B SI3HUX 3a-
Jlad Ha TOOYI0BY MOXKHA IIPABUILHO MPOiTocTpyBaTn 3acobamu sk st GeoGebra
CTApPIINX, TaK 1 JIJIT MOJIOJIIUX IIMKOJSIPiB. B pe3yibraTi MO€ET JUIJIOMHOT POOOTH
s TOTJIMOMB CBOI MaTeMaTUYHI 3HAHHS Ta OTPUMAB HABUYKHU, SIKi 3MOXKY YCIIIITHO

BUKOPHUCTATH y CBOINl MailOyTHill mpodeciitniil JisgIbHOCTI.
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Nyilatkozat

Alulirott, Csirpak Richard, 014. Ko6zépiskolai oktatds (Matematika) képzési program
hallgatdja, kijelentem, hogy a dolgozatomat a II. Rdkéczi Ferenc Karpataljai Magyar
Féiskolan, a Matematika és Informatika Tanszéken készitettem, 014. Kozépiskolai
oktatds (Matematika) BSc diploma megszerzése végett. Kijelentem, hogy a dolgozatot
mds szakon kordbban nem védtem meg, sajat munkam eredménye, és csak a hi-
vatkozott forrdsokat (szakirodalom, eszk6zok stb.) hasznaltam fel. Tudomadsul veszem,
hogy dolgozatomat a II. Rakéczi Ferenc Karpataljai Magyar Féiskola konyvtaraban

a kolesonozhets konyvek kozott helyezik el.
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