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Bevezetés

A valészintliségszamitas és a statisztika

A statisztika egy tudoményos diszciplina, illetve gyakorlati tevékenység, amely a valésdg
tomor, szamszeri jellemzésére szolgal. A statisztika mindig a tények valamilytdsen Gsszességét
jellemzi. Olyan mddszerekbdl, eljardsokbdl és képletekbdl &all, amelyek lehet6vé teszik az in-
formécié Osszegytjtését, majd elemzését és a vonatkozé kovetkeztetések levondsat.|7]

A gyakorlati alkalmazott statisztika elméleti hatdrat a matematikai statisztika adja, amely
felépitésében a szokdsos matematikai gondolkoddst koveti, azaz definicid, tétel és bizonyitds,
és a kalkulus illetve f6ként a valdszintiségszdmitds modszereire tdmaszkodik. Szokds mondads:
,amig a valészintiségszdamitds megtanit valészintiségekkel szamolni, addig a statisztika megtanit
val6szintiséget mérni ”.[8]

A matematikai statisztika a véletlen (valészintiségi) véltozokkal jellemezhetd rendszerek leir6
adatainak feldolgozasdarol, értelmezésérsl és felhaszndldsarsl sz6l6 tudoményos médszertan.[8] A
valészintiségszdmitds olyan véletlen eseményekkel foglalkozik, amelyek bekovetkezése vagy be
nem kovetkezése azonos koriilmények kozott igen sokszor figyelhetd meg.|8]

A valészinGségszamitds elemeinek ismerete segit a vald vildg és a matematika kapcsolatanak,
a valdsdg matematikai modelljének megértését. Azoknak a tanuléknak, akik a matematika
tanitdsa sordn egydltalan nem taldlkoznak a valdszintiségszamitdassal nem alakul ki a megfelelé
képiik arrél, hogy milyen is valgjaban a matematika és mire hasznalhatjdk.|8|

Szakdolgozatom célja, a valdsziniiségszamitds valamint matematikai statisztika mint a
vildg szdmszert informdcidival foglalkozé tudomdny iskolai alkalmazdsdnak és dtaddsdnak
megkonnyitése egy célszerii és atlathaté oktatd anyag elkészitésével. Munkdm tartalmazza a
valészintiségszamitds és a statisztikaval kapcsolatos témak elsajatitasahoz sziikséges elméleti va-
lamint gyakorlati részt.



1. fejezet

A tanuldk oktatasi és kognitiv
tevékenységének varhaté eredményei

Miért sziikséges a valdszintiségelmélet tanitasa?

A) A valészintiségszamitést azért tanitjuk, mert fontos szerepe van a tanulék gondolkodédsénak
fejlesztésében.

B) A valdszintiségszamitdast a mindennapi élet, a tudomdny, a technika stb. kiilonb6z
teriiletén valé hasznossdga miatt tanitjuk.

C) A valdszintiségszamitdst azért tanitjuk, mert a matematikai nevelésben fontos, s6t
nélkiilozhetetlen szerepe van.

A hétkoznapi életben dllanddéan szembe keriiliink a véletlennel, a valészindségszamitds arra
is megtanit benniinket, hogyan lehet az egyes dontésekkel jaré kockazatokat figyelembe venni
egy egyszeri magatartds kialakitdsanal.

Az altaldns iskola 5-6. évfolyama tanuldsmoddszertani szempontbdl dtmenetet képez az
alsé tagozat jatékos tevékenykedtets, felfedezteté modszerei és a matematika elméleti isme-
reteinek befogaddsdt jelent tanuldsi moédszerek kozdtt. A tanitds f6 mddszere tovabbra is
a felfedezés, a konkrét tevékenységhdl, jatékbdsl, hétkoznapi szitudciobodl fakaddé indukeié. A
tanuldsi tevékenység és problémamegoldds sordn a tanulét 0sztonozni kell egyszer problémék
felfedezésére, megfogalmazdsara és a mindennapi életbdl vett szoveges problémdk matematikai
szemponti értelmezésére. Ebben nagy segitségiikre vannak a véletlenszert eseményeken alapulé
feladatok megolddsa.|5] A tanité az 5-8. osztdlyokban sajdt beldtdsa szerint vonja be az
oktatdsba ezeket a tipikus feladatokat. Ezekben az osztdlyokban a tandr mintegy el6készits
munkdlatokat végez a valészintiségszamitdssal kapcsolatosan. Ezdltal a tanulék képesek
lesznek a legegyszeriibb véletlenszert eseményeken alapulé feladatok megolddsara a lehetséges
lehetdségek mérlegelésével. A tanuldk elfogadjdk, hogy a megoldds tobb kiilonbozs tton is
elképzelhetd, illetve taldlkoznak olyan nyitott problémaékkal is, amelyeknek tobb megoldédsa
is lehetséges. Kell§ kitartdssal prébédlnak ki kiilonb6zé matematikai mdédszereket és felisme-
rik azokat a problémékat is amelyeknek nincs megolddsa. A tanulék megtanulnak induktiv
lton példédkat dltaldnositani és deduktiv érvelést hasznédlni a matematikai allitdsok bizonyitaséra.

1.1. Statisztikai adatgytijtés, az adatok abrazolasa

A statisztikai adatok gytijtése kapcsolatot jelent a matematikai és a mindennapi élet k6zott. Ada-
tokat készen kaphatunk, vagy gytijthetiink mér az alsé osztdlyokban a tanuldk fokozatosan meg-



tanuljdk, hogy adatgytijtést végezhetiink méréssel, megfigyeléssel vagy valészintiségi kisérletek
soran. Az adatokat tédblazatba rendezhetjiik vagy diagramon ébrazolhatjuk.|§]
Az adatokkal kapcsolatos tevékenységek:

A) Adatok leolvasdsa (tabldzatrél, diagrammrol)
B) Adatok rendszerezése.
C) Adatok kozotti osszefiiggések keresése.

A tanit6 altaldban gyerekeket érdekls témat keres, és az azokhoz kapcsol6dé tdablazatokbdl
olvasnak le adatokat.
Atlag szamitas 4. osztdlyban

Az adatok jellemzGje a szamtani kozepiik dltaldban ezt nevezziik az adatok atlagénak.[9] 4.
osztalyban két-hdrom adat datlagat szdmoljdk a gyerekek. Az adatok Osszegét osztjdk az adatok
szdmaval, figyelniink kell arra, hogy az oszté egyjegy legyen, és ne legyen maradék. Az dtlagot
szemléltethetjiik szines rudakkal|9].

Az 5. osztdlyban a tanitds f§ mddszere tobdbbra is a felfedezés, a konkrét tevékenységébdl,
jatékbdl, hétkdznapi szitudciobdl fakads adatgytijtés, adatok dbrazoldsa. A tanuldsi tevékenység
sordn a tanulékat 6sztonozni kell a mindennapi életbdl vett szitudcids helyzetben valé adatgytijtés
és dbrdzolds sordn a feladatok matematikai szemponti értelmezésére

A 9. osztdlyban a fliggvények, egyenletek, egyenlStlenségek tanuldsa kiegésziil a kombina-
torika, a valdsziniiségszamitds és a statisztika legfontosabb fogalmaival. A tananyag tartalma
meghatédrozott témakordkre épilil, meghatdrozva a tanuldsi id6 minimalis szdmdat. Az éltaldnos
iskoldk szamdra késziilt programmal megismerkedhetiink a Ukrajna Oktatdsi és Tudomanyos
Minisztériumanak oldaldn [5], mely alapjan a kovetkezd témakorokkel ismerkednek meg a
tanuldk:

Az altaldnos iskoldk szdméra késziilt programmal megismerkedhetiink az Ukrajna Oktatési
és Tudoményos Minisztériumanak oldalan [5], mely alapjdn a tananyag tartalma meghatarozott
témakorok koré épiil, meghatdrozva a tanuldsi id6 minimélis szdamét. Az 5-8 osztalyokban
a tanité sajdt beldtdsa szerint vonja be az oktatdsba a statisztikai szdmitdsokon alapulé
feladatok megolddsdt. FEzekben az osztdlyokban a tandr mintegy el6készité munkédlatokat
végez a statisztika témédval kapcsolatosan. Alkalmazzak az adatgytjtés alapjdn szerkesztett
diagrammok leolvasdsat. Feladatok megolddsa sordan alkalmazzdk a diagrammok feldllitdsat az
adatok alapjdn. Fontos, hogy a tanuldk kiilonboz6 tipusu tabldzatok, grafikonok, diagrammok
formdjdban tudjik bemutatni az adatokat és elemzésiik alapjdn megfelel§ kovetkeztetéseket le-
vonni. A tanuldk feladatokat oldanak tobb szam szamtani dtlagdanak, mennyiség atlagértékének
megtaldldsdra. Fzekben az osztdlyokban valés adatokon alapulé dbrék alapjan feladatokat
oldanak meg a természeti eréforrasainak felhaszndldsdra, a csaladi koltségvetés kiszamitdsara,
nagyszabdsi vasdrldsok lehetGségére, a csaldad pénziigyi kapacitdsanak Kkiszamitdsdra és
elemzésére, a befizetett addk Osszegének Kkiszamitdsa, dontéshozatal személyes és kollektiv
pénziigyi kérdésekben.|5] A feladatok megolddsa soran [5|alkalmazzdk a valészintiségelmélet és
a statisztika alapjait.

A 9. osztdlyban 6ndllé témakorként ismerkednek meg és sajdtitjak el a tanuldk a kombina-
torika, valészintiségszamitds és a statisztika alapjait.

Ezek a témak szoros kapcsolatban vannak, igy azonos témakorben tanitjuk egymadsra épiilve:

Osztaly: 9. osztaly



Témakor: Kombinatorika, Valdszintiségelmélet és statisztika alapjai
Javasolt 6raszam: 8 éra
Heti 6raszam: 2 6ra

A tananyag tartalma:

- A kombinatorika alapszabalyai

Egy véletlen esemény gyakorisdga és valészintisége

Alapvetd informadciok informécidk a statisztikardl

Az adatok bemutatdsdnak és feldolgozdsdanak madédszerei

A tanulé:

példakat hoz fel: véletlenszerti eseményekre, statisztikai adatok bemutatdsdra tdblazatok,
diagrammok, grafikonok forméjaban, a kombinatorika szabdlyainak alkalmazdsdra;

megmagyarazza mi az: a véletlenszerii esemény gyakorisdga, egy véletlenszeri esemény
val6szintiségét;

megkeresi, kivdlasztja és rendszerezi a rendelkezésre &ll6 forrdsokbdl szarmazoé in-
formécidkat;

megoldja a feladatokat, melyek attekintik:

- az Osszeg és a szorzat kombinatorikus szabdlydnak alkalmazdsa;

véletlenszer( események valészintiségének meghatarozésa;

véletlenszerii események gyakorisdganak kiszamitasa;
- statisztikai adatok bemutatdsa, tdbldzatok, diagrammok, grafikonok formédjiaban.

A kozépiskolai matematika oktatas 10-11.osztdlyban valésul meg. A kozépiskolak szaméra
késziilt programmal az Ukrajna Oktatdsi és Tudomédnyos Minisztériuménak oldaldn ismerked-
hetiink meg.|6] A matematika oktatdsa 3 szinten valésulhat meg: Standard szint, Profil szint és
Elmélyiilt szint [6].

Standard szint

A modern térsadalmi életben valé sikeres részvételhez az embernek rendelkeznie Kkell
bizonyos matematikai tevékenységi mddszerekkel és azok gyakoralti problémdk megolddsdaban
val6 alkalmazdsdnak készségeivel. Bizonyos matematikai felkésziiltséget és annak alkalmazdsara
valé szamos kozépiskolai tantargy tanuldsa megkoveteli. A modern munkaerépiac a magas
szinvonali szakmai oktatds megszerzése és a kovetkez6 szakaszban torténd tovabbképzés
jelent6s kovetelményeket tdamaszt a matematika elsajatitdsdaval szemben a gyakorlati feladatok
megolddsdban. Ezért ezen a szinten valé oktatdsnak az egyik {6 feladata, hogy minden tanulé
szdmdra feltételeket biztositson a gyakorlati kompetencia megszerzéséhez.[6] A matematika
standart szinten valé oktatds vezérmotivuma a valés folyamatok modellezése fliggvények
segitségével. Mivel a diagrammokkal, rajzokkal, grafikonokkal végzett munka a gyakorlati
emberi tevékenység egyik gyakori tipusa. A tanulék a matematika oktatds ezen szintjén a



11.osztalyban foglalkoznak a statisztikdval, meghatdrozott témakoron beliil.
Osztaly: 11. osztdly Standard szint

Témakor: Kombinatorika elemei, Valdszintiségelmélet és Matematikai statisztika
Javasolt 6raszam: 10 6ra

Heti 6raszam: 2 6ra

A tananyag tartalma:
- A kombinatorika elemei

- A kombindcick felcserélése es elhelyezése (ismétlés nélkiil)

Egy véletlen esemény valészintiségének klasszikus meghatédrozdsa
- A kivalasztas jellemzsi

Grafikus informaécié atadasa a kivalasztottrdl

A tanulé:

érti a statisztika alapjait, a valdszintiség fogalmanak klasszikus definiciéja, mi az &ltaldnos
Osszesség és kivalasztds, az atlag fogalmanak jelent&sége, méduszok és medidnok kivilasztdsa;

kiszamitja az esemény relativ gyakorisdgdt, a felcserélések szdmat, a kombindcidk elhe-
lyezését, esemény valdszintiségét, alkalmazva annak tulajdonsdgait és a kombinatorikus sémaékat;

megmagyarazza az itlag mutatok tartalmat és a minta jellemzgit;

megtaldlja a szdmbeli jellemzdSket az adatok kivédlasztdasakor;

alkalmazza a kornyezeti jelenségek valdszintiségi jellemzGit dontéseink sordn.
Profil szint

A Profil szint célja a matematika oktatdasanak magas szintli megszervezése. Az alap és a tel-
jes kozépfoku oktatds dllami szabvanya alapjan keriilt kidolgozésra, figyelembe véve a megfelel
képzési profilra jellemzs oktatdst. A program tartalma megvaldsitja a tanulds kompetenciajahoz
valé megkozelitést, amely a megfelels tudds, készség és képesség elsajatitdsdra irdnyul. Lehetévé
teszi, hogy megalapozott kovetkeztetéseket vonjunk le a matematika valds életben torténd al-
kalmazdsérol, meghatarozva a végzds didk sikeres tevékenységét a tarsadalomban.|[6]

A matematika profilszint tanuldsdnak egyik f6 feladata a tanuldk grafikai kultirdjénak fej-
lesztése, amely a gyakorlat sziikségességével parosul. A grafikonokkal, diagramokkal, rajzokkal
végzett munka jelentGs helyet foglal el a miiszaki és a természeti szakirdnyu képzésében[6]. A
statisztikdval, mint 6néllé témakorrel ezen a szinten nem foglalkoznak. Viszont a valdszintiség
fogalmdt a statisztikai és az axiomatikus megkozelitések kombindldsaval célszerti kialakitani
.UgyanakKkor célszerii 6sszekapcsolni és figyelembe venni a szemléltets és feltars feladatokat, ame-
lyek illusztraljak és kiemelik a valdsziniiségelmélet és a statisztikai torvényszeriiségeket. Tehat
ezen a szinten a tandr beldtdsa szerint, a valésziniiségelmélettel parhuzamosan foglalkoznak a
statisztikdval.
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Osztaly: 11. osztdly Profil szint
Témakor: A kombinatorika elemei, Valészintiségelmélet
Javasolt éraszam: 30 ora

Heti 6raszam: 6 6ra

Elmélyiilt szint

A matematika elmélyiilt szinti oktatdsanak célja a mindennapi életben, a jovGben, a
munkdban sziikséges a matematikai ismeretek, készségek és képességek rendszerének tudatos
és elmélyiilt elsajdtitdsa, ezen a szinten megszerzett tudas elegends a felsGoktatdsban vald
tovdbbtanuldshoz matematikai szakirdnyban.

A matematika elmelyiilt szintii tanuldsanak egyik f6 feladata a tanulék grafikai kulturdjanak
fejlesztése, amely a gyakorlat sziikségességével parosul. A grafikonokkal, diagramokkal, rajzokkal
végzett munka jelents helyet foglal el a miiszaki és a természeti szkirdnyu képzésben.

A statisztikdval mint 6néllé témakorrel 10-11 osztalyban nem foglalkoznak.

Viszont a valdszintiség fogalmét a statisztikai és axiomatikus megkozelitések kombinglasdval
célszert Osszekotni és figyelembe venni a szemléltetd és feltars feladatok, amelyek illusztraljak
és kiemelik a valdsziniiségelmélet és a statisztika torvényszertségeket.[6]

Osztaly: 11. osztdly Elmélyiilt szint
Témakor: A Valdszintiségelmélet elemei
Javasolt 6raszam: 36 6ra

Heti 6raszam: 6 éra

Fels6oktatas

A felsGoktatdsban a valészintliségszamitds és a matematikai statisztika oktatdsa egymésra
épil. A hallgaték megismerkednek a matematikai statisztika fontos dgaival. Ismereteket
gyiijtenek a matematikai statisztika megértéséhez sziikséges fogalmakrol jelolésekrdl. A
sziikséges definicidékon, tételeken és bizonyitdsokon til, elméleti szamitdsokat igényls feladato-
kat oldanak. A matematikai statisztika témakor fejezetei:
Val6szintiségelmélet
A matematikai statisztika alapfogalmai
Pontbecslések
Intervallumbecslések
Hipotézisvizsgalatok
Regresszidészamitas

SR e
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2. fejezet

Elméleti alapok a
valoszintiségszamitashoz

A Ukrajndban a magyar tannyelvi osztdlyokban Merzljak és szerzétéarsai dltal irt tankdnyvet
[10] hasznaljak. Az emlitett tankonyv az aldbbi ismereteket tartalmazza.

A kombinatorika f6 szabalyai (Kombinatorika:) a matematika azon &dga, amely egy
véges halmaz elemeinek valamilyen szabdly alapjan torténd csoportositasaval, kivalasztdsaval,
sorrendbe rakdsaval foglalkozik.

Az Osszeaddsi szabaly: ha az A halmaz m elemt, a B halmaz pedig k elemi es ezeknek a
halmazoknak nincs koézos elemiik, akkor az ,,a vagy b” kivalasztdst, ahol acA és , beB m + A -
féleképpen lehet megvaldsitani.

A szorzds szabdly: ha az a elemet m-féleképpen lehet kivalasztani, és minden kivélasztdshoz
pedig a b elemet A-féleképpen, akkor az ,,a és b” kivdlasztast mk-féleképpen lehet megvaldsitani.
A véletlen esemény gyakorisiaga és valészintiisége

Esemény: a megfigyelés, tapasztalat, kisérlet eredménye.

Véletlen esemény: azon megfigyelések, kisérletek eredményét, melyek minden feltétel be-
tartdsa mellett vagy bekovetkeznek, vagy nem.

Véletlenszerd esemény gyakorisdga : P = % , ahol P - gyakorisdg, k - kedvezs esetek szdma,
n - Osszes eset [5]

Statisztikai valészintiség: minél tobb kisérletet végziink el, anndl pontosabb kovetkeztetést
vonhatunk le a véletlen esemény gyakorisdgdbdl a valészintiségére.

Klasszikus val6szin(iség

Biztos esemény: Az az esemény, amely az adott feltételek mellett barmelyik esetben
bekovetkezik. Az ilyen esemény valdszintiségét 1-nek tekintjik, vagyis: ha az A esemény biztos
esemény, akkor P(A) =1 .

Lehetetlen esemény: Az az esemény, amely az adott feltételek mellett egyetlen esetben sem
kovetkezhet be, lehetetlen eseménynek nevezziik. Az ilyen esemény valdszintiségét O-nak te-
kintjiik, vagyis: ha az A esemény biztos esemény, akkor P(A) =0 .

Klasszikus valdszintiség: ha egy kisérletnek n egyenls esélyti kimenetele van, melyek koziil az
A esemény m-szer kovetkezik be, akkor az A esemény val6szintiségének az 7 ardnyt nevezziik.
Megjegyzés: ha egy kisérlet feltételei olyanok, hogy a kimenetelek nem egyenl§ esélytiek, akkor
nem alkalmazhatjuk a klasszikus valészintiség meghatarozdsat.

A statisztika alapjai

Statisztika:  tOmegjelenségeket jellemz$ adatok Osszegytijtésének, feldolgozdsdnak és
elemzésének tudomadnya.

Statisztikai valdszintiség: minél tobb kisérletet végziink el, anndl pontosabb kévetkeztetést
vonhatunk le a véletlen esemény gyakorisdgdabdl a valdszintiségére.
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Az adatok megaddsi médjai: A begytijtott informéciét (adathalmazt) célszert tdblazatokba,
grafikonokba vagy diagramokba foglalni.

A szémtani kozepet, a moduszt és a medidnt a kapott adathalmaz statisztikai kézépérték
mutatdjanak nevezziik.

A Ukrajndban a magyar tannyelvi 11. osztdlyokban Merzljak és szerzétdrsai altal irt
tankonyvet [4] haszndljak. Az emlitett tankonyv az aldbbi ismereteket tartalmazza:

A matematikai statisztika alapjai:

(A szamadatokbdl 4ll6 minta terjedelme:) a legnagyobb és a legkisebb adat kiilonbsége.

A szamadatokbdl all6 x1, x9, . . ., x, minta szdmtani kozepének nevezziik a kovetkezd szamot:
T = ritxot. .. +xn

(Pératlgn szadmu minta medidnja:) a névekvs sorrendben leirt minta kézépss eleme.

(Péros szémi minta medidnja:) a novekvs sorrendben leirt minta kozépsé mintaelemek
kozépss két eleme koziil barmelyiket vagy a két kozépss szamtani kozepét (ha a vizsgalt adatok
szamok).

(Médusz) Az az eleme a mintdnak, amely a leggyakrabban fordul elg.
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3. fejezet

Felmérés eredményei

Az online felmérés célja a Valdsziniiségszamitds oktatdsdval kapcsolatos tapasztala-
tok és kihivdasok feltdrdsa volt a pedagdgusok korében. A felmérésben résztvevk
valészintiségszamitdssal kapcsolatos jellemzéire, példaul korra, végzettségre és munkakorre, vala-
mint a valészintiségszamitas tanitdsdval kapcsolatos észrevételeikre vonatkozoé kérdésekre adott
vélaszok alapjan az aldbbi Osszefoglalét készitettiik: A felmérés valaszadoi kozott egyenls
ardnyban oszlottak meg a ndk és a férfiak (50% - 50% ). A legtobb vélaszadé a 7.-ik illet-
ve 8 osztdyban tanit/tanitott (13 vélasz), de a 9.osztdlyban (11 vélasz) és az 5.osztdlyban (9
vélasz) is sokan oktattak. Az oktatdsban eltoltott id6 alapjan a pedagégusok nagy része 1-5
éve (31,3%) dolgozik a teriileten, mig kisebb ardnyban voltak azok, akik 6-10 éve 6,3%, 11-15 és
tobb mint 15 éve valaszadok ardnya azonos 25%, és kevesebb mint 1 éve (12,5%) dolgoznak az
oktatasban.

8
M nagyon egyszerd WM egyszerd kozepes WM nehéz WM nagyon nehéz

6

- B B

Valosziniiségszamitas

3.1. dbra. Mennyire ért egyet a kovetkezs allitdssal?
A 7. osztélyban eldirt kovetelményeket a legtobben (7 vélasz) kozepesen tartjak nehéznek

, nagyon egyszeriinek és nehéznek egyenld mennyiségben oszlanak el (3 vélasz), legkevesebben
egyszeriinek (1) és nagyon nehéznek tartjak (2) a kovetelményeket.

I nagyon egyszert M egyszerl kozepes Ml nehéz MM nagyon nehéz

4 JJ I
2 I
0

Valészinliségszamitas Statisztika

3.2. dbra. Témakorok teljesitésének nehézsége
Val6szintiségszamitas:
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A viélaszok eloszldsa azt mutatja, hogy a legtobb Pedagégus (6) az "egyszerd" kategéridba so-
rolja, és egy jelentds résziik (5) a "kozepes" kategéridba. Csak egy-egy Tanér tartja "nehéznek"
vagy "nagyon egyszertinek". Osszességében a Tandrok tobbsége nem taldlja kiilonosebben
nehéznek a valdszintiségszamitést.

Statisztika:

A legtobb vélasz "egyszerd" (6) és "kozepes" (7) kategéridkban van. Hdrom Tanér azon-
ban "nagyon nehéznek" taldlja. Az eloszlds azt jelzi, hogy a statisztika dltaldban elfogad-
haté nehézségii a tanulék tobbsége szdmadra, de tobb oktaté taldlja nagyon nehéznek, mint a
val6szintliségszamitast.

A Tandrok altaldban konnyebbnek taldljdk a valészintiségszamitdst, mint a statisztikat.
Mindkét témakor esetében a vélaszok tobbsége az "egyszeri" és "kozepes" kategéridkba esik,
ami azt jelzi, hogy a kovetelmények teljesitése a didkok szamdra &ltaldban nem jelent nagy
problémat. Erdemes kiilon figyelmet forditani azokra a didkokra,akiknek nehezebb atadni eze-
ket a témakoroket és esetleg tovabbi tamogatédst nytjtani szémukra.

M nagyon egyszerd I egyszerd kozepes WM nehéz Ml nagyon nehéz
4

Valoszinliségszamitas Statisztika

3.3. dbra. Mennyire ért egyet a kovetkezs allitassal?

Valo6szintiségszamitas:

A legtobb Tandr (4) azt taldlja, hogy a valészintiségszdmitds oktatdsa nehéz a 11 osztalyban.
Viszonylag kevesen (2) taldljak nagyon egyszertinek vagy nagyon nehéznek. A vélemények
megoszlanak a kozepes (3) nehézségi kategéridban. Osszességében a tanulok tébbségének a
val6szintiségszamitds kihivést jelent, de nincs egységes vélemény a nehézségérsl.

Statisztika:

A legtobb oktaté azt taldlja, hogy a statisztika témakor teljesitése egyszerii vagy kozepes
nehézségi. Kisebb csoport taldlja nehéznek vagy nagyon nehéznek. Osszességében a tanulok
szdmara a statisztika dltaldban elfogadhaté nehézségii.

Igen 6(37,5%)

Valtozé

3.4. dbra. Konnyebb e a tudast feleveniteni?

A valaszaddk tobbsége (37,5%) ugy véli, hogy a 9. osztalyban a valészintiségszémitds ok-
tatdsa segit abban, hogy a gyerekek megszerzett tuddsa jobban felelevenithets legyen.

Egy kisebb rész (18,8%) szerint a 9. osztdlyban nem lesz konnyebb a gyerekek szdmdra a
kordbban megszerzett tudds felidézése.
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Az vélaszaddk jelentSs hanyada (43,8%) szerint ez véltozé lehet, ami azt jelenti, hogy ez
attdl fiigg, hogy az adott didk milyen mértékben haszndlja vagy gyakorolja az el6z6 években
szerzett tuddsat, fontos lehet az el6zd évek tananyagdnak rendszeres felidézése .

Igen (50%)

Nem 8(50%)

3.5. dbra. Konnyebb e a tudast feleveniteni?

Igen - (50%) Nem - (50%) A vélaszok alapjan az a kovetkeztetés vonhaté le, hogy megosz-
lanak a vélemények arrél, hogy elegendé-e 8 6ra a valdszintiségszamitds témakor dtaddsdra a
9. osztdlyban. Ez azt jelentheti, hogy ez az id6mennyiség lehet elégséges bizonyos csoportok
szdamdra, de masok szamdra nem biztosit elegendd id6t az anyag megértéséhez és elsajatitasdhoz.
Fontos lehet az oktatdsi médszerek és az 6rdk hatékony kihaszndldsa annak érdekében, hogy a
tanulék minél jobban megértsék a témakort, fliggetleniil az idSkerettdl.

® igen
@ Nem

3.6. dbra. Elegenddnek tartja e a 10 érat 11.osztdlyban a valészintiségszamitds témakor dtaddsdra?

Igen - (28,6%) Nem - (71,4%) A vélaszok alapjdn az dllaspontok erGsen megoszlanak arrdl,
hogy elegenddG-e 10 éra az 11. osztdlyban a valdszintségszamitds témakorének ataddsdra. A
tobbség szerint ez az idGkeret nem elegendS az anyag megértéséhez és elsajatitdsdhoz. FEz
arra utalhat, hogy sziikség lehet tovdbbi id6re vagy hatékonyabb oktatdsi mdédszerekre an-
nak érdekében, hogy a tanulék megfelelGen megértsék és elsajdtitsak a valdszintiségszamitds
témakorét.

16



4. fejezet

Online tananyag készitése

Az online tananyag megvaldsitdsdnal f6 szempontként arra torekedtem, hogy egy dtlathatd,
konnyen és jol értelmezhetd oktatdsi anyagot hozzak létre a tanulék szémdra. A témakorok
atadasandl torekedtem a fogalmak induktiv bevezetésére a konnyebb elsajatitdas végett. Az
online tananyag létrehozdasakor szemiigyre vettem a Tuija Arola &ltal készitett "Kézikonyv az
e-learning tervezéshez" dokumentumsét.|10]

Valészinﬁségszémités Home  Kombinatorika  More ¥

Valoszintiségszamitas

oktatasa

Keszitette: K6dobocz Kristof

4.1. 4bra. Weboldal

A témakorok melyeket kidolgoztam a Kombinatorika, a Klasszikus valészintiségszamitds és
a Matematikai statisztika fejezetek voltak az oktatds terén. A tananyag dtaddsa utdn a gya-

# Kombinatorika | EDT @ &

1 Valésziniség sza EDT @ &

# Matematikai stat EDT @ &

4.2. dbra. Temakorok
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korlati feladatokra helyeztem hangsilyt, melyet Teszt formédjaban kiviteleztem az ismeretek
rogzitése és a problémamegold6 készség fejlesztése gyandnt. A teszt elvégzése el6tt Segitségiil
a LearningApps-et haszniltam a latvdnyossdg, az interaktiv tabldnal valé gyakorlas és az
érdeklédés fenttartdsa miatt. Konnyen tud a Tandr és a didk kapcsolatot teremteni egymds

-

4.3. abra. Teszt

kozott ezaltal javul a Tandr-didk kozotti kommunikdcié. Mindezek mellett konnyen kovethetd
és visszavezethetd.

18



4.1. Az oldal struktiiralis felépitése

Weboldalam strikturélis felépitésénél az egyszertiségre és a konnyed kezelhetGségre térekedtem.
A témakorok a tantervnek megfelelen kovetik egymaést :
Kombinatorika

Valészinﬁségszémités Home Kombinatorika More ¥

Készitslink egyltt egy tortat!

A=
Diszitsiik fel ! Van 3 féle diszitd elemiink Dkv/‘k

szerintetek hany féleképpen tudjuk
felhelyezni a diszit elemeinket ?

4.4. 4bra. Kombinatorika

Az elméleti alapokat a Kombindcidhoz induktivan vezetem be. Példak bemutatdsdval és az
események szemléltetésével prébdlom szemléltetni a torténéseket. Majd amikor a didkok képet

Vezessuk be a kombinacié fogalmat

Maradjunk a Torta diszitésénél , azzal a feltétellel hogy most 3 elem kozil ki kell valasztanunk 2 és csak azokat tehetjik fel

) ' vAg
Van 3 féle diszitd elemink : <3 >
sy

De nekiink csak 2 kell felhelyezni

Hogyan is Vélaszthatjuk ki 6ket ? Példaul:

4.5. dbra. Kombinatorika elmélet 1

kaptak a kombindcié fogalm&rsl megismertetem veliik a megoldé képletet és azok részleteit
A variacié témakort hasonléan a kombindciohoz szintém induktivan prébédlom bevezetni le-
hetéges események bemutatdsanak segitségével.
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A kombinacio képletének hasznalata

Cn, k) = ey

* nakivalaszthat6 elemek szama (ez esetliinkben 3, mert 3 diszitésiink van),
* [k akivalasztandod elemek szama (ez esetiinkben 2, mert két diszitést valasztunk),

Megoldas:

C(3,2) = it =522 =3

21(3-2)! 2-1/(3-2)

4.6. dbra. Kombinatorika elmélet 2

van 3 killonboz6 iranyu felirat (Boldog Sziiletésnapot!, Szeretlek!, Gratulalok!), hanyféleképpen lehet
ezeket az irasokat a siiti tetejére helyezni Ha szamit a sorrend?

Példaul:

Boldog Szl p

Szeretlek! Boldog Sziiletésnapot  Gratulalok!

4.7. dbra. Kombinatorika elmélet 3

A Variacio képletének hasznalata

n akivalaszthato elemek szama,

V(n,k) = '”L'“,
i k a kivalasztandé elemek szama,

Tehdt ha van 3 kiilonbozé feliratunk, és ezeket mind fel kell helyezni a sti tetejére,
akkor a variaciok szama a kovetkezd lenne:

V(3,3) = L”, = %} Fontos megjegyezni, hogy 0! értéke 1, tehat:

4.8. dbra. Kombinatorika elmélet 4
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Mikor dtadtam a sz6kséges tuddst az elméleti részhez és megtortént a begyakorlds a Learning-
apps jatékos feladatok megolddsa, ezek utdn Osszedllitottam egy dolgozathoz hasonlé téméval
kapcsolatos feladatokbdl all6 tesztet a tanuldk tuddsdnak felmérésére.

Ezt Google Forms segitségével kiviteleztem.

Kombinatorika

B I U Y

Kombinatorika felméré teszt

Timeénak 6t szoknydja és 3 pér cipdje van. Hanyféleképpen dltozkédhet fel Timea?

4.9. abra. Tesztl
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Klasszikus valészintiségszamitds

egy dobozban kiilénboz6 szinii golyok vannak: piros,
kék és zold

A feladat az lenne, hogy megértsiik, mi a
valészin(isége annak, hogy véletlenszeriien

kivalasztva egy golyot a dobozbdl, az adott szinl
lesz.

B Google Slides

4.10. dbra. Klasszikus valésziniiség

A témakorhoz az elméleti részt induktivan térom a diskok elé. Ugy gondolom ez sokkal
gyakorlatiasabb és igy jobban megrogzil a tudéds a didkok fejében, de ez csoportfiiggs és ki kell
tapasztalni melyik tanftdsi médszer a legalkalmasabb szdmukra.

Ha a dobozban van 5 piros, 3 kék és 2 z6ld golyd, akkor mi
a valdsziniisége annak, hogy véletlenszerGen kivalasztva
egy golyot, az piros lesz?

Ugye mikor huzunk véletlenszerien vagy piros

vagy kék vagy zéld golyét hizunk ,de nekiink

csak a piros kell ezért hasznaljuk a klasszikus
valoszinliség képletét mert tobb kimenetel is
lehetséges lenne ha nem ezt hasznalnank, mivel

semmi sem garantélja hogy elsé hlzasra pirosat
hizunk

mm:%

k - kedvezé esetek szama (jelen esetben az hogy pirosat

hizunk és abbél 5 van)

n - az Osszes estet

A piros golyok szamat osztva az 6sszes golyd szamaval
Tehat 5 piros golyé van 6sszesen 10 golyobdl, tehat a
valdsziniség :

16 = 0.5 vagyis 50%.

4.11. abra. Klasszikus valészintiség elméleti rész

A tananyag dtaddsa utdn a motivdcié fenttartdsdra torekedtem jdtékos és interaktiv felada-
tok megolddsaval. A teszt elvégzése el6tt Segitségiil a LearningApps-et haszniltam. Kisebb
ismétlésként a kombinatorikdval kapcsolatos Learningapps feladatokat készitettem a tanultak
felevelenitésére és a problémamegoldé készség fejlesztésére

Osszedllitottam egy dolgozathoz hasonlé témaval kapcsolatos feladatokbol 116 tesztet a ta-
nulék tuddsdnak felmérésére. Ezt Google Forms segitségével kiviteleztem.
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Dobékockaval Dobékockaval Péros vagy paratian
2- nél nagyobb “ szamot dobg szamot dobok.

Feladat
Pérositsd az eseményhez a
bekovetkezésének a valdsziniséget!
ibokockaval
nél kisebb
szamot dobok.

d ckave
2- nél nagyob
paros szamot dc

Dobdkockaval o
2- nél nem kisebb Dobok~~! 1
szémot dobok. kette.

4.12. dbra. Learningapps2

Klasszikus val6szinliség

B I U o® X

Felmérd teszt

A matematika vizsgara 35 tételt kell megtanulni. Az egyik tanulé 30 tételt tanult meg kifogastalanul
Mekkora a valosziniisége annak, hogy a tanuld a talalomra kihizott tételre 12-es érdemjegyet

kapjon?
A B [&] D E
L 3 S 1 L
3 7 7 G
A
B

4.13. abra. Teszt2
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Matmematikai statisztika

El6szor az elméleti alapokat szeretném bemutatni a didkok szdméra ezt szintén induktiv
modon teszem szitudciok bemutatdsdval. ElGszor

Tegyink megfigyeléseket !

B koe .o

Tanulék szdma
1
=1
ol
8
£ ]
=
&
il
¢
]
&
glll

m—

Melyik az az id6é amit a legtobben mondtak a didkok kozal? 1 6ra 30 perc
Ezzel meghataroztuk a Mddusz fogalmat
Mekkor a kiilonbség a legtobbet és a legkevesebbet szabadban toltott didkok draszamai kozott?
2630p - 45p = 150p - 45p = 105p  Ezzel meghatéroztuk a Minta terjedelmének fogalmat

S 3 2 Google Siides

4.14. abra. Statisztika

Tegyiunk megfigyeléseket !

10 WO

Tanulék széma

45 min ih 1h30min 1h45min  2h 2 h 30 min
Friss levegdn tartézkodds tartama

Ezen adatok alapjan amit az elébb tanultunk prébéljuk meghatdrozni a minta dtlagdt !
A minta atlaga jelen esetben : A szabadban toltott 6rak szdma szorozva annyival ahanyan az adott
mennyiségl orat toltotték kint ezt minden egyes idére megtesszik majd elosszuk a tanuldk szédmaval.

2-45+5-604-8-90+6:1054+4-120+3-150
28

Atlag=
Ezzel meghatéroztuk az atlag fogalmat is

4.15. abra. Statisztika elméleti rész 2

A tananyag dtaddsa utdn a motivéacié fenttartdsdra torekedtem jatékos és interaktiv felada-
tok megoldédsdval. Az éra végére egy mindennapi példdkon alapulé Valdszintiségiszamitassal
kapcsolatos események eldontését szerettem volna gyakorolni . Ezzel mutatni és levonatkoztatni
a tananyagot a vald élet torténéseire. Segitségiil a LearningApps-et haszndltam .

Osszedllitottam egy dolgozathoz hasonlé témaval kapcsolatos feladatokbol 8116 tesztet a ta-
nulék tuddsanak felmérésére. Ezt Google Forms segitségével kiviteleztem.
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Tegyunk megfigyeléseket !
Median meghatarozasa masik példa alapjan

Hatarozzatok meg a kovetkez6 minta medianjat: 1,3,2,4,5,2,3,4,1,6!

Kezdetben tegylk novekvé sorrendbe a mintank elemeit

a minta névekvé sorrendben: 1,1,2,2,3,3,4,456
Kovetkezé lépésként szamoljuk meg hogy a mintank elemeinek szama paros vagy paratlan

A mintank 10 elemet tartalmaz ezért paros szamu

Ha a mintdnk paros szamu akkor a Medidn a 2 kdzéps6 elem 4tlaga lesz
vagyis : (3+3)/2=3

Ha a minténk pdratlan lenne akkora a Medidn egyszerlien a k6zéps6 elem

4.16. abra. Statisztika elméleti rész 3

A fogalmak osszegzése

BIRIREEHEHRIRE: = lognagyobb és a legkisebb adat kildnbsége.

MIBEESE /2 az cleme a mintanak, amely a leggyakrabban fordul elé

a névekvé sorrendben leirt minta kdzépsd mintaelemek
kozépso két eleme kozul barmelyiket vagy a két kozépsé szamtani kozepét (ha a vizsgalt
adatok szdmok).

_ a novekvo sorrendben leirt minta

kozépso eleme.

A szdmadatokbol 6 x1, X2, ..., xn minta SEAMEANIKOZEPENER nevezzik a kovetkezd
szamot: x = (x1+x2+. .. +xn)/n

4.17. abra. Statisztika elméleti rész 4
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4.18. dbra. Learningapps3
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Statisztika

B I U o® Y

Statisztika felméré teszt

Mit neveziink a minta "Terjedelmének"?

Rovid széveges valasz

Mit neveziink a minta méduszanak?

Rovid széveges vélasz

Mit neveziink a minta Medianjénak?

R&vid széveges vélasz

4.19. dbra. Statisztika teszt
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5. fejezet

Feladatok megoldasa

5.1. Kombinatorikai teszt feladatok megoldasa
Timednak 6t szoknydja és 3 pér cipGje van. Hényféleképpen 6ltozkodhetfel Timea?

Megoldds: 5-3 =15

Hény olyan hdromjegyi szdm létezik, ameleyekben a szdmjegyek pdratlanok?

Megoldés:
paratlan szamok: 1,3,5,7,9 - ez 5 db
Ha szdmok nem ismétlgdhetnek: 5-4 -3 = 60

Hény otjegyl szam képezhet§ az 1,2,3,4,5 szdmjegyekbdl, dgy, hogy a szamjegyek kiikonbozsek
legyenek?

Megoldés:

Mivel 5 szémjegyiink van, ezért az els§ szdmot 5 szdmjegy koziil vilaszthatjuk, a médsodikat
madr csak 4, mivel egyet mar valasztottunk és igy tovabb.

5-4-3.-2-1=25!

A pénzérmét 4-szer dobjuk fel. Hanyféle fejbdl és irdasbdl allé kiilonbozs sorozatot kaphatunk?

Megoldas:

Ha feldobunk egy pénzérmét akkor vagy fej vagy irds lesz az eredmény. Ez két kiilonbozd
kimenetel. Mivel 4-szer dobjuk fel ezért:

2:-2.2.2=21

Hény 5-tel oszthaté 6tjegyl szam létezik?

Megoldas:

Egy szém akkor osztédik 5-el ha az utolsé szémjegy 0 vagt 5.

A szémjegyek ismétlédhetnek:

9+ 10+ 10+ 10+ 2 - egy szdm nem kezdGdhet 0-val ezért csak 9 szamjegy koziil vélaszthatjuk
ki az els6 szdmjegyet.
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5.2. Klasszikus val6szintiségi teszt feladatok megoldasa

A matematika vizsgira 35 tételt kell megtanulni. Az egyik tanulé 30 tételt tanult meg
kifogastalanul. Mekkora a valészintisége annak, hogy a tanulé a taldlomra kihizott tételre 12-es
érdemjegyet kapjon?

.. _ kedvezo. _ 30 _ 6
Megoldds: P = “=0¢22: P = o0 = 2

A matematika vizsgdra 30 tételt kell megtanulni. Az egyik tanulé egy tételt tanult meg. Mek-
kora a valészintiisége annak, hogy a tanulé nem teszi le a vizsgéit, ha csak egy tételre vélaszolhat?

Megoldds: Vegyiik az ellenkez8 esetet és tételezziik fel hogy a tanuld le tette a vizsgat.
Ennek a valészintsége : P = %

Annak a valészintisége, hogy a tanulé olyat tételt hiz amit tud: 1 — 3—10 =0.96

Egy dobozban 7 kék és b sdrga goly6é van. Mennyi a valdszintisége annak, hogy a dobozbdl
taldlomra kivett golyé

1) sarga;

2) kék?

Megoldés:

nP-}

[y

7
2) P=15

[y

A 2,46,8 szamjegyekbdl haromjegyl szdmot képeziink. Mennyi lesz annak a valdszintsége,
hogy a kapott szdm oszthato:

1) 5-tel

2) 2-vel?

Megoldés:

1) P(A) - annak a valdszintisége hogy a szém 5-tel oszthaté

P(A) =0, mivel egy szdm akkor oszthaté 5-el ha O-ra vagy 5-re végzddik.

2) P(B) - annak a valdszintisége hogy szém 2-vel oszthato

P(B) = 1, mivel egy szdm akkor osztédik 2-vel ha O-ra vagy pdros szdmra végzddik, és ez a
feltétel jelenleg mindig teljestilni fog.

5.3. Statisztikai teszt feladatok megoldasa

A statisztikai feladatok megtervezésénél szemiigyre vettem a Dr. Témécs Tibor dltal készitett
"Matematikai statisztika gyakorlatok" cimi dokumentumét. [9]

A telefontdrsasdg megakarja ismerni az el6fizet6k napi telefonhivdsainak szémaét. 100 ember
adatait diagrammon (5.2.) &brazoltdak. Szdémitsatok ki az adott minta terjedelmét, &tlagos
kozépértékét, medidnjat és moduszat!

Megoldés:
A minta terjedelme = legnagyobb adat - legkisebb adat; 11 - 0 = 11

A _ 14-040-14+5-2410-34+10-44+12-54-15-64+-14-7+8-84+8-9+3-10+1-11 __ 505 __
Atlag= -1 = 305 — 5.05
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Medidn = 8 - paratlan szamu minta kozépss eleme

Mdédusz = 6 - leggyakrabban eléfordulé elem

5.4. Begyakorlo6 feladatok megoldasa

Az osztdlyba 10 fid és 7 ldny jar. Hanyféleképpen alkothat tdncos parokategy fit és egy lany?

Megoldds: 10-7 =70

Hény kiilonb6z6 haromjegyt szdamot alkothatunk az aldbbi szdmjegyekbdl:
1) 1és2;

2)0és1

(a szdmjegyek ismétlédhetnek)?

1)Megoldés: 2-2-2=8

2)Megoldds: 1-2-2 =4

Hény 6tjegyd szdm képezhets az 1,2,3,4,5 szamjegyekbdl, tigy, hogy a szdmjegyek kiikonbozdek
legyenek?

Megoldés:

Mivel 5 szédmjegylink van, ezért az els§ szdmot 5 szdmjegy koziil valaszthatjuk, a médsodikat
mér csak 4, mivel egyet mar valasztottunk és igy tovabb.

5.-4-3-2-1=25!

A pénzérmét 4-szer dobjuk fel. Hanyféle fejbdl és irdasbdl allé kiilonb6zs sorozatot kaphatunk?

Megoldas:

Ha feldobunk egy pénzérmét akkor vagy fej vagy irds lesz az eredmény. Ez két kiilonbozd
kimenetel. Mivel 4-szer dobjuk fel ezért:

2.-2.2.2=21

Hény oOtjegyd kiilonb6zG szamjegyekbdl allé szém irhaté fel a 0,1,2,3,4 szdmjegyek fel-
hasznélasdval ?

Megoldas:
Az els6 szamjegy nem lehet 0, ezért mér csak 4 szédmjegy koziil valaszthatunk.

4-4-3-2-1=4-4!

Biztos, lehetséges vagy lehetetlen?
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Klasszikus valészintiségi begyakorlé feladatok megoldasai

) ——
AR Dobokockaval Dobbkockaval
5 5 Dobdkockaval b 'obokockava
Péros vagy paratlan . B primszamot dobok.
ot dobok 2 nel nem kisebb kettest dobok.
szémot dobok.
Dobokockéval
2- nél nagyobb
péros szémot dobok. [ ) @

Dobokockaval
2- nél kisebb
primszamot dobok.

Dobodkockaval
1 2- nél nagyobb

szamot dobok.

5.8. dbra. Klasszikus begyakorlds

1

6

Dobdékockaval ketténél nagyobb szémot dobok 7

Megoldés: Osszesen hat lehetséges kimenetel van. Az események (azaz a 3, 4, 5, és 6)

szdma négy, tehdt az esemény valdsziniliségét gy kapjuk meg, hogy elosztjuk az események
szamat az Osszes lehetséges kimenetelek szaméval:

o Kedvezs kimenetelek szama 4
Val6szintiség = =_=

Osszes lehetséges kimenetel szdma G
péros vagy pératlan szémot dobok 7

2
3

Megoldds: Osszesen hat lehetséges kimenetel van. Az események (azaz az 1, 2, 3, 4, 5,

és 6) szama hat, tehat az esemény valdszintiségét gy kapjuk meg, hogy elosztjuk az események
szamadt az Osszes lehetséges kimenetelek szaméval:

o Kedvez6 kimenetelek szama 6
Val6szintiség = — =-=1

Osszes lehetséges kimenetel szama 6
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Dobdékockdval 2-nél nagyobb paros szamot dobok 7

Megoldds: Osszesen hat lehetséges kimenetel van. Az események (azaz a 4 és 6) szdma
kettd, tehdt az esemény valdszintiségét gy kapjuk meg, hogy elosztjuk az események szdmét az
Osszes lehetséges kimenetelek szamaval:

o Kedvezd kimenetelek szdama 2 1
Valészintliség = — - =- =
Osszes lehetséges kimenetel szama 6 3

Dobékockaval 2-nél nem kisebb szamot dobok 7

Megoldds: Osszesen hat lehetséges kimenetel van. Az események (azaz az 2, 3, 4, 5, és
6) 6t hat, tehdt az esemény valészintiségét ugy kapjuk meg, hogy elosztjuk az események szamét
az Osszes lehetséges kimenetelek szamaéval:

. Kedvezs kimenetelek szama 5
Valészintiség = — - = -
Osszes lehetséges kimenetel szdma 6

Dobékockaval harmast dobok ?

Megoldds: Osszesen hat lehetséges kimenetel van. Az események ( 2) szdma egy, tehdt
az esemény valdszintiségét ugy kapjuk meg, hogy elosztjuk az események szdmdt az Osszes
lehetséges kimenetelek szamédval:

. Kedvezs kimenetelek szama 1
Valoszintiség = = - - - = -
Osszes lehetséges kimenetel szama 6

Dobdkockaval primszamot dobok 7

Megoldds: Osszesen hat lehetséges kimenetel van. Az események (azaz az 2, 3, 5) szama
hdrom, tehdt az esemény valészintiségét gy kapjuk meg, hogy elosztjuk az események szamat
az Osszes lehetséges kimenetelek szamaéval:

. Kedvez6 kimenetelek szama 3
Val6szintiség = — _ = =_
Osszes lehetséges kimenetel szama 6 2

Dobdkockdval 2-nél kisebb primszamot dobok 7

Megoldds: Osszesen hat lehetséges kimenetel van. Az események széma nulla, tehdt az
esemény valdszintiségét dgy kapjuk meg, hogy elosztjuk az események szdméat az Osszes
lehetséges kimenetelek szaméval:

Kedvezd kimenetelek szama

Valo6szintliség = = - - - =0
Osszes lehetséges kimenetel szama
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valosziniseé Feladat tinlisege 2/3

Ebben a feladatban pontosan egy
| szabalyos dobokockat dobunk el
képzeletben. Rendezd az eseményeket
‘ a valoszinlseguk nagysaga szerinti
| csoportokba!

| K]

valoszinlisege 173 valoszinlsege 1/6

5.9. dbra. Klasszikus begyakorlds 2. teszt

Péros szémot kapunk 7

Megoldds: Osszesen hat lehetséges kimenetel van. Az események szdma (azaz az 2, 4, 6)
hdrom, tehat az esemény valdszintiségét gy kapjuk meg, hogy elosztjuk az események szamat
az Osszes lehetséges kimenetelek szamadval:

o Kedvez6 kimenetelek szama 3 1
Val6szintiség = = : =—- ==
Osszes lehetséges kimenetel szama 6 2

Pératlan szdmot kapunk 7

Megoldas: Osszesen hat lehetséges kimenetel van. Az események szdma (azaz az 1, 3, 5)
hdrom, tehdt az esemény valdszintiségét gy kapjuk meg, hogy elosztjuk az események szamat
az Osszes lehetséges kimenetelek szamaéval:

o Kedvez6 kimenetelek szama 3 1
Val6szintiség = — _ ===
Osszes lehetséges kimenetel szdma 6 2

Prim szdmot kapunk 7

Megoldds: Osszesen hat lehetséges kimenetel van. Az események szama (azaz az 2, 3, 5)
harom, tehat az esemény valészintiségét gy kapjuk meg, hogy elosztjuk az események szdmat
az Osszes lehetséges kimenetelek szamadval:

. Kedvez6 kimenetelek szama 3 1
Valészintliség = = - ==
Osszes lehetséges kimenetel szama 6 2

Olyan széampot kapunk ami 4-nek osztéja 7

Megoldds: Osszesen hat lehetséges kimenetel van. Az események szdma (azaz az 1, 2, 4)
hdrom, tehdt az esemény valdszintiségét gy kapjuk meg, hogy elosztjuk az események szamat
az Osszes lehetséges kimenetelek szamaval:

o Kedvez6 kimenetelek szama 3
Valészintiség = — : =-—=
Osszes lehetséges kimenetel szdma 6

2
Nem 3-al oszthaté szémot kapunk ?

Megoldds: Osszesen hat lehetséges kimenetel van. Az események széma (azaz az 1, 2, 4,
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5) négy, tehat az esemény valészintiségét igy kapjuk meg, hogy elosztjuk az események szamét
az Osszes lehetséges kimenetelek szamaéval:

. Kedvezd kimenetelek szdama 4
Valoszintiség = — - . - = - =
Osszes lehetséges kimenetel szama 6

2
3
Olyan szémot kapunk ami osztdja 6-nak?

Megoldas: Osszesen hat lehetséges kimenetel van. Az események szama (azaz az 1, 2, 3,
6) négy, tehat az esemény valdszintiségét igy kapjuk meg, hogy elosztjuk az események szamét
az Osszes lehetséges kimenetelek szamaval:

. Kedvezd kimenetelek szama 4
Valészintliség = — - . - =_ =
Osszes lehetséges kimenetel szama 6

2
3
4-nél nem nagyobb szamot kapunk ?

Megoldas: Osszesen hat lehetséges kimenetel van. Az események szama (azaz az 1, 2, 3,
4) négy, tehit az esemény valésziniiségét gy kapjuk meg, hogy elosztjuk az események szamat
az Osszes lehetséges kimenetelek szamaval:

Kedvez6 kimenetelek szama

4
Valészintliség = — . == =
Osszes lehetséges kimenetel szama 6

2
3
20 egyik osztéjat kapjuk 7

Megoldds: Osszesen hat lehetséges kimenetel van. Az események szdma (azaz az 1, 2, 4,
5) négy, tehat az esemény valészintiségét igy kapjuk meg, hogy elosztjuk az események szamét
az Osszes lehetséges kimenetelek szamaval:

Kedvez6 kimenetelek szama

4
Valészintliség = — - . - == =
Osszes lehetséges kimenetel szama 6

2
3
3 t6bbszorosét kapjuk 7

Megoldds: Osszesen hat lehetséges kimenetel van. Az események szdma (azaz az 3, 6)
kettd, tehdt az esemény valdszintiségét gy kapjuk meg, hogy elosztjuk az események szdméit az
Osszes lehetséges kimenetelek szamaval:

. Kedvezd kimenetelek szama 2
Valészintliség = — - - - = -
Osszes lehetséges kimenetel szama 6

1
3
négyzetszéamot kapunk ?

Megoldds: Osszesen hat lehetséges kimenetel van. Az események szama (azaz az 1, 4)
kettd, tehdt az esemény valdszintiségét gy kapjuk meg, hogy elosztjuk az események szdmét az
Osszes lehetséges kimenetelek szamaval:

. Kedvezd kimenetelek szama 2
Valészintliség = = - - - = -
Osszes lehetséges kimenetel szama 6

1
3
3-nél kisebb szdmot kapunk 7

Megoldds: Osszesen hat lehetséges kimenetel van. Az események szama (azaz az 1, 2)
kettd, tehdt az esemény valdszintiségét gy kapjuk meg, hogy elosztjuk az események szdmét az

35



Osszes lehetséges kimenetelek szamaval:

. Kedvezd kimenetelek szama 2 1
Valdszintiség = — : =—- ==
Osszes lehetséges kimenetel szdma 6 3

Osszetett szamot kapunk ?

Megoldds: Osszesen hat lehetséges kimenetel van. Az események szdma (azaz az 4, 6)
kettd, tehdt az esemény valdszintiségét gy kapjuk meg, hogy elosztjuk az események szdmét az
Osszes lehetséges kimenetelek szamédval:

. Kedvezs kimenetelek szdma 2
Val6szintiség = — _ ==
Osszes lehetséges kimenetel szdma 6

3
6-ost dobunk ?

Megoldds: Osszesen hat lehetséges kimenetel van. Az események szama (azaz az 6) egy,
tehdt az esemény valészintiségét tigy kapjuk meg, hogy elosztjuk az események szamét az Osszes
lehetséges kimenetelek szamaval:

o Kedvezd kimenetelek szama 1
Val6szintiség = — - ==
Osszes lehetséges kimenetel szdma 6

Olyan szémot kapunk, aminek 4-es maradéka 3 7

Megoldds: Osszesen hat lehetséges kimenetel van. Az események szdma (azaz az 3) egy,
tehdt az esemény valdszintiségét igy kapjuk meg, hogy elosztjuk az események szamét az Osszes
lehetséges kimenetelek szamadval:

o Kedvezs kimenetelek szama 1
Valészintiség = — - - — = —
Osszes lehetséges kimenetel szdma 6

1-est dobunk 7

Megoldds: Osszesen hat lehetséges kimenetel van. Az események szama (azaz az 1) egy,
tehat az esemény valészintiségét gy kapjuk meg, hogy elosztjuk az események szaméat az Osszes
lehetséges kimenetelek szamédval:

. Kedvezs kimenetelek szama 1
Valészintliség = — - - - = -
Osszes lehetséges kimenetel szama 6

Olyan szdmot kapunk, aminek az abszolit értéke 2 7

Megoldds: Osszesen hat lehetséges kimenetel van. Az események szama (azaz az 2) egy,
tehat az esemény valészintiségét igy kapjuk meg, hogy elosztjuk az események szamét az Osszes
lehetséges kimenetelek szamaval:

. Kedvezd kimenetelek szama 1
Val6szintiség = — : =
Osszes lehetséges kimenetel szama 6
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A Paros szamot E
Olyan sza_mot ka- kapunk. 4-nél nem nagyobb 20 egyak_oszmjal
punk, ami 4-nek szamot kapunk. kapjuk.
osztoja. —_—
valészinlisége 1/2 valészinlsége 2/3
& ° ®
5 5 Olyan szamot ka- .
Parati. t
arak an siamo Primszamot kapunk. punk, ami osztdja a Nem'3-mal oszthaté
apun szamot kapunk.
6-nak.
s = ., @ , Olyan szamot ka-
3-nél kisebb szédmot Négyzetszamot 6-ost dobunk. punk, aminek az ab-
kapunk. kapunk. szoldt értéke 2.
valészinlisége 1/3 valészinlsége 1/6
P ® Olyan szamot ka-
3 t8hbszéréseét Osszetett szamot punk, am\pek 4-es 1-est dobunk.
Kapjuk. kapunk. maradéka 3.

5.10. dbra. Klasszikus begyakorlds 2. teszt eredményei

@
P =0,3333 ]
P=05
P=0,1667

Mennyi annak a

h\f;gg\éiir?(?;:;ea va\észim’]se’ge'.
hogy harom egyy- hogy egy szaba-
forma pénzérmé- Mennyi annak a lyos hatoldalti do-
vel dobva kéziiliik valésziniisége, bokockaval 3-mal
hogy két szaba- oszthaté szamot

legalabb kettén
4 5 lyos hatoldalti do-

FEJ lesz lathat6? ¥
esz whato békockéval dobva

ugyanazt a sza-
mot dobjuk mind-

két dobokockaval? e

dobunk?

5.11. dbra. kombinatorika 3. begyakorlds

Mennyi annak a valészintisége, hogy egy szabdlyos hatoldali dobdkockdval 3-mal oszthaté
szdmot dobunk?

Megoldds: P = kedvezo, p — 2 — 1 — (3333

osszes -3
Mennyi annak a valészintisége, hogy két szabdlyos hatoldali dobdkockdval dobva ugyanazt a
szdmot dobjuk mindkét dobdkockaval?

Megoldds: P = kedvezo, p — 8 — 1 — 0 1667

osszes ’
Mennyi annak a valdszintisége, hogy hdrom egyforma pénzérmével dobva koziilik legalabb
kettén FEJ lesz lathat6?

Megoldds: Minden pénzérmének két lehetséges kimenetele van: fej (F) vagy fras (I).
H&érom érmével dobva az Osszes lehetséges kimenetel a kévetkezSképpen alakul:

FFF, FFI, FIF, FII, IFF, IFI, IIF, 111

FFI, FIF IFF

P:kedvezo.P:%:1:075

osszes

vl
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5.5. Techinaik eszkozok

Weboldalam létrehozasanal kilonféle online eszkozok altak rendelkezésemre:

SITE123 - Tébb online platform megtekintése és tesztelése utdn ezt taldltam a legjobbnak fel-
adatom megvalésitdsdara. Ez egy online platform melyen az online tananyagot fejlesztettem,
itt készitettem el weboldalam. Pozitiv tapasztalatom van a platformmal kapcsolatban mivel
konnyen tudtam egy kompakt oldalt 1étrehozni mely a ldtogatdk szdmadra atlathaté és konnyen
kezelhets ez volt a f§ szempontom.

LearningApps - ezzel prébéltam fenttartani az érdeklédést, valamint a Valdszintiségszamitds
témakor elméleti részébdl kinyert gyakorlati tapasztalatokat hasznositani, remek gyakorlé inter-
aktiv jatékos feladatokkal melyekkel sajit magunkat is tudjuk ellendrizni.

Google Slides - Az itt készitett online prezentdcidk szolgdltak alapul a weboldalamnak. Ezekben
a prezentdciékban szemléltetem és vezetem be a témakorokhoz tartozé definicidkat és alapisme-
retek, induktiv bevezetést alkalmaztam.

Google Forms - A felmérd tesztek megvaldsitdsat itt valdsitottam meg. Ezt taldltam megfelelének
, mivel a didkok tudjdk sajat magukat ellendrizni j6 vdlaszt adtak e meg valamint dtlathato és
konnyen kezelhets. Viélasztdsom azért is esett erre a formatumra mivel kénnyedén billeszthetd
weboldalamra ezdltal hozzaférést is biztosit. Mind a 3 témakorhoz amit kifejtettem készitettem
egy egy ellen6rzo tesztet melyekkel megfelels képpen felmérhetjiik a tanuldk tuddsét.

Weboldalam elérhet&sége:
https://6616£7556aba4.sitel123.me/
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C)sszefoglalzis

A szakdolgozatom témdja: ,Online tananyag fejlesztése valészintiségszamitds témakorben”.
Szakdolgozatom célja egy olyan konnyedén &tldthaté online tananyag kialakitdsa melyben az
altaldnos valamint koézépiskolai valészintiségszdamitdssal kapcsolatos feladatai és elméleti része
taldlhatéak meg matematikdbdl felkésziilési vagy felmérési célbol.

Munkédm elvégzéséhez elGszor felfrissitettem a valdszintiségszamitdssal kapcsolatos tuddsom,
{gy ismét beldtast nyertem az témakor alapjaiba és rejtelmeibe. Ezt kovetGen rendszereztem a
valészintiségszamitds f6bb axiomait és képleteit. Mindezek utdn a begy(jtott és felelevenitett
tuddsommal kidolgoztam a feladatok megolddsét .

Mindezek utén elkészitettem weboldalam ahové feltéltottem az online tananyaghoz sziikséges
bemutatdékat, begyakorlé feladatokat, teszteket a tandrok és didkok szdmara.

A kérdsiv felméréseibdl nyert informacié alapjén eredményiil a klasszikus valészintiség témakort
véltem a legnehezebben dtadhaténak erre nagyobb figyelmet forditottam

A téméam feldolgozdsa soran béviilt a matematika tuddsom és fejl6dott a problémamegoldé
készségem. Elsajatitottam a feladatok megoldédsaihoz sziikséges alapvetd ismereteket.
Osszegzésképpen azt a konzekvencidt vonhatjuk le, hogy a feladatok megolddsainél fontos az
atlathatésdg, a részletesség a figyelem és a koncentracié megléte hogy hibdtlan végeredményt
kapjunk, mert ezt a megszerzett tudast a valé életben sokszor kamatoztathatjuk.

Az oldal az alabbi QR kédon taldlhato:

5.12. dbra. Az oldal QR kdédja
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Valdszinliségszamitas oktatasa

Mellékletek
Valoszinlségszamitas oktatasa

A kérdGiv kérdéseket tartalmaz arrol, hogy mennyire taldljak nehéznek a
Valdszinliségszamitas témakor oktatasat és hogy milyen teriileteken tapasztalnak
nehézségeket.

1. Neme

Valassza ki az 6sszeset, amely érvényes.

Férfi
NG

2. Mennyi ideje dolgozik az oktatas terlletén?

Soronként csak egy ovalist jelbljon be.

Kevesebb, mint 1 év
1-5 év

6-10 év

11-15 év

Tobb mint 15 év

https://docs.google.com/forms/d/1FSMiWX-dM-SdA5reEUjJk3HZoBLItBIBKGUWI0a6xdE/edit



Valészinliségszamitas oktatasa
3. Milyen osztalyokban tanit/tanitott matematikat ?
Valassza ki az 6sszeset, amely érvényes.

1.
oszlop

5.0sztaly []

6.0sztaly

7.osztaly

8.osztaly

9.osztaly

10.0sztaly

N IR IR I

11.osztaly

4. Mennyire ért egye a kovetkez6 allitassal? A tanulok szamara nehéz a

valészinliségszamitas és statisztika témakor kdvetelményeinek teljesitése a

7.0sztalyban.
Soronként csak egy ovalist jel6ljon be.

nagyon
egyszer(

nagyon

egyszerd kozepes nehéz i
9y P nehéz

Valészindségszamitas () D) D) D @)

5. Atanuldk szamara nehéz a valdszinliségszamitas és statisztika témakor
kovetelményeinek teljesitése a 9.osztalyban.

Soronként csak egy ovalist jel6ljon be.

nagyon
egyszerl

nagyon

egyszerli kOzepes nehéz ,
9y P nehéz

ValészinGségszamitas () D) O D) S

Statisztika @) D) D D D

https://docs.google.com/forms/d/1FSMiWX-dM-SdA5reEUjJk3HZoBLItBIBKGUWI0a6xdE/edit



Valészinliségszamitas oktatasa

6. Mennyire ért egye a kovetkezd allitassal? A tanuldk szamara nehéz a
valészinlségszamitas és statisztika témakor kovetelmeényeinek teljesitése a
11.osztalyban.

Soronként csak egy ovalist jeléljon be.

nagyon
egyszer(

Valészinliségszamitas () ) @) @) O
Statisztika Q D Q D Q

nagyon

egyszerd kozepes nehéz )
9y P nehéz

7. Véleménye szerint nehézséget okoz-e a tanuldk szamara a kovetkez6 :

Soronként csak egy ovalist jeléljon be.

N.‘f‘gyof,’ Konnyd Kozepes Nehéz Nagy,o n
konny nehéz
Miveletek
eseményekkel o O @) o O
Események
gyakorisiga o O @) o O
Eseményterek () () @) o O
Visszatevéses
intavétel o O @) o O
Visszatevés
nélkili o O O o O
mintavétel
Feltételes
OO O o O

valosziniség

https://docs.google.com/forms/d/1FSMiWX-dM-SdA5reEUjJk3HZoBLItBIBKGUWI0a6xdE/edit



Valdszinliségszamitas oktatasa

8. Melyik az az altéma melyet a tanuldknak nehezebb/kdnnyebb elsajatitani a
Statisztika témakdrben?

Soronként csak egy ovalist jeldljon be.

Nem Inkabb

e ix X Teljes
Egyaltalan Inkabb tudok nem . J
. . , , mértékben
nem értek egyetértek, hatarozott  értek eqvet
egyet mint nem valaszt vele %y
. értek
adni egyet
Statisztikai
adatok
abrazolasa
Statisztikai
adatok
jellemzése
Varhato érték
meghatarozasa

9. Hogyan latja a 7.osztalyos Valoszinliségszamitas oktatasa utan a 9.osztalyban
jobban felelevenitheté a gyerekek megszerzett tudasa?

Valassza ki az 6sszeset, amely érvényes.

Igen
Nem
Valtozo

10. Elegendének tartja e a 8 orat 9.osztalyban a valdszinliségszamitas témakor
atadasara?

Valassza ki az 6sszeset, amely érvényes.

Igen
Nem

https://docs.google.com/forms/d/1FSMiWX-dM-SdA5reEUjJk3HZoBLItBIBKGUWI0a6xdE/edit



Valdszinliségszamitas oktatasa

11. Elegenddnek tartja e a 10 6rat 11.osztalyban a valdszinliségszamitas témakor
atadasara?

Soronként csak egy ovalist jeldljon be.

Igen

Nem

12. Melyek azok a témakdorok melyek elésegitik a Valoszinliségszamitas és
Statisztika tananyagok kdnnyebb elsajatitasat?

Ezt a tartalmat nem a Google hozta létre, és nem is hagyta azt jéva.

Google Urlapok

https://docs.google.com/forms/d/1FSMiWX-dM-SdA5reEUjJk3HZoBLItBIBKGUWI0a6xdE/edit



Peziome

Tema Moel mumiomuoi poborm:  «Pozpobka HaBuabHOrO OHJIAfiH-MaTepiaay 3 Teopil
timMoBipHOCTEl». MeToo AuIIoMHOI POOOTH € pO3pOOKa IIPOCTOr0 Yy BUKOPUCTAHHI HABIAILHOTO
OHJIATH-MAaTEepiay 3 TEOPETHUIHOIO YACTUHOIO Ta BIIPABAMU I MiArOTOBKU ab0 OIIHIOBAHHS 3
ob4mC/IeHHsT IMOBIDHOCTEH y 3araJibHill Ta, CepeIHiil MIKOJIi.

st Toro, mob 3aBepIIMTH CBOIO PODOTY, si CIIOYATKY OCBIXKUB CBOI 3HAHHSI PO HMOBIpH-
icTb, MO0 3HOBY OTPUMATH YSIBJIEHHS IIPO OCHOBU Ta TAE€MHHUIN [bOro mpeamera. Jlami s
CUCTEMATU3YBaB OCHOBHI akciomu Ta dopmysu Teopil fimoBipHocTeii. [loTiM, BuUKOpucTOBYIOUn
3ibpani Ta BiHOBJICHI 3HAHHS, 1 PO3POOUB PO3B’A3KU 3a1aH.

Ilicasa mporo st CTBOpUB BeO-caiiT, Ha sIKOMY PO3MICTHUB IiIPDYYHUKHU, BIIPABU Ta TECTH JIJIsT
BunTeNiB Ta yuHiB. Ha ocuosi indopmariii, gKy g oTpuMaB 3 aHKETHUX OIUTYBAaHbL, BUSIBUB,
0 KJIACUYHA, Teopid HMOBIpHOCTEH € HalCKJ/IaIHIIIOI TEMOIO JJIsi BUKJIAIaHHs, 1 i1 moTpiOHO
IPUIIINTU OLJIBITIE YBArd.

Moi maremaTnyni 3HAHHS Ta HABUYKHU PO3B’A3yBaHHS 3a/@4 MOKPAIIMINCS il Yac poboTh
Ha Temoro. ¢ 37100yB 6a30Bi 3HAHHS, HEOOXI IHI /st PO3B’ i3y BaHHS 3a/1a4. BBarkar BarXKIUBUM,
IO JIJI OTPUMAaHHS 0€3JI0raHHOTO PE3YJIbTATy BaXK/IMBO OyTU YiTKUM, JeTaJbHUM, YBaXKHUM 1
30CepeXKEeHIM [IPU PO3B’si3yBaHHI 33/1a4, aJ’Ke Il 3HAHHS MOXKYTb CTATH B HATOJIl B PEAJILHOMY
JKHUTTI.

5.13. dbra. QR-kox cropinku
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Nyilatkozat

Alulirott, K6dobocz Kristof, 014. Kozépiskolai oktatds (Matematika) képzési program
hallgatoja, kijelentem, hogy a dolgozatomat a II. Radkéczi Ferenc Karpataljai Magyar
Fdiskolan, a Matematika ¢és Informatika Tanszéken készitettem, 014. Kozépiskolai
oktatas (Matematika) BSc diploma megszerzése végett.

Kijelentem, hogy a dolgozatot mas szakon kordbban nem védtem meg, sajat
munkdm eredménye, €s csak a hivatkozott forrasokat (szakirodalom, eszk6zok stb.)
hasznaltam fel.

Tudomasul veszem, hogy dolgozatomat a II. Rakoczi Ferenc Karpataljai Magyar

Fdiskola kdnyvtardban a kdlcsondzhetd konyvek kozott helyezik el.
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MNepedpasoBaHo: 0 cnoBa

LuTtyBaHHA 1%

LntyBaHHSA: 6

Bcboro BukopucraHo cniB: 497

BknioueHHa 0%

KinbkicTb: O BK/1IOME@HHSA

Bcboro BukopuctaHo cnie: 0

MutaHHa 0%

3aMiHeHi cumBonu: O

IHWKM cueHapin: 45 cnoBa
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