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Rovid leirés

Ebben a szakdolgozatban a platoni szilard testeket és azok osztalyozasat tanul-
manyozzuk. Szigortan bizonyitjuk, hogy pontosan 6t platoni szilard test létezik,
amelyeket a Schlafli-szimbolumuk egyedileg hataroz meg. A bizonyitas harom mér-
foldkove Eukleidész "Elemek" cimi alapmiivében szerepld alapvetés, Eu- ler képlete,
amely Osszekapcsolja az oldalak, élek és csticsok szamat, valamint Cauchy merevségi
tétele. Ebben a dolgozatban egy sajatos megkozelités az, hogy egy egyedi sikgrafot
tarsitunk a platoni testekhez, ugyanolyan Schlafli szimbolummal. A dolgozat az 6t
platoni szilard test teljes felsorolasaval és alapvets tulajdonsagaival zarul, valamint
explicit struktarakat ad.
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Bevezetés

A platoni szilard testek tanulmanyozésa Euklidész idejében gyokerezik, tobb mint
kétezer-haromszéaz évvel ezelGtt, és még ennyi id6 elteltével is lenytigozd. Fuklidész
munkajatol kezdve harom mérfoldks vezet a platoni szilard testek teljes osztaly-
ozaséhoz.

Euklidész Elements cimi miivében Osszedllitotta elddeinek munkajat. FG6 témai
a geometria, az aranyossig és a szamelmélet. Eukleidész ezeket az ismert ered-
ményeket logikusan rendezte el, hogy (igaz, nem mindig a modern matematika altal
megkovetelt szigorral) bemutassa, hogy azok sziikségszeriien kovetkeznek 6t egysz-
erti axiomabol. Az 6 nevéhez fiiz6dik szamos, korabban felfedezett tétel kiilénosen
zsenidlis bizonyitasa. Az Elemek tizenhédrom konyvbél all, és csak az utolsd, 13.
kényvben vizsgalja a platoni szildrd testeket. Eukleidész miivével olyan konyvet
alkotott, amely hamarosan a geometria etalonjava valt, és amely még ma is szerepel
egy tipikus iskolai geometria-tanfolyam tananyagaban.

A masodik mérfoldké a tizennyolcadik szdzadban volt, amikor Euler bemutatta a
képletét, amely Osszekapcsolta a konvex poliéderek sokszogli oldalainak, éleinek és
csucsainak szaméat. A harmadik mérfoldks, amely hozzajarult az 6t platoni szildrd
test teljes korid osztalyozasdhoz, Cauchy merevségi tétele, Cauchy els6 matematikai
eredménye.

Ebben a dolgozatban a platoni testek teljes osztalyozasat kivanjuk megadni Euler ké-
megadaséval kezdjiik, néhany alapvets geometriai definicioval és hasznos tulajdon-
saggal egyiitt.

A masodik fejezetben bemutatjuk az Euler-formulat és megadjuk a bizonyitasat.
Felvazoljuk a platoni szilard testek osztalyozésanak befejezéséhez sziikséges kiilon-
b6z6 fontos 1épéseket. Megadjuk tovabba a Ludwig Schlafli svajci matematikusrol
elnevezett Schlafli-szimbélum és a megfelel6 Euler-harmas definicioit. A platoni
szilard testekkel valo kapcsolatukat tigy mutatjuk be, hogy megmutatjuk, hogy
ezekre pontosan 0t Schlafli-szimbo6lum lehetséges.

A harmadik fejezetben megmutatjuk, hogy egy platonikus szilard testhez egy lényegében
egyedi sikgrafot tarsithatunk, amelyet kizarolag a Schlafli-szimbélum jellemez. Ez
egy olyan személyes megkozelités, amely az azonos Schlafli-szimbolummal rendelkezé
platoi szilard testeket dsszekapcesolja a Cauchy merevségi tételében szerepld hipotézis-
sel.

A negyedik fejezetben a Cauchy-féle merevségi tételt bizonyitjuk Steinitz egyik ered-
ményének felhasznalasaval. Steinitz talalt egy rést az eredeti bizonyitasban, és szaz
évvel késébb tudta kijavitani azt. Cauchy merevségi tételét ezutan a platoni testek
osztalyozasanak befejezéséhez hasznaljuk fel.



Az utolso fejezetben felsoroltuk mind az 6t platoni szilard testet, és megallapitot-
tuk néhany alapvets tulajdonsagukat, példaul, hogy a platoni szilard testek minden
csucsa egy gombon fekszik. Tovabba mind az 6t alakzat egy-egy konstrukciéjat
megadjuk.

Ez a szakdolgozat olyan egyetemi hallgatoknak szol, akik érdekl6dnek a geome-
tria szigord modon torténd felfedezése irant. Szorosan koveti a Geometria cimd
konyvet: Hartshorne [4]| Euklidész és azon til , cimd konyvét. A tovabbi anyag az
Aigner és Ziegler altal irt [1] Proofs from THE BOOK és a Coxeter altal irt [2] Regular
Polytopes cimi klasszikus hivatkozasokbol szarmazik. Coxeter kdnyve és kiilonosen
a [4] 8. fejezete ajanlott tovabbi olvasmanyként. A torténeti érdeklédést olvaso
értekelni fogja Euklidész Elemek cimii mivét és annak forditasat Fitzpatrick [3]Eu-
klidész Elements of Geometry cimd mivében.



1. Fejezet

A platoni szilard testek meghatarozasa

«,e .

szemléltets példat adjon. ElGszor is be kell mutatnunk néhany alapvetd és altalanos
definiciot a két- és haromdimenzios térben 1év alakzatokrol.

1.1 Alapvets meghatarozasok és tulajdonsagok

Definici6 1.1:

A sikbeli szabdlyos sokszdg eqy egyenld oldali és eqyenld szogd sokszdg,
azaz olyan sokszég, amelynek minden oldala azonos hosszusdgu, €és két
oldala kozotti szogek egyenldek.

Definicio 1.2:

Két ponthalmaz akkor kongruens, ha létezik az elforditdsoknak, elforgatd-
soknak és tikrozéseknek olyan kombindcidja, amely az eqyik halmazt a
mdsikra leképezi.

A ponthalmazokat akkor nevezziik egy méretezési tényez6ig kongruensnek, ha
azok az els6 méretezés utan is kongruensek, tehat nem veszik figyelembe a konkrét
méretiiket. Az elsé tétel egy altalanos allitas a szabalyos sokszogekrdl és azok tula-
jdonséagairol.

Tétel 1.1:

A sikban barmely n > 3 esetén létezik olyan n oldalu szabdlyos sokszdg,
amelynek eqy adott szegmens az oldala. Bdrmely két szabdlyos n soksziog
eqy meéretarinytényezoig kongruens. FEqgy szabdlyos n-poligon csicsai eqy
koron fekszenek.

Bizonyitas>

Létezés: Tekintsiink egy kort, és helyezziink el n egyenletes tavolsagra lévé pontot
a koron.

Keriilet:Ezek a pontok a kor kozéppontjaban a?® szoget alkotjak. A méretezési

tényezé beallitasaval az oldalhossz barmely megadott szegmenshez igazithato.



1 A PLATONI SZILARD TESTEK MEGHATAROZASA

Kongruencia, egy koron fekvés: Vegylink egy szabalyos n — poligont, amelynek egyik
oldala AB. Osszuk fel az A-ban talalkozo6 két él és a B-ben talalkozd két él kdzotti
egyenld szogeket, és hagyjuk, hogy a szogfelez6i az O pontban metszédjenek. Ez
biztositja, hogy az O pont egyenld tavolsdgra van A-tdl és B-t6l. Ha ezt a modszert
megismételjiik az Osszes tobbi csicsra, akkor egyértelmiivé valik, hogy az O pont
mindegyiktdl egyenls tavolsagra van. Ennek eredményeképpen az 0sszes ilyen cstics
egy O kozéppontu koron fekszik. Ezért barmely szabalyos n sokszdg, amelynek egy
oldala kozos, kongruens lesz. Igy barmely két szabalyos n—poligon egy méretaranyos
tényezdig kongruens.

Definicio 1.3:

A poliéder a hdaromdimenzios térben lévd szildrd alakzat sikbeli sokszogek
daltal hatdrolt feliilete. Ha két sokszog egynél tébb pontban talalkozik, akkor
eqy teljes éliiknek kozosnek kell lennie. FEzeket a sikbeli sokszégeket a
poliéder oldalainak, éleiket a poliéder éleinek, csicsaikat pedig a poliéder
csucsainak nevezzik.

két feliilet Gsszehangolasa ami nem
megengedett egy altalanos poliéder

Igy barmely P poliéderhez definialjuk a kévetkezé harom halmazt

F(P):={F,...,Fs}, a P oldalainak halmaza,
E(P):={E,...,E.}, a P élek halmaza,

V(P):={Vi,...,V,}, a P csucsok halmaza,

E halmazok kardinalitasa a kovetkezSképpen definialt (f, e, v) harmas

(f,e,v):

f=|F(P)| =, a P oldalainaks zama,
e =|E(P)| =, a P élek szama,

v =|V(P)| =, a P csucsok széma,



1 A PLATONI SZILARD TESTEK MEGHATAROZASA

Definici6é 1.4:

Egqy P poliéder konvex, ha a P két tetszdleges pontjira o koztik lévd
eqyenes szakasz teljes egészében a poliéder dltal hatdrolt szildrd alakzatban
van.

Most mar abban a helyzetben vagyunk, hogy megadhatjuk a platéi szilard test
definiciojat.

Definicié 1.5:

A platoni test olyan konvex poliéder, amelynek minden oldala egyenld

szabdlyos sokszdg, és amelynek minden csicsdn ugyanannyi oldal taldlkozik.

Ha a poliéder a kon- vexités kivételével a platoni szilard test minden tulajdonsédgénak
megfelel, akkor szabalyos poliédernek nevezziik. A kovetkezd§ definicié bevezet
egy tovabbi fogalmat a poliéderekre, amely kiilonosen fontos a platonikus szilard
testek tulajdonsagainak megallapitasakor.

Definici6é 1.6:

Eqgy poliéder két oldaldnak 0 diéderes szdge az a szdg a két oldal kézitt,
amely eqy élben taldlkozik

SL

9:

két feliilet & domborzati és sikbani délésszoge

1.2 Keét példa a platéni szilard testekre

A platoni szilard test elsé példdja a kocka, egy olyan alakzat, amelyet az olvaso
valészintileg mar latott. A kocka hat egyenls négyzetbdl all, és minden csics harom
négyzetet kot Ossze. A masodik példa a tetra- hedron, egy haromszogleti piramis,
amely négy szabdlyos haromszoghdl all, és amelynek minden csticsa harom harom
haromszoget kot Gssze.

A tetraéder dral szoge barmely két oldal esetén egyenls. A kocka esetében a diéderes
sz0g szintén azonos, és mivel barmely két, egy élen kozos feliilet merdleges egymasra,
a diéderes szog kilencven fok.



Tetraéder és kocka

2. Fejezet

Euler képlete

Ebben a fejezetben bemutatjuk az Euler-formulat, és teljes bizonyitast adunk. Felva-
zoljuk a platéni testek osztalyozasanak bizonyitasdnak fontos 1épéseit.

2.1 Euler-képlet

Az FEuler-képlet egy fontos, mégis egyszerii egyenlet, amely egy konvex poliéder
oldalainak, éleinek és csticsainak szamat adja meg.

Tétel 2.1:

(Euler-képlet.) Legyen P egqy konvex poliéder, amelynek az oldalainak,
éleinek és csucsainak szdma f,e ésv. Ekkor a kovetkezd eqyenlet érvényes

=k

(3.1)

Bizonyitas> Legyen P egy konvex poliéder. A tételt harom lépésben bizonyitjuk,
szorosan kovetve Hartshorne [4] ben talalhaté bizonyitésat.

1. lépés. Az els6 lépés P kivetitése a sikba. Mivel a poliéder konvex, lehetséges,
hogy az egyik oldal kozéppontjan dtnézve az Osszes tobbi oldal atfedés nélkiil lathato.
A poliédertsl egy 1épéssel hatrébb 1épve lathatjuk annak az oldalnak az éleit is,
amelyen keresztiil néziink. Ezt a képet a sikba vetitve kapunk egy sikbeli alakzatot
csucsokkal és élekkel. A vetités nem Orzi meg a szogeket és a tavolsagokat, de az
élek egyenesek maradnak, és nem metszik egymést az élek. A P oldalai megfelelnek
az élek altal a sikban korlatozott sikbeli sokszogeknek, kivéve az egyiket.Az oldal,
amelyen keresztiil az ember atnéz. Ez a konkrét feliilet megfelel a siknak a sik abran
kiviili teriiletének.

2. 1épés. Kovetkezs lépésként két miveletet definidlunk a sikbeli Abran:
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1. élek eltavolitasa: Az eqyik €l, amely elvdlaszt két feliiletet, vagy amely elvdlasztja
az eqyik feliletet az dabrdn kivili terilettol, és eltavolitjuk ezt az élt. Fz eggyel
csOkkenti az élek szamat, de egyben eggyel csokkenti az arcok szaméat is, mivel a
miivelet egyesiti a két arcot, amelyeket az eltavolitott él elvalasztott egymastol.
Igy az f — e + v kifejezés értéke nem valtozik.

2. cstcsok eltavolitasa: Ha egy ponton az (i) eredményezi, hogy egy csicshoz
csak eqy €l kapcsolodik, akkor eltdvolitjuk a csiucsot és az éleket is. Ezaltal az
élek szama eggyel csokken, és ezuttal a csicsok szama is eggyel csokken. Az
eltavolitott csticspont pontosan egy sikbeli alakzat egyik feliiletén szerepelt,
mivel a cstics csak egy élhez kapesolodott. Igy az arcok szama nem valtozik.
Igy az f — e + v kifejezés értéke ismét valtozatlan marad.

3. 1épés. Utolso lépésként alkalmazzuk ezeket a miiveleteket a sik abran. Az (i)
miiveletet addig ismételjiik, amig az mar nem lehetséges. Ez azt jelenti, hogy a
megmaradt dbran nincsenek hurkok, és igy legalabb egy olyan csiicsnak kell lennie,
amelyhez csak egy él kapcsolodik. Addig alkalmazzuk a (i7) miiveletet, amig a
megmaradt dbrén csak csicsok és élek nem maradnak. Vegyiik észre, hogy az eredeti
abra Osszefiiggs, és az (i) vagy (ii) lépés végrehajtasaval Osszefiiggé marad, tehét
csak egy cstcs maradt a sikban. Es azt kapjuk, hogy:

f=lLe=0v=1

= f—-et+v=2

Mivel az f —e-+wv kifejezés értéke nem valtozik a miiveletek tobbszori alkalmazaséaval,
az eredeti f — e + v kifejezés egyenld 2-vel, igy a bizonyitas befejez6dott.

A platoni szilard testek egyértelmiien rendelkeznek ezzel a karakterisztikus harmas-
sal (f,e,v), amely kielégiti az Euler-formulat. Van azonban egy mésik szampar is,
amely a platoni szilard testeket jellemzi. Ez a szdmpéar kozvetleniil a platoni testek
definiciojabol kovetkezik, és a kovetkezSképpen definidlhato:

Definici6é 2.1:

Legyen P eqy platoni szildrd test. Ekkor legyen n € N a P egy arcinak
csucsainak szima, és ¢ € N az olyan arcok szdma, amelyek egy csiucsban
taldlkoznak. Az (n,c) pdr a Schla™ fli szimbélum eqgy specidlis esete (ldsd

[2]).

Ez a szampér jol definialhato, mivel a definici6 szerint a platéni test minden oldala
egyenld szabdalyos n-poligon, és minden csiicson ugyanaz a ¢ szamu arcok talalkoz-
nak. Tovabba az egyes csicsokban talalkozo élek szama is ¢, mivel barmely két
szomszédos, egynél tobb pontban talalkozo feliiletnek van egy kozos éle.



2 EULER KEPLETE

2.2 Stratégia a platoéni szilard testek osztalyozasanak bizonyitasara

Ebben a szakaszban négy lépésre bontva vazoljuk fel a bizonyitast, hogy pontosan
Ot platoni szilard test létezik. Az elsé két 1épést bizonyitjuk, mig a masik két lépést
a kovetkezo fejezetekben egymastol fiiggetleniil bizonyitjuk. A végsé bizonyitast az
5. fejezetre halasztjuk. A fontos lépések vazlata a kovetkezs

1. Megmutatjuk, hogy a platonikus szilardsag definicidja korlatozza a lehetséges
(n,c) € NXN péarokat.

2. Barmely platoni szilard test esetében Gsszekotjiik a két (n, ¢) szamhalmazt, és
(f,e,v) a két hasonldan elrendezett poliéder definicidjanak segitségével.

3. Bevezetjiik a Cauchy-féle merevségi tételt.

4. Végiil a Cauchy-féle merevségi tételt alkalmazzuk a platoni testek specialis
esetére.

Lemma 2.1:

Eqgy platoni szildard test esetében csak 6t lehetséges (n,c) pdr van, amelyek
a kéovetkezdkkel adodnak meg
A:=1{(3,3),(3,4),(3,5),(4,3),(5,3)}

Bizonyitas Legyen P egy konvex szabalyos sokszog, amelyhez (n,c) € NXN és
(f,e,v) € NXN harmas tartozik. Minden szabalyos sokszognek legalabb hérom
csicsa van, és egy sokszog minden egyes csticsahoz legalabb harom élt kell csatlakoz-
tatni, hogy haromdimenzids alakzatot alkosson. Ezért a kovetkez§ egyenlGtlenségek
érvényesek:

n>3éc>3
(3.2)

A kovetkez6 lépés az, hogy kozelebbrdl megvizsgaljuk a P poliéder éleinek megszam-
lalasat: Minden él pontosan két élben jelenik meg a P sokszogben, és minden élhez
n él tartozik. Tovibba minden él pontosan két csicshoz kapcsolédik, és minden
cstics ¢ éllel van Gsszekotve. Igy a kovetkezs két egyenlet érvényes:

fn=2e=vwc.
(3.3)

Tekintsiik most az Euler-formulat, amely szerint f — e 4+ v = 2, és helyettesitsiik be
f és v, hogy egy olyan egyenletet kapjunk, amely csak n-t6l, c-t6l és e-t6l fiigg:
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2 2 2 2
2:f—e+1j:—6—e+—6:<——1—0——)e.
n c

(3.4)

Mivel az e élek szdma mindig pozitiv, ebbdl kdvetkezik, hogy a jobb oldali zarojelben
1éve kifejezésnek is pozitivnak kell lennie. Ez a kovetkez§ egyenlGtlenségekhez vezet:

2 2 1 1 1 1

1
——1l+-2>0=-"F+->-= -—>-——
n

1
c n c n 2 c 2

(3.5)

A (3.5) és n > 3 alkalmazasabol kovetkezik, hogy ¢ < 6. Hasonloképpen, ¢ > 3
alkalmazasaval érvényes, hogy n < 6. A (3.2) feltételekkel egyiitt ez azt eredményezi,

hogy
n € {3,4,5}, c€ {3,4,5}

Ha a (3.5) egyenletbe beillesztjiik az n Osszes lehetséges értékét, a kovetkezs 6t (n, ¢)
part kapjuk.

1 1 1 1 )
o N —_—— = = — 4
n=3 .~ 573 6:>CE{3, .0}
1 1 1 1
n:4:—>———:—:>c:3 {(373)7(374)7<3?5)7(473)<5?3)}
c 2 4 4
1 1 1 3
TL—5E>§—5 1—0:>C—3 )

Ezek a parok hatarozzdk meg a platoni test 6t lehetséges (n,c) parjat, tehat A
elemeit. Ezzel az els§ lemma bizonyitasa lezarul.

Lemma 2.2:

Bdrmely platonikus szildrd testre létezik egy leképezés az (n,c) pdrbdl a
megfeleld (f,e,v) triplettre, amely a kévetkezd mddon adddik

2
e_
2 2
Z_14Z
(C-1+-)
2e
==
2e
V= —
c
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Bizonyitas Legyen P egy konvex szabdlyos poliéder. A 3.1. lemma bizonyitédsaban
szerepl§ egyenleteket hasznaljuk, hogy taladljunk egy explicit képletet e-re, amely
csak n-t6l és c-t6l fiigg, majd ebbdl a képletbdl adodik egy explicit képlet f-re és
v-re.

2 2 2 2
2:f—e+v:—e—e —ez(——1+—>e:e: 5 5
c n c (2149
c n
(3.6)
2 2
fane:vc:>f:—e,v:—e
n c
(3.7)

2 2
Ezek a formulak jol definialtak, mivel n,c # 0 és — — 14+ — # 0 az sszes (n,c) € A,
n

c

ahol A a 3.1. lemma szerint az sszes lehetséges (n, ¢) par halmazat jeloli egy platoni
szilard test esetében. Annak igazolasara, hogy f,e,v € N, minden (n,c) € A értékét
beillesztjiik a képletekbe. Példaul (n,c) = (3, 3) esetén megkapjuk, hogy

2 2

e = f— — 6

2 2 2 2 , ,

(E -1+ ﬁ) (§ -1+ §> ami azt mutatja, hogy f,e,v €

N(n,c) = (3,3) esetén. A maésik

2e 12 négy (n,c) parra vonatkozé ellenérzés
f = —= — = 4 . R

n 3 az olvasora marad. Ezzel lezarul a

% 12 Lemma 3.2.
== — = 4

c 3

A kovetkezd definiciora a fenti 2. 1épés megoldasahoz van sziikség, nevezetesen két
azonos oldalszamui konvex poliéder kozotti kapcesolat leirdsdhoz.

Definicié 2.2: Legyen P, P két poliéder. Ha egy bijekcid

®: F(P) — F(P)

létezik, tigy, hogy minden Fk € F(P) arc kongruens a ®Fy € F(P) arccal,
és ugy, hogy a ® a csicsok és élek bijekcidjavd bovil, amely megdrzi az
dsszes incidencia reldciot, akkor P-t és P-t hasonldéan elrendezettnek
nevezzik.

Ha két platoni test megfelel a fenti hipotézisnek, kivéve, hogy a feliiletiik kongru-
ens, akkor a kombinatorikusan ekvivalens kifejezést hasznéaljuk (pl. [1] 75. oldal).
Mi a hasonloan elrendezett kifejezéssel dolgozunk, mivel a dolgozat f6 hivatkozasi
alapjaul szolgalo [4] is ezt hasznalja. A kombinatorikailag ekvivalens fogalma sokkal
gyengébb, mint két poliéder kongruencidjanak fogalma. Példaul két haromszog
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3.1. abra: Példa két kombinatorikailag ekvivalens poliéderre

alaprajzi és kiilonb6z6 magassagi piramis kombinatorikusan ekvivalens, de nem
kongruens, ahogyan azt az alabbi 3.1. abra szemlélteti.

A fenti 3. lépésben emlitett donté fontossagi eredmény a Cauchy-féle merevségi
tétel. Ezt az alabbi 5. fejezetben 6nalléan bizonyitjuk.

Tétel 2.2: (Cauchy merevségi tétele (CRT).)

Legyen P, P két kon- vex poliéder, amelyek kongruens oldalakbdl dllnak.
Teqgyiik fel, hogy P és P hasonldan elrendezettek. Akkor P és P kongru-
ensek.

A CRT alkalmazéasahoz, a fenti 4. lépésben leirtak szerint, sziikség van egy utolso
lemmara, amely a CRT-ben szerepld feltevést egy platoni szilard test (n, ¢) parjahoz
kapcsolja.

Lemma 2.3:

Ha két platoni testnek ugyanaz a (n,c) pdrja, akkor hasonléan rendezettek.

A lemma bizonyitasat a kovetkezd fejezetre halasztjuk, ahol megadjuk a platoni
testek oldalainak explicit jelolését, amelyet aztan a lemma bizonyitasara fogunk
felhasznalni.
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3. Fejezet

A platoni szilard test oldalainak cimkézése

Ebben a fejezetben egy platoni szilard test oldalainak lényegében egyedi jelolését
allitjuk els. Ezt az egyedi cimkézést hasznaljuk fel annak bizonyitasara, hogy két
azonos Schlafli-jeld platoni test hasonldéan elrendezett, ahogyan azt a 3.3. lemma
kimondja.

3.1 Néhany fogalom megallapitasa

Legyen P egy platoni test, amelynek Schlafli szimbéluma (n,c) € A Emlékezziink
vissza, hogy az n szamot az egyes szabdlyos sokszogek, a platoni test oldalainak
cstucsainak szdma hatarozza meg, a ¢ szam pedig azoknak az oldalaknak a szama,
amelyek tartalmaznak egy V € V(P) csticsot. A 3.1. lemma alapjan ez hatarozza
meg a (f, e,v) harmasat, amely a F'(P), E(P) és V(P) halmazok kardinalisait jeloli.
A F(P) elemeit a haromdimenzios tér F; C R?® részhalmazaként definialhatok a
kovetkez6 modon: E € E(P) és V € V(P).

Ex = Figy N Fj)
(4.1)
Vk — Fjl(k) N---N ch(k)

(4.2)

Megjegyezziik, hogy minden él a F'(P) két egyedileg meghatéarozott, kiilonb6z6 Fj
és Iy feliilet metszéspontja. Tovabbéd, minden cstcs a platoni test definicioja
szerint ¢ egyedileg meghatarozott, kiilénéllo feliillet metszéspontja.

Minden platoni test esetében megmutatjuk, hogy az oldalak feliratozasa gy kon-
strualhato, hogy az élek és csicsok a (4.1) és (4.2) segitségével a feliratozas altal
meghatarozottak legyenek. Pontosabban, minden egyes platoni testhez, amelyet a
Schlafli szimbolum (n, ¢) és a megfelels (f, e, v) harmas ( Euler-harmas) jellemez, egy
egyedi stkgrafot fogunk tarsitani, amely f arcot, e éleket és v csticsokat tartalmaz,
és amely megdrzi a platoni test 6sszes incidenciaviszonyat.

Egy platoni test P ilyen cimkézésének elkészitéséhez elGszor valasszunk egy tet-
sz6leges Fi lapot és egy tetszéleges V) csiicsot Fi-en kezdGadatként. Barmely més
kezdGadat, példaul F] és V] F| -en, ekvivalens izometridig, mivel P Gsszes lapja
egybevagd, igy létezik egy olyan egybevagosag, amely Fi-et Fj-re és ezen feliil V;-et
V{-re képezi le. A platoni test P konvexitdsa miatt azt is megkovetelhetjiik, hogy
ez
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3 A PLATONI SZILARD TEST OLDALAINAK CIMKEZESE

az egybevagosag F kifelé mutato normalvektorat F7 kifelé mutatd normélvektorara
képezze le.

A kovetkez$ szakaszokban a F'(P) Gsszes arcara adunk egy ilyen, lényegében egyedi
jelolést. Ezt a cimkézést fogjuk hasznalni a 3.2. Lemma bizonyitasara:

Adott két P és P platoni test, amelyeknek ugyanaz a Schlafli szimboluma (n,c),

feltételezziik, hogy a F'(P) és a F'(P) Osszes arcat ilyen cimkézéssel jelolték. Ekkor
definidlhatjuk a kdvetkezo leképezést:

®: F(P)— F(P)

Fy— F;

Mivel az arcok kozotti incidenciaviszonyokat a cimkézés hatarozza meg, a ¢ tar-
toménya kiterjesztheté az arcok halmazaboél a platoni testek éleinek és csiicsainak
halmazara. A (4.1) és (4.2) egyenletek alapjan a ® kiterjesztésére a kivetkezs defini-
ciot adjuk:

O(Ek) = d(Fiy N Fjry) = o(Figry) N (Fywy)
(Vi) = &(Fja) NN Foy) = (Fjya) N N O(Fowy)

A @ kibgvitett definiciojabol és a F'(P) lényegében egyedi labelingjébdl kovetkezik,
hogy az incidenciarelaciok megmaradnak, és igy a 3.7. Lemma bizonyitasa befe-
jez6dott. A 3.7. lemma ismét részletesebben a kdvetkez&képpen fogalmazhatod meg

Tétel 3.1:

Legyen P és P két platoni test, amelyeknek ugyanaz a Schla fli szim-
boluma (n,c) € A Tegyiik fel, hogy a F(P) és a FP dsszes arcdt ugyanaz-
zal a cimkézéssel jeldltik, ami ugyanahhoz a sikgrdfhoz vezet. FEkkor a
® : F(P) — F(P), F; — F; leképezés kiterjesztheté P és P éleinek, illetve

csucsainak halmazdra, azaz P és P hasonléan elrendezett.

3.2 Az els6 részleges cimkézés

Adott egy Schlafli szimbolummal (n, ¢) rendelkezé P platonikus test, Fy kezddfeliilet-
tel és Vi kezddesicesal az I -ben, meghatarozzuk a kdvetkezd, lényegében egyedi
cimkézését

P els6 n+1 arcat. Az egyediség garantalasa érdekében az Fy arc pozitiv orientacidjat
az Fy P-bdl kifelé mutaté normalvektoraval hatarozzuk meg. Ez lehetévé teszi, hogy
az arcok kovetkezs részleges cimkézését és az incidencia relaciokat egyedivé tegyiik.

1. Vi -t6l kezdve cimkézziik fel az F} minden olyan cstcsat, amely az F; normaélis
vektorahoz képest az 6ramutato jaraséval ellentétes sorrendben egy szabalyos
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n poligont alkot, ugy, hogy (V;,Viy1) i = 1...,n — 1 és (V,,V}) az F| élei
legyenek.

2. k = 2...,n jeloljik Fy -val azt a jeloletlen arcot, amely osztozik az éllel
(Ve—1, Vi) Fy arccal.

3. Végiil jelolje F,, 41 azt az arcot, amelynek a kozos éle (V,,, V;) Fy arccal.

Ez a P n + 1 feliiletének cimkézése. Vegyiik észre, hogy az egymés utan kovetkezs
Fy-1 és Fj nem feltétleniil osztoznak egy élen.

V2

Vi
F F

F.
V3 ;

4.1. abra: A Schlafli szimbolummal (3, ¢) jelzett platonikus szilard test elsé részleges
jelolésének illusztracioja
Lemma 3.1:

Legyen P egy platonikus szildrd test, amelynek Schla "fli szimbdluma (n, c).
Tegytik fel, hogy a F(P) elsé n+1 oldala a fenti részleges feliratozds szerint
van felcimkézve. Ekkor a kévetkezd hdarom dllitds érvényes

1. FiNF,eqyéeli=2....n+1 re.

2. Minden V; csiucshoz hdrom, V; -t tartalmazo feliletet jeloltink i =
1,...,n.

3. Ha c =3, akkor F,;1NFy és F;NF;yy élek az E(P)-beni=2,...,n.
4. Ha ¢ > 4, akkor F, .1 N Fy és F; N Fiy1 nem tartalmaz E(P) éleket
1=2...,n.
Bizonyitas
1. 1. Az els6 n + 1 feliilet els6 részleges cimkézésébdl kovetkezik, hogy Fy N F;
egy éli=2... , n+1re.

2. 2. Mivel ¢ > 3 a platoni testek esetében, legalabb harom olyan feliilet van,
amely tartalmazza V;,i = 2... n. A konstrukcio szerint F; él (Vi-1,V;) és Fiiq
&l (Vi,Vig1). Igy Fi, F; és Fyy tartalmazzak Vi -t. Az Fy, F, és F, oldalak
tartalmazzak V,, -t.

14
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3. 3. Ahogy a (2.) bizonyitasanal lattuk, Fy , F; és F;;; tartalmazzak V; -t. Ha
feltételezziik, hogy bizonyos i esetén F; N F;; nem él, akkor (1.) azt jelenti,
hogy létezik még legalabb egy él, amely tartalmazza V; -t. Ez ellentmond
¢ = 3-nak, és igy F;NF;;; egy él E(P)-ben. Hasonlo érvelés azt mutatja, hogy
F,i1 N Fy egy él E(P)-ben.

4. 4. Ismét azt hasznéljuk, hogy Fy , F; és F;, tartalmazza V; az @ = 2,... n.
Ha feltételezziik, hogy bizonyos i esetén F; N F; ;1 egy él, akkor (1.) azt jelenti,
hogy csak ez a harom oldal tartalmazza V; -t. Ez ellentmond ¢ > 3. Hasonlo
érvelés azt mutatja, hogy F,, 11 N Fy nem él F(P)-ben.

A platoni testek elsé részleges feliratozasat az 6t lehetséges Schlafli-szimbélum min-
degyikére alkalmazzuk. Egyes esetekben a cimkézés teljes, mig més esetekben még
tobb munkara van sziikség ahhoz, hogy a cimkézést az Osszes feliiletre kiterjessziik.

3.3 Az elsd két eset

Schlafli szimbélum (3, 3)

A platonikus szilardtest Schlafli szimbolummal (3,3) valo feliratozasa a 4.2. sza-
kaszban talalhato elsd részleges feliratozéssal teljes. Ennek ellendrzésére tekintsiik
az. Euler-harmast (f,e,v) = (4,6,4), amely a Schlafli szimbolumhoz (n,c) = (3, 3)
tartozik. A konstrukcio szerint a poliéder minden n + 1 = 4 = f oldala fel van
cimkézve. Mivel az els6 részleges cimkézés egyedi, ezért ennek a platoni testnek a
cimkézése is egyedi, és ez az eset teljes.

A cimkézés megfelel§ sikgrafjanak meghatarozasahoz vizsgaljuk meg a cstucsok hal-
mazat. A 4.1. lemma alapjan a harom csicsot, Vi, V5, Va3 harom arc tartalmazza,
mégpedig,

%:FlﬂFgﬂF4,
‘/QIFlﬂFngg,
Vs=FNEsNFEy.

Van egy negyedik csiics Vy = Fy N F3 N Fy. Az igy kapott sikgraf a kovetkezs f = 4
feliilet, e = 6 él és v = 4 cstcs, amint azt a 4.2. abra szemlélteti

Schlafli szimbdlum (4, 3)

A (4,3) Schlafli-jeld és a (6,12, 8) Euler-harmast tartalmazé P platoni testnek hat
oldala van. A 4.2. szakasz elsé részleges feliratozasan+1 =5 = f —1 arcot sorol fel.
A cimkézés egyedileg kiterjesztett, mivel nincs mas valasztasunk, mint a P egyetlen
jeloletlen arcat Fg -val jelolni. A hatodik arc cimkéje egyedileg meghatarozott, és
az elsé 6t arcot az els részleges cimkézés jeloli, igy a Schlafli (4, 3)szimbolummal
rendelkez& P platonikus test cimkézése egyedi, és ez az eset teljes.

A Schlafli szimbélummal (4, 3) jel6lt platoni test megfelels grafjanak meghatarozasahoz
az élek halmazat tekintjiik. A 4.2. lemma alapjan négy él esik F7 -ra, négy él
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Vs

Vs

4.2. abra: Az egyedi cimkézésbdl eredd sikgraf a Schlafli szimbolummal (3, 3) ren-
delkez6 platonikus szilard test esetében.

(Fy N Frp1)k = 2,3,4 és (F5 N Fy) formaja. Tovabba négy él esik Fy -ra . Ez és az
elsé n cstcs jelolése a megfelels egyedi grafot eredményezi, amelynek f = 6 arca,
e = 12 éle és v = 8 csiicsa van, amint az a 4.3. abréarol leolvashato.

Ve Fe V.
5
V2 F 2
1
BE| FE |
V3
F4 V4
V7 V.
8

4.3. 4bra: Egy platoni test egyedi sikgrafjanak &brazolasa Schlafli szimbolummal
(4,3).

3.4 A masodik részleges cimkézés

A kovetkezd részleges feliratozas a P platoni szilard test oldalainak feliratozésara
vonatkozik azokra az esetekre, amikor az arcok szdma c¢ nagyobb, mint harom.
Jelolje W C V(P) a cstcsok azon halmazat, amelynek minden W-ben 1évG csucsa
pontosan harom, mar felcimkézett arcban talalhatd. A kdvetkez részleges cimkézés
sordn a fennmarado, még fel nem cimkézett, V; € W csticsokat tartalmaz6 arcokat
akarjuk felcimkézni. A 4.2. Lemma alapjan minden egyes V; € {V;...,V,,} |
pontosan hirom olyan felcimkézett feliilet 1étezik, amely tartalmazza V; -t, és igy
W = {Vi...,V,}. Ez azt jelenti, hogy a V; -t tartalmazé cimkézetlen feliiletek
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szama egyenls (c — 3). Igy a W csticsait tartalmazo cimkézetlen arcok szama ssze-
sen legfeljebb n(c — 3).

A masodik részleges cimkézést a kovetkezdképpen alakitjuk ki: Az ¢ =1...,n, a
fennmarado (c — 3) felcimkézetlen, V; -t tartalmazo feliileteket az 6ramutato jarasa-
val ellentétes sorrendben, az F; P-bdl kifelé mutaté normalis vektorahoz képest az
oramutato jarasaval ellentétes irdnyban cimkézziik.

¢ = 4 eset. Az n Gjonnan felcimkézett F,.o..., Fy,11 -nek meg kell felelnie a
kovetkezd Osszefiiggéseknek

Vi=FiNFkENE 4 NE,

Vi=hiNnENFaNFaiye,t=2...,n

4.4. dbra: ¢ =4 eset

¢ =5 eset. A 2n tjonnan felcimkézett F,,.o..., F3,,1 -nak meg kell felelnie a
kovetkezd Osszefiiggéseknek

Vi=FiNENE, N E0nFyys,

Vi= FiNFNFip 0 Faginei-y N Faine), t=2...,n

A kovetkez6 lépésiink az, hogy esetrdl esetre megmutassuk, hogy ez a cimkézési
folyamat egyetlen arcot sem jelolt meg kétszer. Az elsé részleges cimkézés azt ered-
ményezi, hogy F} ..., F, 1 kiillénbo6zGek.

A 3. fejezetbdl ismert, hogy (n,4) = (3,4) és (n,5) = (3,5) az egyetlen lehetséges
Schlafli szimbolum. E két esetre a masodik részleges cimkézést a 4.4. és a 4.5. abra
szemlélteti.

¢ = 4 eset. Minden olyan feliilet, amely ugyanazt a cstcsot tartalmazza, kiilén-
b6z6.  Ellenkez6 esetben ¢ < 4 lenne, ami ellentmondés. FEz azt jelenti, hogy
F5 ¢ FI,FQ,F4,F6 ¢ Fl,Fg,Fg és F7 ¢ {Fl,Fg,F4}. Tovabba F5 tartalmazza ‘/1
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-t, de F3, Fy és 7 nem, és igy Fy ¢ {F%, Fg, Fr}. Fg tartalmazza Vs -t, de Fy, Fj
és I nem, ezért érvényes, hogy Fy & {Fy, F5, F;}. F; tartalmazza Vi -t, de Fy, F;
és Fs nem tartalmazza, és ebbdl kovetkezik, hogy Fy & {F, Fy, Fs}. Ez azt jelenti,
hogy az Gsszes F ..., F; kiilonbozéek.

c =5 eset. Ismét érvényes, hogy minden olyan feliilet, amely ugyanazt a csiicsot
tartalmazza, kiilénb6z6. Ellenkezd esetben ¢ < 5 lenne, ami ellentmondas. Ez azt
jelenti, hogy Fys ¢ {Fy, Fy, Fy, Fs}. Tovabba Fy tartalmazza Vi, de Fj, Fr, Fg, Fy
és Fio nem, és igy F5 ¢ {Fj, Iy, Fg, Fy, Fip} . Hasonloképpen megmutathatjuk,

hogy minden arc Fy ..., Fiy kiilonbozik az Gsszes tobbi arctol. Ez azt jelenti, hogy
minden F; ..., Fijo kiillonboz6ek. A maéasodik cimkézés konstruktalasaval az Osszes
Fi,Fy. .., Fluy1)4n(c3) egyedi, és az incidenciaviszonyokat a 4.4. és a 4.5. 4bra

egyedi sikgrafjai hatarozzak meg.

by 2 F(,
Vi
F4 F 5

4.5. dbra: ¢ =5 eset

3.5 A tobbi eset

Miel6tt a Schlafli szimbolumok kévetkezs esetével foglalkoznank, a kovetkez6 lemma
kovetkezik, ahol egy P platonikus test f—1 feliiletét egyedi cimkézéssel jeloltiik, igy
P Gsszes feliiletére egyedi cimkézés adodik.

Lemma 3.2:

Legyen P egy platonikus szildrd test, amelynek Schlafli szimbdluma (n,c).
Teqyiik fel, hogy f — 1 arcot mdr felcimkéztink eqy egyedi cimkézéssel.
FEkkor a F(P) dsszes f feliletének cimkézése eqyedi

Bizonyitas Az utolso felcimkézetlen arc egyedileg meghatarozott, és Fy -val jelol-
het6. Ez az utolséd lépés a P arcainak cimkézése egyedi. Mivel a tobbi f — 1 arc
feliratozéasa is egyedi, az allitas kovetkezik.

Schlafli szimbélum (3,4)

A Schlafli szimbolummal (3, 4) és Euler-harmassal (8,12, 6) rendelkezé P platonikus
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3 A PLATONI SZILARD TEST OLDALAINAK CIMKEZESE

test esetében az latjuk, hogy az els6 részleges feliratozdsban n +1 =4 = %f arcot
sorolunk fel

A 4.1. Lemma alapjan kovetkezik, hogy minden Vi ... V], , hdrom, ezeket a csic-
sokat tartalmazo felillet mar fel van cimkézve. Igy alkalmazhatjuk a 4.4. sza-
kaszban leirt mésodik részleges cimkézést. Ez tovabbi n arcot cimkéz, és igy Gsszesen
2n+1=7= f — 1 arcot cimkéziink. A 4.3. Lemma alapjan az utolsé Fy feliiletet
egyértelmien felcimkézhetjiik, és a cimkézés teljes.

A hozzéatartozo sikgrafnak f = 8 oldala, e = 12 éle és v = 6 csticsa van. A cstcsok
mindegyike egyedileg meghatarozott az azt tartalmazo6 négy oldal altal

F

4.6. abra: A (3,4) Schlafli szimbolummal rendelkezé platonikus testhez tartozo
egyedi sikgraf abrazolasa.

Schlafli szimbélum (5, 3)

A (3,4) esethez hasonloan az els§ részleges cimkézés pontosan a P platoni test
oldalainak felét jelolte meg, amelynek Euler-harmasa (f,e,v) = (12,30,20). A 4.1.
lemma alapjan kovetkezik, hogy minden olyan feliilet, amely Vj... V, mar fel-
cimkéztiik, mivel ¢ = 3.Es mivel ¢ = 3, a masodik részleges cimkézés nem alka-
Imazhato, és egy masik konstrukciéra van sziikség

Az elsé részleges cimkézés meghatarozza az F) ..., Fy és a csicsokat Vi... Vs a
4.7. abran lathato modon. A 4.1. Lemma alapjan minden F, ..., Fgz pontosan két
csicsot tartalmaz a Vi ..., Vs, mig tovabbi harom csiicsot még nem jeloltiink meg.
A kovetkezs 1épés ezeknek a csticsoknak a felcimkézése.

Jeloljiik a két felcimkézett arcban talalhato négy cstucesot, Fj és Fiy1,0=2...,n, V4,
-vel, és legyen Vs, az F, és F,, 1 -ben taladlhato cstcs. Jeldljiik az egyetlen fel-
cimkézett feliileten talalhatd cstcsokat Fj,i = 2....n + 1,V;9 -el. A definici6
szerint a Vg ..., V;0 két felcimkézett feliileten talalhatoak, és mivel ¢ = 3 az Gsszes
Vi € {Vi...,V40}, pontosan egy olyan cimkézetlen feliilet van, amely tartalmazza
V; -t. Jeloljiik ezt az egyedileg meghatarozott feliiletet F; 1,2 =6...,10.

Az els6 feliras konstrualasa alapjan tudjuk, hogy az F; ..., Fg kiilonboz6ek. Méar
csak azt kell megmutatni, hogy az F7 ..., Fiy kiilonalloak. ElGszor is, ¢ = 6. .., 10,
az F; feliilet tartalmazza a V;-; csicsot, de a masik négy feliilet nem. Mésodszor, a
V; -t tartalmazo6 harom feliilet, ¢ = 6. .., 10, szintén kiilonallonak kell lennie, mivel
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kiilonben ¢ < 3. Ez azt jelenti, hogy az 6sszes Fy ..., Fi1 kiilonall6. Ezen a ponton
11 = f —1 arcot jeloltiink meg egyértelmitien P-ben. A 4.2. Lemma azt jelenti, hogy
létezik az utolsd Fio arc egyedi jelolése, és ez az eset teljes. A 4.7. adbran lathato a
platoni test megfelel§ egyedi sikgrafja f = 12 arccal, e = 30 éllel és v = 20 csticesal.

Viz

Vie

Vi1

F

Vis

V6 Flz

Vao

o

Vio

4.7. abra: Egy platoni test egyedi sikgrafjanak &brazolasa Schlafli szimbolummal
(5,3).

Schlafli szimbolummal (3,5).

Ismét az elsé részleges cimkézéssel kezdjiik, amely egy P platonikus test n + 1
feliiletét jeloli Schlafli szimbolummal (3,5). A 4.1. lemma alapjan minden V;, V5, V3
csucs harom felcimkézett feliileten talalhato. Mivel n = 3sc = 5, ezért a kdvetkezbkre
koévetkeztethetiink

soroljuk fel a kovetkezd (¢ — 3)n = 6 feliiletet a masodik részleges cimkézéssel
a 4.4. szakaszban részletesen leirtak szerint. Ennek eredményeként tiz F'1..., F'10
feliratot kaptak a 4.8. abran lathaté modon.

Vi Vi

Fs

4.8. abra: P felcimkézett oldalainak sikgrafja Schlafli szimbolummal (3,5): Az elss
részleges cimkézés felcimkézett feliileteirl a masodik részleges cimkézés felcimkézett
feliileteihez.
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Az elsé részleges cimkézés konstrukcidja szerint az Fy . . .| F, 11 két felcimkézett csic-
sot tartalmaz, és minden F; ..., Fj,, 1 hdromszogének minden egyes pontja eddig a

pontig nem volt felcimkézve. Ha feltételezziik, hogy ez minden n oldalnak ugyanaz
a csticsa, akkor Schlafli szimbolummal (3, 3) rendelkez6 platoni testet kapnank, ami
ellentmondéas. Ha feltételezziik, hogy csak két cstucs van, akkor az egyes cstcsok ¢
szama nem lenne minden csicsra ugyanaz, ami ellentmondas a platoni szilard test

definiciojanak. Igy a fennmaradé harom, az F; egyik feliiletén talalhato, feliratozat-
lan cstcsot V9,2 =2...,n+ 1, ahogy a 4.9. dbran lathato.

Ezek az tjonnan felcimkézett csicsok Vy, Vi, Vs mindegyike harom felcimkézett feliileten
talalhato, és igy a csticsok megfelelnek a méasodik részleges cimkézés feltételezéseinek.
A masodik részleges cimkézés folyamatat a {V}, Vi, Vs} csticsok halmazan alkalmazva
tovabbi hat Fi; ..., Fig kapunk. A kovetkezs 1épés az, hogy megmutassuk, hogy az
tjonnan felcimkézett Fy ..., Fig kiilonboznek egymastol és a mésik tiz, Fy ..., Fig .

El6szor is, a V; cstucsot tartalmazéd ot feliilet, ¢« = 4, 5,6, kiilonboz6, mert kiilonben
¢ < 5. Ebbdl kovetkezik, hogy Fiy és Fio nem egyenls az Fy, Fy, F; feliiletekkel,
valamint F}; # Fio. Ugyanez érvényes a Vi és Vg feliileteket tartalmazo feliiletekre
is: F13, F14 ¢ {Fg, Fg, Fg},Flg 7& F14, tovabba F15 és F16 nem szerepelnek az arcok
halmazaban.

{Fy, F5, F1o}, és Fi5 nem egyenlé Fig -al. Méasodszor, Fy; és Fip tartalmazzak V)
—t, de a {Fl, Fg, F4, F5, Fg, Fg, F107 F13 . 7F16} nem tartalmazzak. Ezért F11 és
Fi5 nem lehet ebben a halmazban. A fenti els§ érveléssel egyiitt az kovetkezik,
hogy Fi1, Fia ¢ {F\ ..., Fi, Fi3..., Fig}. Hasonloképpen megmutathatjuk, hogy az
Fi3, F1y és az Fig, Fig arcparok kiilonboznek az 6sszes tobbi felcimkézett arctol. Igy
tehat a tizenhat Fj ..., Fig.

6

4.9. abra: Harom 1j cstucs feliratozasa Vy, Vs, Vi és a masodik részleges cimkézés
ujboli alkalmazasa

A kovetkezd lépés az Osszes olyan csics felcimkézése, amelyet négy felcimkézett
feliilet tartalmaz. Amint azt a 4.9. abra jobb oldali grafja mutatja, hdrom ilyen cstcs
van. Az Fx, Fg, F1; és Fig feliratu feliiletek altal tartalmazott csicsot Vz -vel jeloljiik.
Az 6ramutatd jarasaval ellentétes irdnyban haladva a kovetkezd, négy feliratozott
feliiletek altal tartalmazott cstcsot, nevezetesen az Fr, Fy, I és F3 feliiletek altal
tartalmazott csicsot Vg -vel jel6ljiik. Az utolsé csicsot, amelyet az Fy, Fig, Fiy és
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F5 tartalmaz, V4 jeloli. A harom tjonnan cimkézett cstucsot, a Vz, Vg, Vy csticsokat
a 4.10. abra fels6 grafja mutatja.

A konstrukci6 szerint minden Gjonnan cimkézett csticsnak pontosan egy cimkézetlen
arca van. Bzt a V; -t tartalmaz6 arcot Fj.io -vel jeloljiik, + = 7,8,9, amint azt a
4.10. abra als6 grafja mutatja.

Megmutatjuk, hogy Fi7 ¢ {F} ..., Fis, Fis, Fi9} , hasonloan érveliink, mint az el6z6
lépésben, azaz figyelembe vessziik a V7 -t tartalmazé négy masik feliiletet Fy, Fg, Fi1, Fie,
és a V7 -t nem tartalmazo tizennégy feliiletet. Hasonlo érvelés vonatkozik az Fig és
Fyg feliiletekre is. Igy megallapithatjuk, hogy az 6sszes 19 = f — 1 feliilet Fy ..., Fig
kiilénbozek. A 4.2. Lemma alkalmazaséval a fennmaradd Fyy arcnak is van egyedi
jeldlése, és ez utobbi eset teljes. Az igy kapott sikgraf f = 20 arccal, e = 30 éllel és

v = 12 cstccsal rendelkezik.

F

4.10. abra: Harom csucs feliratozasa V7, Vg, Vg és harom feliiletet Fi7, Fig, Fig

22
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4.11. 4abra: Egy platonikus szilard testhez tartoz6 egyedi sikgraf Schlafli szim-
bolumokkal (3, 5)
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4. Fejezet

Euklidész Platoniai szilard testek osztalyozasa

Ez a fejezet a legfrissebb torekvésekrdl szamol be, amelyek arra irdnyultak, hogy
Euklidész platoni szilard testek osztélyozasanak szigort bizonyitasa végiil a tizenki-
lencedik és huszadik szdzadban valésult meg. Kitér Steinitz és Cauchy fontos ered-
ményeire

4.1 Segéderedmények

Definicio 4.1:

Legyen V' egy adott P poliéder egy csicsa. A F(P) V-t tartalmazo
oldalainak a csiucstalpon lévd kis gombbel valo metszése eqy gombélyd sok-
szoget eredményez, amelyet a V' csicson csucsgombnek nevezink.

Figyeljiik meg, hogy a csiics alakzat belsG szogei megegyeznek a kiindulési poliéder
kétoldala szogeivel.

K
N

(a) Kis gomb, amelynek kozéppontja a
V csticsban van, és amely metszi a poli-
hedronokat.

(b) Az eredményiil kapott gémbi sok-
sz0g a V csticsban

Egy kocka cstcsfigurajanak vizualizacioja

24



4 FEUKLIDESZ PLATONIAI SZILARD TESTEK OSZTALYOZASA

Lemma 4.1: (Steinitz.)

Legyen p=Vi---V, és q = Wy --- W, két poligon a sikban, ahol V; és W;
a megfelel§ poligonok csticsait jeloli, ¢ = 1..., n. Tegyiik fel, hogy mindkét
sokszog minden oldala egyenld, kivéve az utolsot, azaz

W(ViVig1) = l(WiWita),i=1...,n—1
ahol [(V;Vi11) a p-ben a V; -t és a V1 -t 0sszekots él hosszat jeloli, és
analég modon a g-ban 1évG élek hosszat. Tegyiik fel azt is, hogy az els6
sokszog szogei kisebbek vagy egyenléek a masodik sokszog szogeivel, azaz,

Vi< /Wi i=2...,n—1,

legaldbb egy szigori egyenl6tlenséggel. A V' csicsban talalkozd két él
kozotti szoget LV -vel jeloljiik. Ekkor

WV, Vh) < LW, WY).

Bizonyitas A lemma bizonyitasa n-re vald indukcioval torténik. Legyen p és ¢ két
konvex sokszog, amelyeknek ugyanannyi n csicsa van.

I. eset: n =3 Ez Euklidész elsd kinyvének 24. tétele

Tegyiik fel, hogy a két p és ¢ haromszog két oldala egyenls, de az egyik benne 1évE
sz0g nagyobb, mint a méasik. Ebbdl kivetkezik, hogy a p alapja is nagyobb, mint a
q alapja.

I1. eset: n>4;3i: LV, = LW

A két haromszog Vi1 V; Viyp és W1 W; W,y kongruens. Mivel [(V;_1V;) =
L(W;_qW5), valamint [(V;Viyq) = L(W;W;41), ebbdl kovetkezik, hogy

[(VieaVigr) = L(WieaWiga),

Két sokszog abrazolasa, ahol ZVi = ZW3

Nézziik meg a sokszogeket a V; és W; cstcsok kihagyasaval:
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Ezek az 4j sokszogek n — 1 éllel rendelkeznek, és megfelelnek a lemma feltételezé-
seinek, igy alkalmazzuk az indukciés hipotézist, és az eredmény kovetkezik.

III. eset: n > 4;Vi: LV, < LW;

Ebben az esetben egy 1j V¢ pontot kell konstrudlni tgy, hogy

(V4 V) = 1(V1V2)

LV4 VoV = LW,

ahol LV VoV5 az aj é1 V¢4 Vs és VoV kozotti szog Vs helyen.

Wi

A V¥ konstrukei6 illusztracioja

El6szor is, hasonlitsuk 0ssze a V; - - -V, poligont a V¢ V5 - - - V,, poligonnal. Ervényes,
hogy

11T Eset

LV3=2LV3——U(V,Vh) <l(V,V*)

Masodszor, Gsszehasonlitjuk a V¢, Vs - - - V,, sokszoget a W - - - W, sokszoggel. Ervényes,
hogy

11T Eset

LV VaVs = /Wy LS 1V V) < 1V, V)

A III. eset csak akkor all fenn, ha az aj V¢V, - - - V,, sokszog konvex, mivel ellenkezs
esetben az el6z6 esetek nem alkalmazhatok erre az 1ij sokszogre. Ezért a kovetkezd
utolso esetet kell megvizsgalnunk.

IV. eset: V4 V5.V, nem konvex.

Valasztunk egy 1j V*, pontot, amely V1 és V¢ kozott helyezkedik el, ugy, hogy
V4V, és V,- kollinearisak, és olyanok, hogy
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I(V*1Va) = 1(V1Va)

Ilyen pont, létezik, mivel a V¢ V5 - - -V, sokszog nem konvex. Mivel ha V4V, és V-,
kollineédrisak, akkor érvényes, hogy

Z(V*lvn) == Z(V*an_l) - Z(Vn_lvn)

(5.1)

V*, konstrukcidjanak illusztracioja, ahol V¢V, ---V, nem konvex

El6szor is hasonlitsuk ossze ViV, ---V, és V* V5 ...V, értékét. Latjuk, hogy V*;
megvaltoztatja az értéket. Legfeljebb harom széghdl all. Mivel n > 4 minden
sokszogben létezik egy olyan megfelel§ cstcspar, ahol a szogek megegyeznek. Igy a
II. esetet ismét alkalmazhatjuk, és megkapjuk, hogy

(V. V1) < U(V,V*)

(5.2)

Mésodszor, osszehasonlitjuk V* V5.V, és Wy .- W, - kozott, és az indukciods
hypotézisbél kovetkezik, hogy

l(Vn,lV*l) < l(anlwl)

Végre,
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(5.2)

RAD RN
O v V) — (Vi V)
5.3
2w, ) — (W, )
< (MW,

Ahol az utolsé egyenl6tlenség a haromszogegyenlGtlenség.

A kovetkez6 eredmény a gombfeliileten 16v6 sokszogekre vonatkozé Steinitz-eredmény
analogiaja. Mi csak a sikbeli sokszogekre fogjuk bizonyitani. A gémbi sokszogekre
vonatkoz6 bizonyitas Euklidész I. konyvének els§ részébdl szarmaz6 eredményeket,
hasznal [3].

Lemma 4.2:

Legyen p,p két konvex sokszég a sikban vagy a gombon, amelyeknek az
oldalai egyenldek. Jeldljik a p minden egyes csicsdt a Kdvetkezdképpen

+ifsV < LV
—ifLV > LV
—if/V =LV

Ekkor vagy az dsszes csucsot =-vel jeldlyik, vagy mivel az dsszes csiucson
dtfutunk, figyelmen kivil hagyva az =-vel jelélteket, az eldjelnek legaldbb
négyszer kell megudltoznia.

Igy van egy ® implicit egy-egy leképezés, amely a p minden egyes csticsat a p egy
csucsara képezi le. Bizonyitas Az elGjelvaltasok szamanak parosnak kell lennie,
mivel a cstucsok zart korérsl van szo6. Feltételezziik, hogy pontosan két el§jelvaltéas
van. Kezdjiik azzal, hogy a p sokszog V;V; atlojat agy vessziik, hogy p két konvex
sokszogre vagodik. Az egyik ilyen 1j kisebb sokszog csak a + csicsokat tartalmazza,
amelyet p+ jelol, a masik pedig csak a — csticsokat tartalmazza, amelyet p~ jelol.

Két kisebb konvex sokszogre vagott sokszog abrazolasa

A Steinitz-féle 5.1. lemma alkalmazasa mind a p+ és p~ esetén azt eredményezi,
hogy:

Lemma 5.2 p+ esetén: V;V; < W;W;
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Lemma 5.2 p~ esetén: V;V; > W;W;

Ez ellentmondés.

Az 5.2. lemma altal hasznalt sikbeli csiicsok jellési rendszere hasonlo jel6lési rend-
szert, eredményez két poliéderre. A cstcsok jelolése helyett egy poliéder minden
egyes ¢lét a megfelel6 élhez tartozo diéderes szogének és a masik poliéder diéderes
szogének viszonya szerint jeloljiik. Ez egy ], kotott Osszefiiggd feliiletet eredményez,
amelyet halonak neveziink:

Definicio 4.2:

Jeloljik a P poliéder minden élét +,— vagy = értékkel aszerint, hogy a
diéderes szog kisebb, nagyobb vagy egyenld a megfeleld diéderes szignél.
Egy mdsik P poliéder szégét Csak a + és — jelélt éleket és az ezekhez az
élekhez tartozo csucsokat veqyik figyelembe. FEzek eqyiitt eqy tugynevezett
hdlot alkotnak

A poliéder olyan oldalainak mazimdlis egyestilését, amelyeket nem vdlasz-
tanak el a hdlo élei, szintén hdlo-oldalnak nevezzik

Vegyiik észre, hogy a halo-feliilet mar nem egy sikbeli sokszog, hanem egy sszefiiggd
feliilet, amelyet halo-élek hatérolnak.

4.2 Cauchy merevségi tétele

Ebben a szakaszban a Cauchy-féle merevségi tételt fogjuk megfogalmazni és bizonyi-
tani.

Tétel 4.1: (Cauchy merevségi tétele.)

Legyen P, ?_két kongruens oldalakbol all6 konvex polihéder. Tegyiik fel,

hogy P és P hasonloan rendezettek egy ® bijekcioval. Ekkor P és P
kongruensek.

Bizonyitas Ez a bizonyitas harom lépésbdl all.

1. lépés: Elek és cstcsok jelolése.

Jeloljiik a P minden élét +, — vagy = aszerint, hogy a négyszogszoge kisebb,
nagyobb vagy egyenlé a P megfelel6 négyszog-szogénél. A gdmbi sokszog
konvex, mivel egy konvex testbdl szarmazik. Cstcspontjai az élekrél 6rokol-
nek jeloléseket, amelyek a konstrukcio szerint megfelelnek e sokszog szdgének
novekedésének vagy csokkenésének a masodik sokszog cstucsfigurajahoz képest
(lasd [4]).

2. lépés: Steinitz alkalmazasa. A gémbfeliiletre Steinitz-et alkalmazva (5.2. Lemma),
levezethetjiik, hogy 1épésrdl 1épésre végigmegyilink az adott csticson metsz6 élek
k6zott, és vagy mindegyik élen = jelet talalunk, vagy legaldbb négy elGjelvaltas
van.
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3. 1épés: A jelvaltozasok teljes szdmanak megszamlalasa.

1. eset: ElGszor is tegyiik fel, hogy az sszes diéderes szog valtozik, azaz minden
él + vagy - értékkel van jelolve. Ismét az 5.2. lemma alapjan érvényes, hogy

t:= > az élek elgjelvaltasainak szama > 4o,
minden csucs

ahol v a cstcsok szama. A t méasik egyenl6tlenségét gy kapjuk meg, hogy meg-
nézziik egyetlen arc elGjelének valtozasat. Egy haromszog alaka feliileten legaldbb
két szomszédos élnek azonos elGjeltinek kell lennie. Ezért ez az arc legfeljebb két
elGjelvaltozast adhat a harom csiicsdhoz. Ebbél kovetkezik

hogy egy n oldali arc legfeljebb n eljelvaltashoz jarulhat hozzéa, ha n paros, vagy
n — 1, ha n paratlan. Ez a mésodik egyenl6tlenséghez vezet

2f3+ ann Z t?

n>4

ahol f,, az n oldalu oldalak szamat jeloli. A két egyenlGtlenséget 6sszevetve megkapjuk,
hogy

2s+ X oz B (e~ f42) D onf —df 48= (2043 fo +8

n>4

A masodik egyenlGséghez az Euler-képletet (3.1) hasznéljuk. A harmadik egyen-
16séghez a 3.1. lemma bizonyitasabol szarmazo (3.3) egyenletre van sziikségiink. Az
is érvényes, hogy f = > f, Ebbdl kovetkezik, hogy

0> (n—4)f, +8

n>4

ami lehetetlen, mivel az 6sszeg minden tagja nem negativ.

2. eset: Masodszor, tegyiik fel, hogy létezik néhany = és néhany + és — jelzés-
sel. Ha nem lennének olyan élek, amelyeket + vagy —, a két poliéder kongruens,
és a bizonyitas teljes. Ugyanazt az Otletet fogjuk alkalmazni, mint az 1. eset bi-
zonyitasanal, de csak a + és — jelolést élekkel és a megfelel§ csicsokkal, tehat
a poliéder halojaval (5.2. definicio). Az érvelés ugyanigy miikodik, mint az 1.
esetben, azzal a kiilonbséggel, hogy az Euler-formulat nem tudjuk kozvetleniil alka-
Imazni, mivel a halo nem feltétleniil poliéder. Ehelyett az Euler-képlet bizonyitasat
(3.1. tétel) alkalmazzuk a halora. Mar nem feltételezhetjiik, hogy a sikbeli alakzat,
a hélo sikba vetitett vetiilete Osszefiiggs. Az Osszefiiggs sikidom feltételezését csak
a bizonyitas utols6 lépésében haszndljuk. Ezért egy hald esetében a két miivelet
alkalmazéasa utan egynél tobb csics maradhat meg. (i) és (i) a halora, mint az
Euler-képlet bizonyitasanal. Ez azt jelenti, hogy megkapjuk az egyenl&tlenséget
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4 FEUKLIDESZ PLATONIAI SZILARD TESTEK OSZTALYOZASA

f—et+tv>2

Az 1. eset érvelése ezzel az egyenlGtlenséggel is mikodik, és igy ellentmondast
kapunk.

Az egyetlen lehetséges eset az, hogy a két polihéder Osszes diéderes szoge egyenld.
Ez azt jelenti, hogy a két poli- hedrat 1épésrdl 1épésre kongruens alakzatokka lehet
épiteni, amivel a bizonyitas befejezédik.

4.3 A platéni szilard testek teljes osztalyozasa

Tétel 4.2: (Euklidész osztalyozasa.)

A kongruencidig (és eqy skdlafaktorig) pontosan 6t platoni test létezik, ame-
lyeket az ot lehetséges (n,c) € A par egyedileg hatdroz meg

Bizonyitas A 3.1. lemma alapjan egy platoni szilard testnek csak 0t lehetséges
(n,c) parja van. A 3.1. lemma altal meghatarozott 6t Schlafli-szimbolum egyikével
rendelkezé platoni szilard test explicit konstrukciojat a 6. fejezetben adjuk meg.
Tegyiik fel, hogy létezik két olyan platoni test, amely esetleg nem kongruens az
(n, c¢) parral. Akkor a 3.3. Lemma azt jelenti, hogy ez a két poliéder hasonloan
elrendezett. Végiil a Cauchy-féle 3.2. merevségi tétellel arra kovetkeztetiink, hogy
a két poliédernek kongruensnek kell lennie.
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5. Fejezet

Az ot platoni szilard test

c e,

tottuk, hogy kongruencidig pontosan &t platoni test 1étezik. Ebben a fejezetben
ennek az 6t platoni szilard testnek a jellegzetes tulajdonsagaival egyiitt explicit il-
lusztraciokat adunk. Tovabba megallapitjuk a platoni szilard testek néhany alapvetd
tulajdonsagat.

5.1 Az Osszes platoni szilard test teljes listaja

Ez a szakasz a platoni szilard testek és jellemz6 paramétereik, mint példaul a Schlafli
szimbolum (n, ¢) és az Eu- ler-harmas (f, e, v) teljes tablazatanak megadéasara
Osszpontosit. Emlékezziink arra, hogy f, e és v az oldalak, élek és csiicsok szamét jelo-
lik. Tovabba a Schlafli szimbolum (n, c¢) azt adja meg, hogy a megfelel§ poliédernek
n szabalyos poligonja van, amelyek koziil ¢ talalkozik minden egyes csticsban.

Schlafli szimbélum

Euler-harmas

Diéder szog

(nv C) (f, e, U) 0
(3,3) (4,6,4) 70.5%°
Tetraéder
{V (3,4) (8,12,6) 109,48
Oktaéder
AN
m (3,5) (20, 30,12) 138.1%°
N
Tkozaéder
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5 AZ OT PLATONI SZILARD TEST

Schlafli szimbolum | Euler-harmas | Diéder szog

(n,c) (. e,v) .
NN
(4.3) (6,12,8) 90.°
Kocka
Ty
‘ ’ (5,3) (12,30, 20) 116.56°
LS

Dodekaéder

5.2 A platéni szilard testek fogalmanak eredete

Euklidész platoni szilard testekkel kapcsolatos munkassaganak némi torténelmi hat-
terét ismertetjiik. EltérGen e dolgozat megkozelitésétél, ahol nem tamaszkodtunk a
platoni testek konkrét hdromdimenziés modelljeire, Eukleidésznek mas megkozelitése
volt.

Azzal kezdi, hogy gémbbe irt explicit haromdimenziés modelleket ad a tetraéderre,
a kockara, az oktaéderre, az ikozaéderre és a dodekaéderre, azaltal, hogy az arcok
szama és tipusa alapjan jellemzi 6ket. A sokszog egy olyan szilard alakzat, amelyet
egy pont és egy sokszog minden egyes csicsanak a pontot nem tartalmazo sikban
torténd Osszekapcsolasaval alakitunk ki. Euklidész nem hasznalja a

05

ahol n, ¢ a Schlafli szimbo6lum ismert szamai.

tetraédert, ahogy mi is tettiik, négy egyenld oldali hdromszogbdl all6 haromszogletd
piramisként definidlva azt. Euklidész a kockat hat egyenlé négyzet altal hatarolt
szilard alakzatként, az oktaédert és az ikozaédert 8 (illetve 20) egyenls oldala harom-
szog altal hatarolt szilard alakzatként, a dodekaédert pedig 12 szabalyos 6tszog altal
hatarolt alakzatként hatirozza meg. Eukleidész ezutan az Elemek cimi miivében,
amelyet Fitzpatrick forditott |3|, megallapitja: Tehdt azt mondom, hogy a fent em-
litett 6t alakzaton kivil nem lehet mds olyan (szildrd) alakzatot konstrudlni, amelyet
egyenld oldali és egyenld szogi (sikok) tartalmaznak, amelyek egyenldek egymdssal.

Euklidész a kovetkezGképpen érvel: Ha egyenld oldaltt haromszogeket hasznalunk,
akkor harom, négy vagy 6t darabot Gssze tudunk rakni egy cstcson, de hat harom-
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sz0g laposan fekiidne. Ha négyzeteket hasznalunk, akkor egy csiicson hdrmat Ossze
tudunk rakni, de tobbet nem. Ha szabalyos 6tszogeket hasznalunk, akkor megint
harmat tudunk egy csicsra tenni. Ha hatszogeket probalunk hasznélni, akkor harom
laposan fekiidne, tehat erésebb okboél nem hasznalhatunk tébb oldalu szabalyos sok-
szogeket. Ez az 0t eset - mondja - megfelel a tetraédernek, az oktaédernek, az
ikozaédernek, a kockanak és a dodekaédernek, tehat nincs mas.

Sajnos Euklidész kovetkeztetése néhany hianyzé hipotézis miatt nem helyes, és a ko-
rrigalt eredmény bizonyitasa sem teljes. A kovetkezd két alfejezetben részletesebben
megvizsgaljuk a hidnyz6 hipotézisek jelentGségét.

5.2.1 A platoni szilard testek konvexitasa

Az 6t platoni test egyediségének egyik fontos feltétele (a kongruenciaig), hogy kon-
vexnek kell lenniiik. E tovabbi kovetelmény nélkiil olyan alakzat 1étezik, mint a
lyukasztott ikozaéder. Tekintsiik az ikozaéder egyik csicsat, A-t, és legyen BCDEF
az Ot szomszédos csics altal alkotott 6tszog. Vegyiik le az ABCDEF altal alko-
tott 6tszOgi piramist, és helyettesitsiikk az A'‘BCDEF 6tszogl piramissal, ahol A
az A pont tiikkorképe a BCDFEF sikjaban. Az A‘ pont ekkor az eredeti ikozaéder
belsejében van, igy az 0j alakzat mashol is olyan, mint egy ikozaéder, de A‘ nal
konkév. Ez egy 20 egyenld egyenld oldalt hdromszog altal hatarolt alakzat, de nem
kongruens az ikozaéderrel vagy a fent felsorolt platéni testek barmelyikével.

A lyukasztott ikozaéder illusztracioja

5.2.2 Az egy cstcsot tartalmazo6 feliiletek szama

A platoni testekre vonatkozé masik kdvetelmény, hogy a Schlafli-jelben szerepld c
szamnak a platéoni test minden csticsan azonosnak kell lennie. Ellenkez6 esetben
egy hdromszogletd dipiramis egy mésik platoni szildrd testnek tekinthets. Ha két
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egyenl$ tetraéderre gondolunk, amelyeket az egyik oldal mentén &sszeragasztunk,
akkor egy konvex poliédert kapunk, amelynek oldalai 6 egyenld oldalii haromszogek,
ami nem szerepel a fenti 6t platéni szildrd test felsorolasiaban. Az ellentmondés
abbol adodik, hogy a fels§ és az als6 csucsban harom, a ragasztott oldal mentén
viszont négy, a csicsok mindegyikénél talalkozo oldalunk van.

Egy haromszog alaki dipiramis dbrazolasa

5.3 A platoni szilard testek alapvetd tulajdonsagai
Ebben a szakaszban a platoni szilard testek geometriai természetére vonatkozod
harom tulajdonsagot allapitunk meg.
Tétel 5.1:
1. Minden platoni szilard testben minden déderes szog egyenld
2. A platoni test minden csticsa egy gombon fekszik

3. A platoni testek barmely két csiicspontja esetén az alakzatoknak van
egy merev mozgasa, amely az egyik csicsot a masikhoz viszi.

Bizonyitas Ezeket a tulajdonsigokat minden egyes platoni szilard testre kiilon-
kiilon bizonyitjuk, és egyidejtileg bemutatjuk a megfelel§ konstrukciot.

Tetrahéder

o Epités: Kezdjiik egy egyenl oldala haromszoggel, amelynek oldalhossza egy. A
haromszog kozéppontjabol kiindulo és felfelé halado, a haromszog sikjara merdleges
egyenest a kovetkezdével jeloljiik h. Ekkor létezik egy olyan H pont a h-n, hogy H
tavolsaga egy a haromszog valamelyik csicsatol. A konstrukcié szimmetriaja miatt
H tavolsaga a masik két csticshoz képest is egy lesz. H-t Gsszekotjiik a haromszog
csicsaival, és megkapjuk az egy oldalhosszusagi tetraédert.

o Egyenld kétszogek: Az dbra szimmetridja miatt minden diéder szogek egyen-
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=

A tetraéder felépitésének illusztracioja

16nek kell lennie.

e Egy gombbe irva lenni: Az dbra szimmetriajabol kovetkezik, hogy a tetraéder
csuicsal mind egyenld tavolsdgra vannak az O koézépponttol, és igy az O kdzéppontu
gémbon fekszenek.

e A merev mozgds létezése: Az egyik csticson és az ellenkezd oldal kdzéppontjan
athalado tengely koriili forgatas barmelyik csticsot egy masikra fogja leképezni.

Oktaéder

o Epités: Az oktaéder csiicsai ezen egyenesek és a gomb hat metszéspontja, amelyek
a gomb kozéppontjan haladnak keresztiil. Ha ezeket a pontokat 6sszekotjiik, akkor
az oktaéder alakjat kapjuk.

Az oktaéder felépitésének illusztraciéja

e Egy goémbbe irva lenni: Az atény, hogy az oktaéder gombbe van irva, kozvetleniil
a szerkezetébdl kovetkezik.
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e A merev mozgds létezése: A gomb harom tengelye koriili ismételt forgatassal
barmely két szomszédos cstics barmelyik méasik kettére leképezhetd.

e Egyenld diéder szogek: Két szomszédos csiicsot egy él kot Gssze, amely két oldal
metszéspontja. Ez a két feliilet a 2.6. definici6 szerint diéderes szoget zar be. Két
szomszédos csiicsot barmelyik masik szomszédos parra leképezhetiink. Ez azt jelenti,
hogy a diéderes széget a merev mozgasnak meg kell 6riznie. Ebbdél kévetkezik, hogy
minden diéderes szognek egyenlének kell lennie.

Tkozaéder

o Epités: BCDEF-nek nevezett, sikban elhelyezkeds, egységnyi hossziisagu sz-
abalyos Otszoggel kezdiink. A 2.1. tétel szerint az Otszog egy korén fekszik. A
tetraéder konstrualasdhoz hasonléan a BC DEF sikjara meréleges egyenest vesziink
a kor kozéppontjan keresztiil, és az egyenesen talalunk egy pontot, amelyet A-val
jeloliink, és amelynek a tavolsaga egy a B pontig. A konstrukci6 szimmetridja miatt
A tavolsdga a BCDEF 6tsz6g minden pontjatol egy lesz. Ha A-t 6sszekotjiik ezekkel
a pontokkal, akkor egy 0Otszogletd piramist kapunk, amelynek 6t egyenlé oldala
haromszog a fels§ oldala. A szimmetria miatt barmely két szomszédos haromszog
kozott a négyszogszognek egyenlének kell lennie. Ezzel az els6 1épést befejeztiik.Fzt
a lépést megismételjiik az ikozaéder els6 felének megépitéséhez. Készitiink egy masik
ilyen kongruens 6tszogd piramist egy szabalyos B‘A‘D‘G H pentagonnal és egy C*
fels6 csticesal. Az 1Gj piramisban a négyszogszégek ugyanazok, mint az els§ 6tszog-
ben. Ha tehat az A'B‘C*‘ haromszoget az ABC' haromszogre ragasztjuk, akkor a
D és D* pontok egybeesnek. Igy egy nyolc egyenls oldaltt haromszogbél allo dom-
bora alakzatot kapunk. Ezt még egyszer megismételjiik, hogy tiz egyenl6 oldali
haromszogbdl allo konvex alakzatot kapjunk, ahol minden négyszogszog egyenls.

Az ikozaéder els6 felének felépitésének illusztraciéja

Ahogy korbejarjuk a hat élt, amelyek az abra kiils6 hatarait alkotjak, a két egymast

37



5 AZ OT PLATONI SZILARD TEST

kovets €l kozotti szog megegyezik egy szabalyos 6tszog bels§ szogével. Miutan egy
mésik, tiz egyenld oldald haromszogbdl allo alakzatot készitettiink, Gsszeragasztjuk
a két kongruens alakzatot, és megkapjuk az ikozaédert, amelynek minden dihedrélis
szoge azonos. A két alakzat hatarai illeszkednek egymashoz, mivel minden élszog és
minden diéderes szog megegyezik.

e Egyenld dihedrdlis szogek: A négyszogek mindegyike megegyezik az ikozaéder
szerkesztésénél allitottakkal.

e Egy gombbe irva lenni: Mivel minden négyszogszog egyenld, az O metszéspont
barmelyik két szomszédos feliilet esetében ugyanaz lesz. A konstrukcio szerint a két
szomszédos pont mind a négy pontja egyenld tavolsagra van O-t6l, igy a test minden
cstcsa egyenld tavolsagra van O-t6l. Ezért az ikozaéder egy gdmbbe van beirva,
amelynek kozéppontja O. A gémb kozéppontja O.

e A merev mozgds létezése: A leirt konstrukcité szimmetrikus az ABC haromszog
onmagara valo elforgatasaval. Mivel minden di- hedralis szog azonos, a kiindulési
haromszog tetszGlegesen megvalaszthatd. Ebbdl kovetkezik, hogy egy forgatas alatt
barmelyik csiics leképezhetd egy szomszédos cstcsra. Igy a kiilonbozé elforgatasok
egymas utani alkalmazasa barmelyik csticsot barmelyik masik csicsra leképezi.

Kocka

o Epités: Kezdjiik egy egy sugari gémbbel. Az oktaéder konstrukciojahoz hason-
loan harom egymaésra meréleges x, y, z egyenest vesziink, amelyek a gémb kézéppon-
tjan haladnak keresztiil, ezt jeloljik O-val. Az z,y, z tengelyeknek hat metszéspontja
van a gombbel. Ezeket a pontokat jeoljik F'1...,F6 . Vegyiink egy kett6 oldali
négyzetet, és helyezziik a kdzéppontjat a hat metszéspont egyikére: F'1..., F'6 pon-
tokba, tgy, hogy a négyzet a gombre érintélegesen fekiidjon. Ez a négyzet a kocka
hat oldalanak egyike. Ha ezt a lépést minden egyes metszéspontra megismételjiik,
akkor a kocka felépitése befejez6dik.

e Egyenld diéder szégek: A kocka minden oldala mer6leges az x,vy, z tengelyek
valamelyikére, és két kozos éli oldal nem lehet mersleges ugyanarra a tengelyre. Igy
barmely két kozos éld feliilet merGleges egymasra, mivel a tengelyek merélegesek
egymasra. Ebbdl kovetkezik, hogy minden déderes szog egyenls.

e Egy gombbe irva lenni: Az oldal szimmetridjabol az kovetkezik, hogy az egyik
oldal minden csticsa szintén egyenls tavolsagra van O-t6l, és a kocka szimmetridja
miatt minden csticsa egyenld tavolsigra van O-t6l. Igy a kocka minden cstcsa egy
olyan gbmbon fekszik, amelynek kézéppontja O.

e A merev mozgds létezése: Az oktaéderhez hasonléan minden csics barme-
lyik masikra leképezhets a konstrukcioban hasznalt kis gomb harom tengelye koriili
forgatassal
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Dodekaéder

o Epités: A dodekaéder megépitéséhez felhasznaljuk az ikozaéder megépitésének
ismeretét. Vesziink egy ikozaédert, és minden 6t haromszoghdél, amelyek ugyanab-
ban a V cstcsban taldlkoznak, a V-t tartalmazé haromszogek 6t kozéppontjanak
Osszekapcsolasaval egy szabalyos sikbeli 6tszoget készitlink, amely a dodekaéder els6
oldala. Ezt az ikozaéder mind a tizenkét csiucsaval megtessziik. Az eredmény az
eredeti ikozaéderbe beirt dodekaéder. A konstrukcio szerint az ikozaéder és a do-
dekaéder egymas dudlisai. Ha a dodekaéderre hasonlé konstrukcidt alkalmazunk,
ismét egy (méretezett) ikozaédert kapunk.

A dodekaéder els6 oldalanak felépitésének illusztraciéja

e Egyenld dehéder szogek: Az ikozaéder szimmetrikus, ezért a dodekaéder minden
két oldala kozotti kapcsolat azonos, és igy minden diéderes szog egyenld.

e Egy gombbe irva lenni: Mivel a dodekaéder csicsai ezeknek az oldalaknak a
kozéppontjaban vannak, ezek is egyenl§ tavolsagra vannak az O-tol.

e A merev mozgds létezése: Az ikozaéder egy haromszogét egy szomszédos
haromszogre kiildjiik a két ellentétes csiicson athalado tengely koriili forgatéassal.
Ez azt jelenti, hogy a dodekaéder egy csiicsdt egy szomszédos csiicsra képezziik
le. Ezért egymast kovets forgatédsok alkalmazasaval barmelyik csicsot barmelyik
maésikra kiildhetjiik.

39



Bibliografia

[1] Martin Aigner és Gu” nter M. Ziegler. Bizonyitékok a KONYVhbél.
Springer Berlin Heidelberg, Berlin, Heidelberg, 2018.

[2] Harold Scott Macdonald Coxeter. Szabalyos polytopok. New York: Dover,
1973.

[3] Richard Fitzpatrick. Euklidész A geometria elemei. , 2007.

[4] Robin Hartshorne. Geometria: Euklidész és azon til. Springer New York,
NY, 2000.

[5] Daniel Zwillinger. CRC Standard matematikai tablazatok és képletek.
CRC Press, Boca Raton, Florida, 32. kiadas, 2012.

40



Osszegzés

Az iras alaposan és részletesen vizsgalja a Platoni szilard testek vilagat, bevezetve az
olvasot ezek lenytig6z6 geometriai formakba. A bevezetSben ravilagit az iras céljara
és az altalanos fogalmakra, majd mélyebben bemutatja ezeket a testeket és azok
tulajdonsagait.

Az Euler-képlet és az osztalyozasi stratégidk bemutatasaval az iras mélyrehatéan
tanulményozza a Platoni testek szerkezetét és rendszerezését. Kiemeli az osztély-
ozéasi folyamat fontossagit és az Euler-képlet alkalmazisanak modszereit a testek
megértésében.

Az oldalak cimkézésének folyamata és az Euklidész altal kidolgozott osztalyozasi
modszer részletes elemzése mellett az irds kiterjed az ot Platoni szilard testre is.
Ezéaltal az olvasd betekintést nyer ezeknek a testeknek a geometriai jellemzGibe,
valamint azok eredetébe és jelentGségébe. A részletes és alapos elemzés segiti az
olvasot a Platoni szilard testek vilaganak mélyebb megértésében.
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Pe3siome

Ua aunnomHa poboTa AOKNaAHO Ta AeTaNbHO AOCAIAKYE CBIT [MNaTOHOBUX TiN,
BBOAAYM YNTAYaA Y 3aXONKOOYI reOMeTpUYHi popmu. Y BCTYNi PO3KPUBAETLCA META
AUMIOMHOT pob0TH Ta 3aranbHi KOHLUenNUi, nicns Yoro 6inbw AeTanbHO
NnpeacTaBAATbCA Ui TiNa Ta iX BAACTUBOCTI.

3 BBeageHHAM dopmynn Einepa Ta ctpateriamu knacudikauii aunnomHa pobota
rMMHOKO BUBYAE CTPYKTYPY Ta cMcTemaTm3au,ito MNaaToHOBUX TiN. Buainaerbca
BAXK/IMBICTb Npouecy Knacudikauii Ta meTogm 3actocyBaHHA dopmynaum Ennepa ana
PO3YMIHHA LKX TiN.

Mopsag, i3 geTanbHMM aHaNi30M NPoLLeCy MapKyBaHHA rpaHen Ta KnacudikauinHoro
meToay, po3pobaeHoro EBKAIAOM, AMNAOMHA pO6OTa OXONOE TaKOXK N'ATb
MnaToHOBUX TiNl. TAKMM YUMHOM, YMTAY OTPUMYE YABJIEHHA NPO reOMeTPUYHI
XapaKTEePUCTMKU LUMX Tifl, @ TAKOXK iX NOXOAKEHHA Ta 3HaYeHHA. [leTanbHUi Ta
peTenbHUM aHaNi3 CNPUAE 3PO3YMIHHIO YMTaYeMm CBIiTY M1aTOHOBMX Tin Ha GinbL
rMMboKoMY pPiBHi.
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