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Bevezetés
A problémamegoldó gondolkodás egy olyan matematikai módszer, amely segí-
ti az oktatókat és a tanulókat abban, hogy megértsék és megoldják a komplex 
feladatokat. ez az eljárás megköveteli, hogy a tanulók logikus módon kövessék 
végig a lépéseket, miközben fokozatosan előrehaladnak a feladat megoldásával. 
A problémamegoldás a matematikaoktatás alapvető része. Segíti a tanulókat a 
kritikai gondolkodás képességének fejlesztésében, a problémák kreatív megol-
dásának feltárásában, valamint az összetett fogalmak és elvek megértésében. 

A kritikai gondolkodás a mélyreható gondolkodás és a problémák 
elemzésének képességeként definiálható, a problémamegoldás kritikus gon-
dolkodásra ösztönzi a tanulókat azáltal, hogy nehéz problémák megoldására 
és matematikai ismereteik kreatív alkalmazására készteti őket. ezáltal jobban 
megérthetik, hogy miért működnek bizonyos matematikai megoldások, és ho-
gyan alkalmazhatók a való világban. 

a problémamegoldó gondolkodás fogalma
A problémamegoldó készségek tanításához először is meg kell érteni a prob-
lémamegoldás fogalmát. A problémamegoldást úgy határozzák meg, mint egy 
adott problémára vagy kihívásra való megoldás megtalálásának folyamatát. Ok-
tatási környezetben a problémamegoldás olyan feladatokra utalhat, mint példá-
ul egy matematikai egyenlet kidolgozása. Ha megtanítjuk a diákoknak, hogyan 
közelítsék meg és oldják meg a problémákat, az segíti őket a kritikai gondolko-
dás képességének fejlesztésében, amelyet az osztályteremben és azon kívül is 
hasznosítani tudnak. ez segíthet nekik abban is, hogy jobb tanulási szokásokat 
és erősebb szervezési készségeket alakítsanak ki. (Kontra 1996)

A problémamegoldás lépései
Pólya györgy (Pólya 1971) a feladatmegoldások problémáját elsősorban 

a gyakorlat oldaláról közelíti meg, s támpontokat ad a megoldás menetéhez. 
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A problémamegoldásban a következő négy lépést különbözteti meg.
1. lépés: A probléma megértése, a cél meghatározása. 
2. lépés: Tervezzük meg a probléma megoldási stratégiát. 
3. lépés: Hajtsuk végre a stratégiát, ellenőrizzük és módosítsuk, ha szük-

séges. 
4. lépés: ellenőrizzük és járjuk körbe a megoldást.

A problémamegoldás gyakorlása
A problémamegoldási képesség fejlesztésének legnagyobb nehézsége, 

hogy a fejlesztés hosszú folyamat, így iskolai keretek között nehéz megvalósí-
tani a heti óraszámok és a tananyag mennyisége miatt.

Felmérés
A problémamegoldó képességek fejlődésével kapcsolatos kutatásunk része-
ként felmérést végeztünk a 10. és 11. osztályos tanulók problémamegoldó 
képességének felmérésére. A felmérés fő célja a fejlesztendő területek megha-
tározása volt. 

 
Felmérő feladatsor

1. feladat. Két állomás között a távolság 360 km. Mennyi idő alatt teszi 
meg ezt a távolságot a 90 km/h sebességgel haladó vonat? Mekkora sebes-
séggel kell haladnia a vonatnak, hogy ezt a távolságot 4 óra 30 perc alatt tegye 
meg? (Taraszenkova 2014)

2. feladat. Mekkora sebességgel kell haladnia a vonatnak az új menetrend 
szerint, ha most 4 óra alatt teszi meg a két állomás közötti távolságot, amit a régi 
menetrend szerint 100 km/h sebességgel 5 óra alatt tett meg? (Taraszenkova 2014)

3. feladat. Péter és Pál egy túraversenyre edzenek. egyik reggel 8 órakor 
Péter elindult debrecenből az 50 km távolságra lévő Nyíregyháza felé, és egyen-
letesen haladva, óránként 5 km-t tett meg. Másfél órával később Pál elindult 
Nyíregyházáról debrecen felé ugyanazon az úton, 8km/h sebességgel. Péter in-
dulásától számolva mennyi idő múlva tettek meg ugyanannyi utat? Milyen mesz-
sze voltak ekkora egymástól? (Matematika felvételi feladatok 8. osztály, 2012)

4. feladat. Kovács úr minden hétköznap reggel pontban 8 órakor indul 
el a házuk elől gépkocsival a munkahelyére. Ha 40 km/h átlagsebességgel ha-
lad, akkor 3 percet késik. Ha átlagsebessége 60 km/h, akkor 3 perccel a hiva-
talos munkakezdés előtt ér a munkahelyére. Mekkora átlagsebesség esetén lesz 
Kovács úr pontosan a munkakezdésre a munkahelyén? (egyed 2010) 

A felmérő feladatsor 4 mozgással kapcsolatos feladatból állt, melyek a 
következő kérdésekre adtak választ:

BaKsa adrIen – sztoJKa MIroszláv
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• Ismeri-e a diák az S=v·t képletet?
• Tudja-e alkalmazni a képletet?
• Érti-e a feladatok szövegét?
• fel tud-e állítani egy egyenletet?
• Meg tudja-e oldani az egyenletet?

A felmérés eredményei
A felmérést 30 diák töltötte ki azzal a céllal, hogy meghatározzuk a 

problémás területeket. 
Az 1. feladattal azt szerettük volna kideríteni, hogy a diákok ismerik-e 

az S=v·t képletet, tudják-e alkalmazni, illetve tudják-e, hogy csak azonos mér-
tékegységek esetén tudunk számolni. A következő táblázat azt mutatja, hogy 
hány diáknak sikerült megfelelni ezeknek a kritériumoknak.

1. táblázat. a felmérő feladatsor 1. feladatának eredményei
Képlet ismerete első kérdés Mértékegységváltás Második kérdés Helyesen  

megoldotta
27 24 10 9 9

látható, hogy a képletet 30-ból 27 diák ismerte, viszont csak 24-en tud-
ták, hogy melyik betű mit jelöl, így a feladat első kérdésére 24-en adtak helyes 
választ. 

A második kérdés megválaszolásához mindössze 10 diáknak sikerült 
átalakítani a 4 óra 30 percet 4,5 óráva, viszont csak 9 diák tudta elvégezni az 
osztást, így erre a feladatra helyes megoldást 9 tanuló adott. 

A 2. feladat a tanulók szövegértelmezési képességeire koncentrál. Az 
alábbi táblázat mutatja, hogy hányan tudták megoldani ezt a problémát.

2. táblázat. a felmérő feladatsor 2. feladatának eredményei
felismerte, hogy ugyanazt 

az utat kell megtennie
Helyesen értelmezte  

a feladat szövegét Helyesen megoldotta

21 13 9

ezt a feladatot a diákok többsége aránypárral próbálta megoldani, így 
azt az eredményt kapták, hogy a vonatnak 80 km/h sebességgel kell halad-
nia, hogy 4 óra alatt megtegye azt az utat, amit 100 km/h sebességgel 5 óra 
alatt tesz meg. Nyolc diák ezt az eredményt elfogadta, négyen rájöttek, hogy  
a kapott sebesség nem helyes, viszont nem találtak más módszert. Mindössze 
9 tanuló oldotta meg ezt a problémát tökéletesen. 
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A 3. feladat szintén a szövegértelmezésre koncentrál, valamint arra, 
hogy a diákok fel tudnak-e állítani egy egyenletet szöveg alapján. A feladathoz 
11 tanuló kezdett hozzá, a többiek nem értették, hogy mi van megadva és mit 
kell meghatározni. 

3. táblázat. a felmérő feladatsor 3. feladatának eredményei
Helyesen értelmezte 

a feladat szövegét egyenlettel oldotta Nem egyenlettel oldotta Helyesen megoldotta

11 2 4 3

öten fel tudták az adatokat vázolni, rájöttek, hogy mit kell kiszámolni, vi-
szont nem találtak erre megfelelő módszert. Ketten sikeresen felírták az egyen-
letet és meg is oldották, négyen lépésenként leírták, hogy melyik órában hol 
járnak a fiúk, viszont ezzel a módszerrel csak egy diák kapott helyes megoldást. 

A felmérés 4. feladatát senki nem tudta megoldani, akik hozzákezdtek 
csak átlagot vontak a 40 km/h és 60 km/h sebességekből, és válaszként 50 
km/h-t írtak, ami nem helyes.

A felmérés alapján a következő területek bizonyultak problémásnak:
• Szövegértelmezés;
• Mértékegységváltás;
• Osztás;
• egyenlet felállítása szöveg alapján.

Kidolgozott tananyag
A problémás területek meghatározása után tananyagot készítettünk, amely 
ezen területek fejlesztésére koncentrál. A tananyagban 15 mozgással kapcso-
latos feladat és annak megoldása szerepel a Pólya györgy által megfogalma-
zott lépéseket követve, könnyebbek és nehezebbek egyaránt.  A tananyagot 3 
darab tanóra keretében oldottuk végig a diákokkal. Az alábbiakban a tananyag 
egy feladata és megoldása szerepel.

Gáspár és Vince kitalálták, hogy körbebiciklizik a Velencei-tavat (32 km). Dél-
előtt 10 órakor indultak el ellentétes irányban. Vince óránként 18 km-t, Gáspár 22 km-t 
tett meg. Mikor találkozott a két gyerek?  A kiindulási ponttól milyen messze találkoztak 
a fiúk? (Matematika tankönyv, 8. osztály, 2017) 

Megoldás:
1. lépés: A probléma megértése, a cél meghatározása.
foglaljuk táblázatba az adatainkat!

BaKsa adrIen – sztoJKa MIroszláv
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4. táblázat. a feladat adatainak összegzése
S, km v, km/h t, h

gáspár 22x 22 x
Vince 18x 18 x

ebben a feladatban a legfontosabb, hogy a diákok felismerjék, hogy mivel a 
fiúk egyszerre indultak, ezért mindketten ugyanannyi ideig bicikliztek a találkozásig, 
jelöljük ezt x-szel. A sebességek adottak, gáspár sebessége 22 km/h, Vincéé pedig 
18 km/h. Az S=v·t képletet alkalmazva pedig felírhatjuk a fiúk által megtett utakat. 

t-?, SVince-?

2. lépés: Tervezzük meg a megoldás lépéseit.
Mivel tudjuk, hogy a fiúk ellentétes irányban indultak és kör alakú pá-

lyán bicikliznek, ezért amikor találkoztak a kettejük által megtett utak összege 
egyenlő a teljes úttal, ami 32 km. Tehát felírhatjuk a következő egyenletet:

22x+18x=32.

3. lépés: Hajtsuk végre a megoldási stratégiát.
• Oldjuk meg az egyenletet! 

22+18x=32.
40x=32.
x=0,8.

Tehát 0,8 órát bicikliztek a fiúk a találkozásik, ami 0,8·60=48 perccel egyenlő, 
vagyis 10:48-kor találkoztak a kiindulási ponttól 0,8·18=14,4  km-re. 

4. lépés: Ellenőrzés.
• 48 perc alatt gáspár 0,8·22=17,6 km-t tett meg, Vince 14,4 km-t. A 

fiúk által megtett utak összege 14,4+17,6=32 km, ahogy a feladat feltételeiben 
is szerepel. 

Felelet: 10:48-kor találkoztak, 14,4 km-re a kiindulási ponttól.

záró mérés
A kidolgozott tananyag levezetése után a diákok megírták a záró mérés feladat-
sorát azzal a céllal, hogy összehasonlítsuk a felmérő dolgozat eredményeivel. 

A záró mérés feladatsora
1. feladat. Két állomás között a távolság 550 km. Mennyi idő alatt teszi meg 

ezt a távolságot a 110 km/h sebességgel haladó vonat? Mekkora sebességgel  
kell haladnia a vonatnak, hogy ezt a távolságot 4 óra 24 perc alatt tegye meg? 
(Taraszenkova 2014)
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2. feladat. Mekkora sebességgel kell haladnia a busznak az új menetrend 
szerint, ha most 4 óra alatt teszi meg a két állomás közötti távolságot, amit a régi 
menetrend szerint 80 km/h sebességgel 5 óra alatt tett meg? (Taraszenkova 2014)

3. feladat. Reggel 9 órakor Kristóf  elindult debrecenből az 50 km 
távolságra lévő Nyíregyháza felé, és egyenletesen haladva, óránként 5 km-t 
tett meg. Másfél órával később Aladár elindult Nyíregyházáról debrecen felé 
ugyanazon az úton, 8km/h sebességgel. Kristóf  indulásától számolva mennyi 
idő múlva tettek meg ugyanannyi utat? Milyen messze voltak ekkora egymás-
tól? (Matematika felvételi feladatok 8. osztály, 2012)

4. feladat. Szabó úr minden hétköznap reggel pontban 7 órakor indul el 
a házuk elől gépkocsival a munkahelyére. Ha 40 km/h átlagsebességgel halad, 
akkor 3 percet késik. Ha átlagsebessége 60 km/h, akkor 3 perccel a hivatalos 
munkakezdés előtt ér a munkahelyére. Mekkora átlagsebesség esetén lesz Sza-
bó úr pontosan a munkakezdésre a munkahelyén? (egyed 2010)

a záró mérés eredményei
A következő táblázat mutatja, hogy a feladatsor 1. feladatának megoldása so-
rán milyen sikereket értek el a diákok. 

5. táblázat. a záró mérés 1. feladatának eredményei
Képlet ismerete első kérdés Mértékegységváltás Második kérdés Helyesen  

megoldotta
29 28 26 25 25

A 2. feladat a tanulók szövegértelmezési képességeire koncentrál. Az alábbi 
táblázat mutatja, hogy hányan tudták megoldani ezt a problémát.

6. táblázat. a záró mérés 2. feladatának eredményei
felismerte, hogy ugyanazt 

az utat kell megtennie
Helyesen értelmezte  

a feladat szövegét Helyesen megoldotta

26 24 24

A 3. feladat megoldásánál is szembetűnő különbségeket figyelhetünk meg.

7. táblázat. a záró mérés 3. feladatának eredményei
Helyesen értelmezte 

a feladat szövegét egyenlettel oldotta Nem egyenlettel oldotta Helyesen megoldotta

24 24 3 11

Míg a felmérő feladatsorban a 4. feladatot senki nem tudta helyesen megolda-
ni, a záró mérés alkalmával itt is értek el a diákok sikereket.
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8. táblázat: a záró mérés 4. feladatának eredményei
Helyesen értelmezte 

a feladat szövegét Mértékegységváltás egyenlet Helyesen megoldotta

11 6 7 5

Következtetések
A záró mérés eredményei egyértelműen igazolják Pólya györgy modelljének 
hatékonyságát, a fejlődés a nehezebb feladatokon szembetűnő. Megfigyelhe-
tő, hogy javult  a tanulók szövegértése.

A diákok problémamegoldási képességének fejlesztésére kidolgozott 
tananyag során a tanulók problémamegoldási képessége fejlődött, nehezebb 
feladatokat is sikeresebben oldottak meg.  A tanulók pozitívan álltak hozzá 
a problémák megoldásához, igényelték a tárgyi tevékenységgel szemléltetést, 
kísérletezést, saját maguk is kitaláltak hasonló tevékenységeket. Meghallgatták, 
továbbfejlesztették egymás ötleteit, képesek voltak egyéni gondolkodás után 
közös munkára. fejlődött a megoldások leírása, a hallgatók több szöveges in-
doklást írtak.

A humán osztályokban tanulók problémaalkotási képessége sokat fej-
lődött, képesek lettek új problémákat találni adott helyzethez, vagy adott 
probléma folytatásaként.  Az új kérdések megfogalmazása is pontosabb, 
lényegretörőbb lett.
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