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Bevezetés

A fiiggvény a matematika, kiillonésen a matematikai analizis egyik kulcsfon-
tossagu fogalma. A fliggvények ismerete, megértése és alkalmazasa nemcsak
a matematikdban, hanem mas tudomanyagakban, igy mint a természettudo-
manyokban, kozgazdasdgtanban és miiszaki tudomanyokban is kiemelt fon-
tossagu.

Ukrajna Oktatasi és Tudomanyos Minisztériuma altal jovahagyott mate-
matika tantervek kiemelt figyelmet forditanak ennek a fogalomnak a részletes
ismertetésére. A kozépiskolai matematikatanulas sordan kiilonosen fontos sze-
repet kapnak az elemi fiiggvények bemutatasa, jellemzése, valamint a fiigg-
vénytranszformaciok tanitasa.

Mindezek mellett az iskolai matematikatanulas egyik fo célja, hogy a
tanulokban egy idedalis fogalomképzet alakuljon ki a fiiggvényrdl, illetve e
fogalom reprezentaciés modjait is megfelelden tudjak alkalmazni a kiillonb6z6
matematikai problémak megoldasa soran.

Jelen dolgozat egy, a fent emlitett fogalomnak az alakitasat megcélzd
tanitasi kisérletet mutat be. A dolgozat 4 fejezetbdl all.

Az 1. fejezetben attekintem a tanitasi kisérletet megalapozd, a fiiggvény-
fogalom-képzet alakitdsahoz kapcsolodé szakirodalmakat.

A 2. fejezeten belill egy karpataljai liceum . osztalyos tanuldi kozott
elvégzett felmérésrol (elteszt) és annak eredményeirdl szamolok be, mely az
adott korosztalynak a fiiggvényrdl kialakult képzetet tarja fel.

A 3. fejezetben ugyanebben 9. osztalyos tanuldi csoportban megvalo-
sult 2 oras tanitasi kisérletet és annak tapasztalatait mutatom be, mely a
fliggvényfogalom alakitasat célozta meg.

A 4. fejezetben a tanitdsi kisérlet hatékonysdgat vizsgald felmérés (uto-
teszt) eredményeit elemzem.



1. fejezet

Elméleti hattér

1.1. A matematikai fogalmak definialasa

Béarmilyen fogalom esetében a nyelv az, amellyel érvelni tudunk arrél, hogy
valami példaja vagy ellenpéldaja egy-egy fogalomnak. Ennek ellenére csak
és kizardlag a nyelvre tamaszkodni abban, hogy szavakkal definidlunk egy
fogalmat nem célravezeté [I]. Ennek okdt Vinner [8] abban magyarazza,
hogy ha csak szavakkal definidlunk egy fogalmat, az hosszi tavon feledésbe
mertil. Tehat minden fogalomnak az alakitasi folyamataban konkrét helye
van, azt tdmasztja ald Skemp ([1], 42.0ld.) két alapelve is:

"1. Definicio segitségével senkinek nem kozvetithetink az dltala ismer-
teknél magasabb rendi fogalmakat, hanem csakis oly modon, hogy megfeleld
példdak sokasdgat nyujtjuk.

2. Minthogy a matematikaban az elobb emlitett példik majdnem mind kuilon-
boz6 fogalmak, ezért mindenekeldtt meqg kell gyézodniink arrol, hogy a tanulo
mar rendelkezik ezekkel a fogalmakkal."

Skemp [I] irdsdban arra is kiilon kitér, hogy kiemelt figyelmet kell fordita-
ni a definicioban szerepl6 elemek jelentését, illetve jelentoségét, tovabba azt,
hogy azok milyen kapcsolatban allnak a hétkoznapi hasznalatban 1évo sza-
vakkal. Ezért nagyon fontos, hogy a matematikai definiciokat, igy a fiiggvény
definicidjat is ugy kell bevezetni, hogy a tanuloknak sok tapasztalati példat
mutatunk a definicioban szerepl6é fogalmakrol. Minél nagyobb, tapasztalat
utjan szerzett, a definiciéban szereplo fogalmi tarhéza van a didkoknak, annal
nagyobb az esély arra, hogy a didkokban a megfelel6é fogalomképzet alakul
ki.

Vollrath (1984) szerint egy tanul6 akkor sajatitott el egy fogalmat, ha
a kovetkezo ellendrizhetd képességekkel rendelkezik (idézi Ambrus [9], 66.
old.):
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e El tudja donteni, hogy egy adott objektum egy bizonyos fogalomhoz
tartozik-e (fogalomazonositas).

e Tud példakat felsorolni (konstrualni) az adott fogalomra (fogalomrea-
liz4l4s).

e [smeri a fogalom tulajdonsagait.

e Képes a fogalmat és annak tulajdonsagait adott szituaciok leiraséra,
illetve az adott probléméak megoldasara felhasznalni.

e El tudja helyezni az adott fogalmat fogalmak hierarchikus rendszerébe.

A dolgozat 3. fejezetében bemutatasra keriil6 kisérleti tanitassal a fent
emlitett 1épcséfokok tanuléi elérését céloztuk meg. Ehhez alapot Dienes Zol-
tan gondolata szolgaltattak, miszerint ha valakinek nehéz a matek, annak
oka az, hogy nem tudja a fogalmat valamilyen targyhoz, tevékenységhez kot-
ni [10].

Az olyan tevékenységek, melyek elvégzésével azok személyes élménnyé
valnak, az epizodikus emlékezetben tarolédnak [11]. Az epizodikus emléke-
zetben taroltak hossziutavia emlékezést biztositanak. Ezért is fontos, hogy a
gyerekek sok olyan tevékenységet végezzenek a fogalmak tanulasa soran, me-
lyek az epizodikus emlékezetet célozzak és itt raktarozdédnak el. Ezzel egytitt
a helyes fogalomképzet kialakulasa is megcélozhato.

1.2. A fogalmak mentalis képe, a fogalomkép-
zet és a fogalom definiciéja kozotti kap-
csolatok

A fogalmak mentalis képe, a fogalomképzet és a fogalom definicidja szoros
kapcsolatban allnak egymaéssal, de kiilonb6z6 szinteken jelennek meg.

A fogalom mentdlis képe fogalomnak az a belso, egyéni reprezentacio-
ja, amely a tudatunkban kialakul, amikor a fogalomra gondolunk (specidlis
figgvény grafikonja; az y = f(z) formula mint kép, stb.). Ez a képzet gyak-
ran személyes tapasztalatok és érzékelések alapjan formalodik, és vizualis,
érzelmi vagy egyéb jellemzékben is megnyilvanulhat [12].

A fogalomképzet a fogalomhoz téarsitott gondolati tartalom, amelyet a
nyelv és a tapasztalatok alakitanak. Ez minden olyan mentéalis kép halma-
za, melyekre az egyén elméjében asszocidl a fogalom neve hallatan az ¢ket



jellemz6 tulajdonsigokkal egytitt [7], [8]. Tehét a fogalomképzet alatt értjitk
a fogalom nevéhez rendelt teljes kognitiv struktirat, amely magaban foglal-
ja a vizualis reprezentacidkat (mint példaul képek, diagramok, grafikonok),
mentélis képeket (belsé kapcsolatok), konkrét tapasztalatokat, példakat, él-
ményeket, jellemzoket és eljarasokat. Példaul valaki a fiiggvény sz6 hallatan
gondolhat az y = 22 kifejezésre vagy arra, hogy minden fiiggvény lefrhaté
képlettel [13].

A fogalom definicidja az a pontos, formalis leirds, amely meghatarozza
a fogalom lényeges jellemz6it és hatarait. A definicié célja, hogy egyértel-
milen és mindenki szamara érthetéen leirja, mit értiink adott fogalom alatt,
eltavolitva a szubjektiv értelmezéseket [§]. Kiemelten fontos, hogy a fogalom
ne csak és kizardlag a definici6 megadasaval legyen bevezetve, mert nagy
eséllyel igy idével feledésbe meriil. Fontos aspektus a fogalom kialakitasi
folyamataban a fogalomra adott példak és ellenpéldak megléte.

A fent targyalt harom elem kozott tehat az a kapcsolat, hogy a fogalom
definiciéja adja meg a fogalom formalis meghatarozasat, amely segit kialaki-
tani a fogalom képzetét és egyben iranyitja annak mentalis képét. A mentalis
kép viszont személyenként valtozé lehet, mivel az egyéni tapasztalatok és ér-
zékelés alapjan formalédik.

1.3. A fiiggvény fogalmanak kialakitasa didak-
tikai alapokon

1.3.1. A fiiggvény fogalmanak torténeti fejlodése

A matematikai fliggvény fogalma az évszazadok soran fokozatosan fejlodott,
és a modern matematikaban alapveto szerepet jatszik. A fiiggvények torténe-
ti fejlodését tobb fontos mérfoldko és matematikai felfedezés jellemzi, melyek
nagy jelentéséggel birtak annak iskolait kornyezetben torténo alakitasi folya-
mataban.

A modern fiuggvényfogalom kiindulépontja az algebra és a geometria elva-
lasaban talalhato. Az René Descartes és Pierre de Fermat munkéssaga alap-
vetd volt a geometria és az algebra kapcsolatdnak megteremtésében, amit
az analitikus geometria fejlédése kovetett. Descartes a koordinata-rendszer
bevezetésével lehetévé tette az algebrai kifejezések és geometriai alakzatok
kozotti kapesolat dbrazoldsat, ezzel eldkészitve a fliggvények vizsgalatat [14],
[16]. A fent emlitett két tudds teremtette meg a valtozé mennyiségek mate-
matikajat.

Isaac Newton és Gottfried Wilhelm Leibniz munkassaga, amely az ana-
lizis és a differencidl- és integralszamitas kifejlodését eredményezte, donto



fontossagu volt a fliggvények torténetében. Az 6 munkaikban a fliggvények a
valtozokat Osszekapesold szabdlyos torvényszertiségekként jelentek meg [14],
[16].

A 18. szazadban a fliggvények fogalma fokozatosan egyre formalisabba
valt. Leonhard Euler és Joseph-Louis Lagrange munkajaban mar talalko-
zunk a modern fiiggvényfogalom elsé elemeivel. FEuler vezette be a f(x)
szimbolumot, amely lehetové tette a fliggvények algebrai kifejezését, és ezzel
a matematikai fliggvények szélesebb korti alkalmazasat.

Euler munkai az analizis és a differencidlszamitas tertiletén lehetové tet-
ték, hogy a fliiggvények egyértelmiien meghatarozott szabélyos kapcsolatok
legyenek, amelyek két valtoz6 kozott 1éteznek [5].

Ez a definicié tehat megkovetelte a fiiggvény képlettel torténd eléallit-
hatosagat, ami késébb a Fourier-sorok felfedezésével mar sziiknek bizonyult.
Fourier munkassaga nagyban hozzajarult a fiiggvénydefinicié valtozasaban.
O a fiiggvény algebrai titon (képlettel) torténo reprezentaciojat egyenrangtva

Dirichlet 1837-ben megadta a fiiggvény egy djabb definicigjat: "Ha az
y wvdltozo ugy kapcsolodott az x wvadltozohoz, hogy x valamely szamértékéhez
barmilyen torvény hozzarendeli y-nak eqy értékét, akkor az y a fiiggetlen x
valtozo figguényének nevezzik." ([15], 46. old., [14] 700. old.)

A modern fiiggvénydefiniciét Vinner és Dreyfus [7] tanulmanyukban
Dirichlet-Bourbaki definicionak hivja, mely dominans jelleggel bir a mate-
matikdban a fiiggvényfogalom tanitasandl: "A figgvény két halmaz kézotti
olyan megfeleltetés, mely az eqyik halmaz minden eleméhez pontosan eqy ele-
met rendel a mdsik halmazbdl." (357. old.)

A fuggvényfogalom fent targyalt torténeti fejlodése alapjan megallapit-
hato, hogy a valtozd mennyiségek kozotti kapcsolatokat altalanositottak, és
a definicidk mar nem csupan a kapcsolatok formuldk szerinti leirdasara 6ssz-
pontositanak.

A matematikai tanulményok minden teriiletén kézponti szerephez jutnak
fliggvények. Az iskolai matematikaoktatasban a kialakitasat a torténeti fejlo-
désre alapozzuk, tehat els6sorban a szabalyokkal meghatarozhato fiiggvények
kertilnek el6térbe. Ez a gyakorlatban azt jelentihogy olyan fiiggvényekkel
foglalkozunk, melyek megadhatok képlettel. (De természetesen nem minden
fliggvényt adhatunk meg képlettel, példaul "minden emberhez hozzarendel-
juk az édesanyjat" fiiggvényt nem tudunk képlettel leirni.). A képlet azt
mutatja meg, hogy az értelmezési tartomanybeli x elemhez ("bemend adat")
a fliggvény mely elemet rendeli az értékkészletbdl ("kimend adat"). Ilyenkor
azt is meg kell mondani, hogy melyik halmaz az értelmezési tartomény [10].

Mindezek mellett a helyes fogalomképzethez elengedhetetlen, hogy olyan
fiiggvénykapcsolatokkal is taldlkozzanak a tanuldok, melyek nem adhatok meg
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egyértelmiien képlettel (algebrai formuldval). Ennek okat a kovetkezo feje-
zetben targyaljuk a fiiggvény fogalmanak didaktikai aspektusainak ismerte-
tésével.

1.3.2. A fiiggvényfogalom alakitasanak didaktikai aspek-
tusai

A figgvényfogalom tanitasanak didaktikai aspektusai kulcsfontossdgiak a
matematikai gondolkodas fejlesztésében, hiszen a fliggvények alapveto szere-
pet jatszanak a matematika oktatasaban, és kozponti szerepet toltenek be
az iskolai tananyagban. A fiiggvények tanitdsa soran figyelembe kell venni a
fogalom fokozatos épitkezését, valamint a tanulok megértésének elGsegitését,
hogy azok képesek legyenek a fogalmat kiillonb6z6 kontextusokban alkalmaz-
ni.

Sierpinska szerint a fliggvényfogalom alakitasandl a kulcsszerepet a val-
toz6 mennyiségek és azok kozotti kapesolatok kapjdk [15]. O kiilon kiemeli,
hogy a fliggvényfogalom megértésének fontos feltétele az, hogy a tanuldk is-
merjék a (1) valtozok, (2) kapcsolatok vagy folyamatok, (3) szabalyok, min-
tak, torvények "vilagat'. Ezek a figgvényfogalom alkotérészei is egyben (1.1.
abra).

folyamat

N

<«———kapcsolat (f)——b | objektum (fiiggvény)

1.1. abra. A fuggvényfogalom alkotorészei

Tehat célszerli a fiiggvény iskolai alakitasa soran a fliggvényt egyszerii
kapcsolatokként bemutatni, példaul ugy, hogy minden z "bemeneti értékhez'
(input valtozd) egyetlen y "kimeneti értéket" (output valtozd) rendeliink [3].

Nagyon fontos az alakitasai folyamatban annak elérése, hogy a tanuldk
érzékeljék a valtozast és felismerjék az egytttvaltozé mennyiségek kozotti
kapcsolatot. A valtozas "milyenségét" pedig a mennyiségek kozotti kapceso-
latot leir6 szabély tudja meghatarozni [4].
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Az alkotérészek megismerését elérhetjiik a fogalom kiilonbozé "forrasai-
nak" (fiiggvénygép (14sd lentebb az 1.2. &brat), valés életbdl vett folyamat)
fogalomalkotasi folyamatban torténd bevonasaval [4]. Egy valés életbdl vett
folyamat példaul az eltelt id6 fiiggvényében megtett 1t.

A kiillénbo6z6 reprezentacios formdinak (grafikon, értéktéablazat, verbalis
forma, képlet, sth.) megismerését is be kell épitentink a fogalomalakitasi
folyamatba, mivel a fogalom megértésének fontos jellemzoje a tobbféle rep-
rezentacidja alkalmazasanak képessége, és a sziikséges jellemzok atemelése
egyik reprezentacios médbél a mésikba [6].

A fiiggvényfogalom egyik nagyon fontos jellemzdje az, hogy tobbféle moé-
don tudjuk reprezentalni (1.2. abra).

|
< f 2
J f=112).23)} 11O oo =2x
‘ 304
g,

1.2. dbra. A figgvény kiilonbo6zé reprezentaciés méodjai [4]

A fent emlitett alkotorészek megismerését kovetéen érdemes a didkok sza-
mara olyan példakat hozni, amelyek a mindennapi életben el6fordulnak (pl.
egy boltban a vasarolt termékek szamatdl fiiggd ar), hogy a fogalom koénnyeb-
ben érthetové valjon és megtapasztaljak annak valds életben az alkalmazasi
lehetGségeit.

A 3. fejezetben bemutatédsra keriilé tanitasi kisérlet megtervezésekor fi-
gyelembe vettiik a fliggvényfogalomnak fentebb targyalt didaktikai aspektu-
sait, szem el6tt tartva Dienes Zoltan szavait: "Ha azonban elegendéen gaz-
dag tapasztalati anyagot nyujtunk a gyerekeknek, akkor a fiiggvény fogalmat
éppoly hatasosan el tudjak sajatitani, mint a valtozé vagy a szam fogalmat."
[17].

A tanitasi kisérlethez olyan ératervet dolgoztunk ki, amelynek alapjat a
2. fejezetben ismertetett el6teszt eredményei képezték.
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2. fejezet

Altalanos iskola 9. osztalyos
tanuldinak fogalomképzetei a
fliggvényrol (el6teszt)

A fejezetben arra a kérdésre keresstik a valaszt, hogy milyen fiigguényfogalom-
képzettel rendelkezik eqy 9. osztdlyos tanulot csoport az altaldnos iskola 9.
évfolyamanak végén.

A kérdés megvélaszolasihoz a [4] értekezésben taldlhaté tesztet és annak
értékelési szempontjait hasznéltuk. A vizsgalt tanuléi csoport eredményeit
osszehasonlitjuk a [4] értekezésben vizsgalt tanul6i csoport eredményeivel.
Mivel itt egy 2016-0s, 8. osztalyos felmérés eredményeit ismerteti a szer-
76, igy jelen fejezetben azt is meg tudjuk vizsgalni, hogy 2025-ben milyen
kiilonbo6zoségek vagy hasonlésagok vannak a tanuldk fiiggvényrdl kialakult
fogalomképzeteiben a 2016-ban vizsgalt 8. osztalyos tanuldi csoportokéval.

2.1. A felmérés koriilményei

Az eldtesztet 2025 marciusaban toltotték ki egy karpataljai magyar tannyel-
vi iskola 9. osztalyos tanuldi. A fiiggvény definiciéjanak megadasiara még
7. osztalyban kertilt sor. Ezt kdvetden a tanulok megismerkedtek a kiillonbo-
z6 specifikus fliggvényekkel, igy mint a linedris fiiggvények, a négyzetgyok
figgvény és a masodfoku fiiggvény. A felmérés megirasa el6tt az utébbi fiigg-
vények vizsgalata is megtortént a matematika kerettantervnek megfelelon.
A felmérésben 17 tanuld vett részt. Az elSteszt 6 feladatbol allt [4]. A
feladatok megoldasara 40 perc allt a tanuldk rendelkezésére. Els6 korben egy
kiilon feladatlapon kaptdk meg az 1. feladatot. Ezutan a kapott valaszokat
a tanar Osszeszedte, majd kiosztasra keriilt a 2-6. feladatokat tartalmazo
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feladatlap.

A feladatokra adott valaszokat egyazon szempontok alapjan elemeztiik,
ahogyan az [4] értekezésben is tortént, azaz:

(1.) a feladatokra adott helyes és helytelen valaszok szama alapjan; a
valaszok értékelésénél figyelembe vettiik a melléjiik tartozo érvelést is;

(2.) az egyes feladatokra adott vdlaszok alapjan a fogalomdefinicié és a
képzet kozotti kapcsolatot vettiik figyelembe.

2.2. A felmérés feladatainak és eredményeinek
bemutatasa

1. feladat
a) Mit neveziink figguvénynek? b) Adj ra egy példdt!

A 17 tanulobdl 10-en adtak helyes valaszt, melybdl 7 a tankonyvben is
szerepl6 fiiggvénydefinicié volt. Ebbdl arra tudunk kévetkeztetni, hogy egy
jol betanult definiciot adtak a valaszként a kérdésre ("A figguény olyan ma-
tematikai kapcsolat két halmaz kozott, amely mindegyik bemeneti értékhez
eqy kimeneti értéket kapcsol"). Hasonld eredmény sziiletett a 2016-os felmé-
rés soran is. Ekkor is tankonyvi definiciét reprezentaltak helyes valaszként
a tanulok. 4 tanulé helytelen vélaszt adott ("Két egymdstol figgd értéket
fliggvénynek nevezink"), 4-en pedig semmilyen véilaszt nem adtak a feltett
kérdésre.

A feladat b) részére 10 tanul6é valaszt helyesen. Itt a tobbség valami-
lyen linearis fiiggvényt vagy masodfoku fiiggvény képletét adta meg (példaul:
"y = 22", "y"2x + 3"), de voltak olyan tanuldk is, akik egy fiiggvénygrafikont
rajzoltak. 5-en semmilyen valaszt nem adtak, 2 tanul6é pedig helytelen va-
laszt adott (példdul csak egy koordinata-rendszert rajzolt.). A 2016-os felmé-
rés soran is hasonlo valaszok érkeztek. Ekkor is a mar megismert specifikus
fiiggvényt, a linedaris fliggvényt adtak példanak a tanulok.

2. feladat

A 2. feladat a tanuldok fiiggvényfogalmarél kialakult képzetének vizsgé-
latara Osszpontosit. A valaszok elemzése elott fontos megemliteni, hogy a
vizsgalt karpataljai tanuldk a fiiggvény nyildiagramos abrazolasaval-a tana-
ruk elmondasa alapjan— csupan egy-két tankonyvi feladat révén talalkoztak,
és ez a tipusu kapcsolati abrazolas nem képezte részét a fogalom kialakita-
sanak folyamatanak.
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Az alabbi abrdk az A és a B halmaz elemei kézotti kapesolatot szemléltetik.
A nyilak azt jelzik, hogy az A halmaz elemeihez milyen elemeket rendeltink
a B halmazbol. Melyik hozzdrendelés fiigguény az aldbbiak kézil? Vilaszodat
indokold!

a)

A 1™ AThaan

2.1. dbra. A 2. feladat kérdései [4]

A feladat megoldottsagi mutatéit a vizsgalt tanuldi csoportban a 2.2.
abra szemlélteti. A 2.3. abra pedig a 2016-os felmérés eredményeit mutatja.
A 2.2 dbra jol mutatja, hogy a feladat mindegyik kérdésére csak igen
kis szamban adtak a tanuldk helyes valaszt. Megfigyelhet6, hogy mindegyik
esetben valamilyen szabalyt kerestek a két halmaz egymashoz rendelt elemei
kozott ahhoz, hogy el tudjak donteni az adott kapcsolatrol, hogy fiiggvény
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2. feladat

M Helyes vélasz M Helytelen vélasz
M Hidnyz6 vélasz M Definicidval indokolt helyes vélasz

Szabdlyfelismeréssel indokolt helyes valasz

2/a

2/a (indoklas)

~

2/b

2/b (indoklas)

v

2/c

2/c (indoklds)

I

2/d

2/d (indoklas)

(=Y

2/e

2/e (indoklas)

N

2.2. dbra. A 2. feladat megoldottsaga a 2025-6s felméréskor

2. feladat (UA)
W Helyes vélasz W Helytelen vélasz
Hidnyzo valasz Definicidval indokolt helyes valasz
Szabdlyfelismeréssel indokolt helyes valasz M Helyteleniil vagy nem indokolt helyes valasz

2/ T

2/a (indoklas) 7 4 6

2/b T 7
2/b (indoklds) 7 [

2/c [ 5
2/c (indoklds) 2 I

2/d S 5
2/d (indoklds) 4 [

2/ S —_— 6
2/e (indoklas) | 7 s

2.3. dbra. A 2. feladat megoldottsdga a 2016-os felméréskor [4]
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vagy sem. Tehat a tanulok képzetében a fiiggvény egy olyan fogalom, minden
esetben leirhat6 valamilyen szaballyal.

Azt is fontos megemliteni, hogy mig az 1. feladat kérdésére 10 tanuld
adott tankonyvi definiciét, ebben a feladatban egyik esetben sem hasznal-
tak fel azt. Tehat mar itt is latszik, hogy a tanuldk fogalomképzete nincs

Tobb tanulonal is érzékelheto volt, hogy a helyes fiiggvénydefinicié ellené-
re nem értették meg a hozzarendelés iranyanak jelentOségét, azaz a bemeneti
és kimeneti adatok kozotti kapcsolatot a fiiggvényfogalom esetében. Példaul,
a 2/c kérdés esetében olyan vélasz is érkezett, miszerint "nem figgvény, mert
tobb nyil mutat egy szdmhoz'. Ugyanerre a kérdésre egy masik valasz: "Nem
fligguény, mert az elemhez tobb érték is tartozik".

Azok a tanuldk, akik szabalyfelismeréssel indokoltak a helyes vdlaszukat,
valamilyen szabalyt prébaltak keresni az egymashoz rendelt elemek kozott,
példaul a "2/a kérdésre a kovetkezo valasz érkezett: "Minden A értékhez
szabalyosan kapcsolodik eqy B érték, 2A=B".

Mindezeket az eredményeket oOsszehasonlitva a 2016-os eredményekkel,
jol lathato, hogy az ott vizsgalt tanulok sokkal nagyobb szamban hasznal-
ott jelent meg,a hol valéban volt valamilyen szabalyszertiség a két halmaz
egymashoz rendelt elemei kozotti kapcsolatban.

Tehat 6sszességében elmondhatd, hogy a 2016-os felméréshez képest 2025-
ben a tanulok fliggvényrol kialakult fogalomképzete "rosszabb képet mutat'
a 2016-o0s felmérésben résztvevd 8. osztalyos tanuléképhez képest. A, hogy
2025.ben 9. osztalyos tanulok vettek részt a felmérésben, mig 2016-ban 8.
osztalyos tanulok azt a hipotézist vetik fel, hogy a tanuldék 8. osztalyban
kialakult fogalomképzete a fiiggvényrdl a tovabbi specifikus fiiggvények beve-
zetése soran valamilyen "ponton" megtorik. (Nyilvan ennek igazolasa tovabbi
vizsgalatokat igényel.)

3. feladat

Ebben a feladatban két halmaz elemei kozotti kapcsolatokat grafikonnal
abrazoltuk. A tanuldknak el kellett donteni, hogy abrazolhat fliggvénykap-
csolatot (2.4. dbra).
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Az dbrdkon ldthato grafikonok kdziil melyik dbrdzol fiiggvényt? Vdlaszodat indokold!
f b} '

a)

B) ' d)

e)

2.4. dbra. A 3. feladat kérdései [4]

A 2.5. abra mutatja a 2025-6s felmérés eredményeit, mig a 2.6. abra a
2016-ban elvégzett felmérés soran tapasztaltakat.

Mint ahogyan a két diagramm is mutatja, annak ellenére, hogy a feladat-
ban bemutatott grafikonok koziil tobb grafikonnal is taldlkoztak a tanulok
a specifikus fiiggvények tanuldsakor (linedris fiiggvény, abszolut érték fligg-
vény, a linedris y = ax + b fiiggvény esete, amikor a = 0), nagyon sok tanuld
adott helytelen valaszt vagy egyaltalan nem adott valaszt a kérdésekre. A
helytelen valaszok abbdl adodtak, hogy prébaltak hasonlésagot taldlni a fent
emlitett fiiggvényekkel. Példaul a 3/a kérdés esetében tipikusan a parabolara
asszocidlva fiiggvénygrafikonnak tekintették az adottat.

Osszehasonlitva a 2016-os eredményekkel, a 3/c kérdé esetében itt is tipi-
kusan jelentkezett az a hiba, hogy azért nem tekintették fiiggvénynek, mert
nem voltak 0sszekotve a pontok.

Tehat Osszességében elmondhatd, hogy a vizsgalt tanuldk, bar tobbszor
taldlkoztak a specifikus fiiggvények tanulmanyozasa soran a fiiggvény grafi-
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konjanak fogalmaval, mégis ez a reprezentacidés modja a fliggvénynek meg-
maradt a tanult figgvénytipusokhoz kapcsoldédva, és nem gy tekintenek ra,
mint két szamhalmaz elemei kozotti kapcsolat egyik reprezentacios modjara.

Osszehasonlitva a 2.5. és 2.6. &brakon az eredményeket, jol lathato,
hogy a 2016-os felmérésben résztvevo tanuldk sikeresebben oldottak meg ezt
a feladatot.

3. feladat
M Helyes valasz M Helytelen vélasz
™ Nincs valasz M Definicidval indokolt helyes valasz

Specialis fuggvénnyel indokolt

3/a
3/a (indoklas)
3/b
3/b (indoklas)
3/c
3/c (indoklas)
3/d
3/d (indoklas)
3/e
3/e (indoklds)

|
|

2.5. abra. A 3. feladat megoldottsaga a 2025-6s felméréskor

3. feladat (UA)
M Helyes valasz M Helytelen vélasz
Nincs valasz Definicioval indokolt helyes valasz
Specialis fiiggvénnyel indokolt m Helyteleniil vagy nem indokolt helyes vélasz

3/a 5
3/a (indoklds) | 1 SN

3/b T 7
3/b (indoklds) 3 e

3/c S 6
3/c(indoklds) |1 2 2N

3/d T T 8
3/d (indoklds) | 2 S

B ———— ————————————— 5
3/e (indoklds) | 2 6 — —

2.6. abra. A 3. feladat megoldottsdga a 2016-os felméréskor [4]
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4. feladat

A 4. feladatban (2.7. abra) két szamhalmaz elemei kézotti kapcsolatot
tablazattal reprezentaltuk. A tanuléknak el kellett donteniiik, hogy ez a
kapcsolat fliggvénykapcsolat-e.

4.) a) Az alabbi tabldzat azt mutatja, hogy az X halmaz elemeihez milyen elemeket rendeltiink az ¥
halmazbol. Lehet-e ez a hozzarendelés fiiggvény? Valaszodat indokold!

x -1 |4 |1 |6 |4 |5
y |05 |2 |05 |2 |2 |2

Igen, lehet, mert..........cooveeeeeiieecce e

Nem lehet, Mert ...

c) Haaz a)kérdésre a valaszod JGEN volt, azaz uigy gondolod, hogy a megadott tablazat lehet egy
fiiggvény értéktiblizata, akkor médositsd a tablazatot (értékparok lehizdsaval, javitisaval,
tablazat kiegészitésével) ugy, hogy az igy kapott hozzarendelés mar NE LEGYEN fiiggvény!

x |1 [4]1 J6 ][4 ]5
y |05 |2 Jo5 |2 |2 |2

Ha az a) kérdésre a vilaszod NEM volt, azaz igy gondolod, hogy a megadott tibldzat nem lehet
egy fiigevény értéktablazata, akkor moédositsd a tablazatot (értékparok lehuzasaval, javitasaval,
tablazat kiegészitésével) gy, hogy az igy kapott hozzarendelés mar fliggvény lesz!

2.7. dbra. A 4. feladat kérdései [4]

A feladat megoldottsagat mutatja a 2.8. abra.

Helyes valasz

. Helytelen Nincs
Definicioval Szabaly- Helytelen ); val
indokolt felismeréssel valasz valasz
indokolt indok
17 tanulébaél 0 0 3 2 12

2.8. abra. A 4. feladat megoldottsaga a 2025-6s felméréskor

Jol lathatd, hogy helyes valasz érkezett ugyan, de az indoklas helytelen
volt. Itt a tipikus hiba az volt, hogy a tanulmanyaikbd6l megismert érték-
tablazathoz kotve gy gondoltdk, hogy mivel adott egy értéktablazat, akkor
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abrazolhatoak az elemek grafikonon, ezért az biztosan fiiggvény lesz ("Igen,
lehet, mert ha felvennénk ezeket a pontokat a grafikonon, akkor kijonne a
fiigguény").

Osszehasonlitva ezeket az eredményeket a 2016-os felmérés eredményei-
vel, hasonlé eredményeket lathatunk [4]. Ekkor a vizsgéalt 22 tanulob6l mind-
Ossze 1 tanuld adott helyes valaszt, definiciéval indokolva. A tébbség hely-
telen valaszt vagy semmilyen valaszt nem adott. A helytelen indokok pedig
ugyanazok voltak, mint jelen felmérésben is: érvelésiik alapja az volt, hogy a
pontok segitségével grafikon szerkeszthet6 (példaul: "Igen, lehet, mert meg-
rajzolva szabalyos grafikont alkotnak", "Igen, lehet, mert a pontok megadjiak
a fiiggvényt" [4]).

Mindezek alapjan elmondhaté, hogy a jelen felmérésben vizsgalt tanulok
képzetében a hozzarendelési szabdllyal leirhaté fiiggvények élnek, illetve a
tablazatrol az jut esziikbe, hogy ennek a segitségével fliggvénygrafikon szer-
kesztheto. A fiiggvény kiillonbo6z6 reprezentaciés modja egymastol elkiilontl-
ve épiiltek be az emlékezetiikbe.

5. feladat
A kovetkezd dbrdn egy fiigevény grafikonja ldthatd!

a) Készitsd el a fiiggvény értéltdbldzatdt!

: b) Add meg ezt a fliggvényi:
' I) szavakkal;

1I) képlettel.

2.9. dbra. Az 5. feladat kérdései [4]

A feladat célja az volt, hogy felmérje, hogy képesek-e a vizsgalt tanulok
egyik reprezentacios modrol, nevezetesen grafikus reprezentaciorél tablazat,
verbalis, majd szimbolikus reprezentacios modra attérni.

A feladat megoldottsagat a 2.10. abra mutatja.

A vizsgélt 17 tanul6bol mindéssze 7 tanuld tudott helyesen attérni a grafi-
az "atjaras' nem lehetett idegen a szamukra, hisz grafikon készitése fliggvény
értéktablazata alapjan és forditva szerve részét képezi az elemi fiiggvények
tanulasi folyamatanak.
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. Helytelen vilasz:
Helyes valasz: . Lo
- Hidnyz6 vilasz

A fiiggvény di
A fiiggvény megaddsa liggveny megadasa

Tdblazattal | Verbilisan | Képlettel | Tabldzattal | Verbalisan | Képlettel | Tablazattal| Verbalisan | Képlettel

17

L, 7 1 1 7 0 0 3 L6 16
tanulébol

2.10. abra. Az 5. feladat megoldottsaga a 2025-6s felméréskor

Jol lathato, hogy az elemek kozotti kapcesolat szavakkal és képlettel tor-
ténd megadasa is nehézséget jelentett szinte mindenkinek. A feladat ezen
kérdései hasonlé problémékat vetett fel a 2016-os felmérés sordn is [4]. A
vizsgalt tanulok nagy része itt sem tudta szavakkal és/vagy képlettel leirni a
kapcsolatot.

Mindezekbol arra tudunk kovetkeztetni, hogy a felmérésben résztvevita-
nulék gyakrabban talalkoztak az iskolai munka soran a fiiggvény képlettel
torténé megadéasaval, majd ez alapjan készitenek értéktablazatot, amelynek
segitségével pedig grafikont. A forditott "lépések’ megtétele mar nehézséget
jelent.

6. feladat

40 °C-os vizet hiitiink. Percenként 5 "C—kql esdkken a viz hémérséklete.

a) Készits tabldzatot az eltelt idé és a viz hémérséklete kdzdtti kapesolatral!

b) A tabldzat segitségével szemléliesd grafikonon a viz hGmérsékletvdliozdsdt!

¢) Fogalmazd meg szavakkal hogyan fiigg a viz homérséklete az eltelt id6iol!

d) Fogalmazd meg matematika nyelvén (ird le képlettel), hogyan fiigg a viz hémérséklete
az eltelt idétol!

e) Hdny C-os lesz a viz 10 perc milva?

f) Hdny perc miilva lesz a viz hémérséklete 0 0C'?

2.11. édbra. A 6. feladat kérdései [4]

A feladat egy valds életbol vett probléma megoldasara iranyult fiiggvény-
tani ismeretek segitségével. A feladat egyes kérdéseire érkezett helyes vala-
szok szamat mutatja a 2.12. abra.

A szamadatokbdl arra tudunk kovetkeztetni, hogy volt, aki a feladatot
megértette ugyan (lasd a 6/e és 6/f kérdésekre adott valaszok szdmét), de
nem tudta beazonositani az dsszetartozé mennyiségeket (id6-hémérséklet) és
azokat tablazatba foglalni, majd grafikonon abrazolni.
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6/a 6/b 6/c 6/d 6/e 6/f
17 tanulobol 4 4 4 1 6 7

2.12. abra. A 6. feladat megoldottsaga a 2025-6s felméréskor

A 2016-o0s felmérés eredményeihez visszacsatolva azt tudjuk mondani,
hogy jelen felméréskor is megjelent az a probléma, hogy egy névekvo linearis
figgvény grafikonjat adtak meg a tanuldk az eltelt ido-homérséklet fiiggvény
grafikonjaként. Ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy a kapott grafikont nem
'agyaztak be" a feladat szovegébe, elmaradt az ellendrzés, valamint a kapott
grafikon és az adott szituacio 6sszekapcsolasa vizualisan.

Az el6teszt eredményei alapjan arra tudunk kovetkeztetni, hogy a fel-
mérésben résztvevo tanulokban a fiiggvényrdl kialakult kép nincs kolesonos
tilkkben, azaz egy olyan fogalommal azonositjak a fliggvényt, amely minden-
képpen leirhaté valamilyen szaballyal. A fiiggvényfogalom kiilonbozé repre-
zentacios modjai pedig egymastol izolaltan épiiltek be a képzetiikbe, igy a
figgvényfogalom mélyebb megértése is elmaradst.

A 3. fejezetben egy olyan tanitasi kisérletet és annak tapasztalatait mu-
tatjuk be, mellyel a fent emlitett hidnyossagokat probaltuk "potolni', és egy
idealisabb fogalomképzet kialakitasat megcélozni.
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3. fejezet

A figgvényfogalom alakitasat
célzo tanitasi kisérlet 9.
osztalyban

3.1. A tanitasi kisérlet koriilményei és madod-
szerei

A tanitasi kisérletben egy karpataljai magyar tannyelvii liceum 9. osztélyos
tanuléi csoportja vett részt. Ez az osztaly heti 4 6raban tanulja a matema-
tikat az ukrajnai matematika kerettanterv alapjan E] (heti 2 éra algebra és
heti 2 éra mértan). Az elére megtervezett foglalkozdsra 2x45 perces tanora
keretében keriilt sor 2025 marciusanak elején. A két tandra egymas utan
volt a tanuldk érarendjének megfeleléen. A foglalkozason részt vett tanuloi
csoportban méar 7. osztalyban bevezetésre keriilt a fliggvény fogalma (ekkor
a linedris fiiggvénnyel, majd 8. és 9. osztalyban is foglalkoztak a fiiggvény
fogalméaval, illetve a négyzetgyok és a masodfoku fliggvényekkel.

A foglalkozasok soran a tanuldk egyénileg és csoportmunkaban is dolgoz-
tak. Ez utobbit azért tartottuk fontosnak, hogy a tanuldék egyiitt is meg
tudjak beszélni a megoldasaikat, tudjanak megfelel6 érvelésekkel kidllni a sa-
jat megoldasuk mellett és kozosen megtalalni a megfelel6 megoldéast az adott
problémara. A foglalkozasrdl fényképek késziiltek, tovabba feljegyzések rog-
ton az orak utan, és a tanulék munkajat is 0sszegytijtottik.

A tovabbiakban bemutatjuk a foglalkozasok menetét, melynek Gsszedlli-
tasa soran a [2] tanulmanyban koézolt foglalkozast vettiik alapul, illetve gon-

"https://mon.gov.ua/osvita-2/zagalna-serednya-osvita/osvitni-programi/
navchalni-programi-dlya-6-9-klasiv, letoltés: 2025.04.01.
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doltuk tovabb. A foglalkozast jelen dolgozat szerzdje vezette, a csoport ma-
tematika tanara pedig megfigyeloként vett részt rajta, illetve feljegyzéseket
tett.

3.2. A foglalkozas leirasa

3.2.1. A foglalkozas 1. része: kiilonb6z6 kapcsolatok
vizsgalata

A foglalkozas elején a tanar ravezeto kérdéssel igyekezett megtudni, hogy mire
emlékeznek a tanulok a fliggvényrol és annak kiillonb6z6 megadasi médjairol.
A kovetkezd kérdést intézte a tanuldk felé: "Van két halmazunk. Az egyik
halmaz elemei és a masik halmaz elemei kozott kapcsolat van. Hogyan tudjuk
ezeket a kapcsolatokat megadni, szemléltetni?”. A tanuldk egészen addig nem
tudtak valaszt adnia kérdésre, mig a tanar nem mutatott egy konkrét példat.
A tablara felrajzolt egy tablazatot, jelezve, hogy ebben a tablazatban két
szamhalmaz elemei kozotti kapcsolatot szemléltettiink.

Tanar: "Nézzik a tablan lévo tabldzatot. az eqymads alatt lévo elemek
osszetartoznak. A felsé sorban lévéd minden szdmhoz hozzdrendeltiink eqy
masik szamot, ezek vannak a tabldzat also soraban. Hogyan tudjuk mdsképpen
is megadni ezen szamok kozotti kapcsolatot?”

Ekkor érkezett egy tanulétol a kovetkezd gondolat:
Tanulé: "Ezt tudjuk grafikonon is bemutatni, mint a fiigguényeknél."

Tehat a tablazatot kapcsolatba hozta a fliggvény fogalmaval. Ebbdl ar-
ra tudunk koévetkeztetni, hogy a fliggvény grafikonjanak megrajzolasa soran
hasznalt értéktablazattal hozta Osszefiiggésbe a tanar altal megadott tabla-
zatot.

Ezutan kisebb révezetéssel, de megérkezett a valasz a képlettel torténo
megadasra is.

A tanar a mar ismert linearis fiiggvényt segitségével igyekezett ravezetni
a tanulokat, hogy az adott Osszetartozd elemek kozotti kapesolatot hogyan
tudjuk megadni képlettel, feltételezve, hogy ez a kapcsolat linearis az adott
elemek kozott. Felirta a tablara a linearis fiiggvény altaldnos alakjat (y =
ax+b), majd a mar megadott tabldzatot felhasznalva magyardzta az a és a b
paraméterek értékének keresését ahhoz, hogy az 6sszetartozéd elemek kozotti
kapcsolatot meg tudjuk adni a fenti képlettel (lasd a 3.1. abrat).

Ugyanezen példa keretében arra is kitért, hogy mit jelentenek a fenti
képletben az a és b paraméterek a grafikon abrazolasanak szempontjabol.

25



Ezzel kisebb kitekintést tett a korabban tanult fiiggvénytranszformaciékra
is.
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3.1. abra. Bevezeto példa

Viszont meg kell jegyezniink, hogy a nyildiagrammal torténé reprezentélas
ismeretlen volt a tanulok korében. Ezt azzal tudjuk magyarazni, hogy mig
a magyarorszagi tankonyvek és tantervek a fiiggvényfogalom el6készitésére
és bevezetésére gyakran alkalmazzak a fogalomnak ezt a megadasi médjat,
addig a tanulok altal hasznalt tankonyvekben szinte csak egy-két példa erejéig
talalkozhatunk vele és nem képezi szerves részét a fiiggvényfogalom alakitasi
folyamatanak.

Tanar a fenti példa keretében tisztazta a tanuldékkal azt, hogy milyen
moédon tudjuk megadni két halmaz elemei kézotti kapesolatot (szovegesen,
tablazattal, képlettel, grafikonnal, nyildiagrammal). Ezt kovet6en a fiiggvény

« s ez

megfeleltetés, mely az eqyik halmaz minden eleméhez eqy és csakis eqy elemet
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rendel a mdsik halmazbol". Ezt kévetben a tablara felirt példaval tisztaztak,
hogy az x a fiiggetlen valtozo, y pedig a fiiggo.

Kiilonb6z6 moédon reprezentalt kapcsolatokat kaptak a tanuldk. A fel-
adatlapokat elore elkészitettiik és a 4 kiillonbo6zo kapcsolat koziil megkaptak
a tanulok valamelyiket.

A feladatkartya | A kapcsolat A kapcsolat
"neve" reprezenta-
cigja
Flizetek A vasérolt flizetek szamahoz hozzarendel- | Tablazat
tiikk a fizetett Osszeget
Hoénapok Az ABC betiiihez hozzarendeltiik az adott | Szdveges uta-
betiivel kezd6d6 hénapjait az évnek sitdssal (sza-
vakkal)
Gyertya Meggytjtottunk egy 14 c¢cm magas gyer- | Grafikon

tyat. A gyertya magassaga és az eltelt id6
kozotti kapcesolatot szemléltettiik

Szamok flz)=2x—3,ha0 <z <5és f(r) =3, | Képlettel
ha x> 5

3.1. tablazat. A feladatkartyak osszefoglaloja

A feladat célja az volt, hogy a tanulok meg tudjak nevezni azt, hogy mi-
lyen halmazok elemei kozott reprezentaltunk kapcsolatot, illetve at tudjanak
térni egy lehetséges méasik modra. A tanuldk kb 7 percig 6énalléan dolgoztak,
természetesen a tanar figyelemmel kisérte a munkajukat, ha valaki nem tu-
dott hozzakezdeni a feladathoz, akkor kisebb magyarazatot adott egyénileg
a tanulénak. Az id6 letelte utan az azonos kartyaval dolgozd tanuldk Ossze-
iiltek és csoportmunkaban folytattak tovabb a munkat. 4 csoport alakult ki,
mindegyikben 4 {6 volt. A csoportmunka célja az volt, hogy a tanulok beszél-
jék meg egymas munkajat, ki hogyan dolgozott, hasonléan gondolkodtak-e
és ha hibat vélnek felfedezni tarsuk munkajaban, akkor javitsak azt.

A csoportmunka soran érzékelheté volt, hogy a tanuléknak idegen volt
ez a munkaforma. Elmondasuk szerint nem igazan szoktak igy dolgozni az
6rdkon. Viszont ennek a munkaformanak szamos elénye ismeretes a tanulasi
folyamat szempontjabol. Elonye, hogy pozitiv hangulatot teremt, mert igy
a tanulok érzik a kozosséghez tartozast, tovabba motivaciés hatassal van a
tanulasra. A jo csoportlégkor tamogatja a kozos beszélgetést a feladatokrol,
segit megtanulni, hogyan vitazzunk tisztelettel, hogyan dolgozzunk egyriitt,
és hogyan oldjunk meg problémékat kézosen ﬂ

Zhttps://press.mater.uni-mate.hu/131/1/105-121.pdf, letoltés: 2025.04.01.
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Tanari biztatassal a csoportok elkezdték megheszélni sajat feladatukat,
azt, hogy ki, hogyan oldotta meg. A tanulék nagy része egyaltalan nem
kezdett hozza a feladat megoldasahoz, igy mindegyik csoportban tanari ra-
vezetés valt sziikségessé.

Egyik csoport sem nevezte meg azokat a halmazokat, amelyek kozott az
egyes feladatokban kapcsolatot teremtettiink. A feladatnak ezt a kérdését
kihagytak.

A tovabbiakban attekintjik az egyes feladatkartydk esetében a csoport-
munka soran "véglegesitett" megoldasokat.

1. "Fiizetek" feladatkartya:

wFilizetek”
2 5 [8 [10
40| 100 | 160 | 200

A feladatban tablazattal adtuk meg kitlénbozd halmazok elemei kizotti
kapcsolatot.

l;y;gil fuzetek szama (db)
Fizetett 8sszeg (hr)

e
Nast 0

a) Melyek ezek a halmazok?
A=
B=

b) Szemléltesd a kapcsolatot egy masik lehetséges médon! (szoveges utasitassal,
grafikonnal, képlettel vagy nyildiagrammal)

. Seovegen: toy oo P et 20 b B beadl . 2,5, 8, 1042
W) /4, 95/ M'»%A/}a.q’p@»&ffr 0 eartyih

rc/»a:‘J/ g2 f. |
Lepleh f ) 2201 ¥
AR 5f;s,am/x1 a/)a;eﬁﬂ vema ey Ll g foehd

ST

3.2. abra. "Fiizetek" feladatkartya kitoltése

Ez a feladat jol szemlélteti, hogy a szituacié hétkoznapi volta nagy se-
gitséget jelentett a kapcsolat szavakkal torténé megadasaban. Az, hogy a
képlettel torténo megadés is megjelent a tanuldi valaszban nagy valdszint-
séggel az oOra eleji példa hatdasa. Megjegyezziik, hogy az elem halmazhoz
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tartozasanak megfelel6 jelolése, altalanossagban a halmazokkal kapcsolatos
fogalmak tovabbi korrekciot igényelnek ebben a tanuléi csoportban.

A csoportmunkat kovetéen a tanar kivetitette az osztalynak ezt a fel-
adatkartyat és elmagyarazta, hogyan lehetett volna még megadni ezt a kap-
csolatot és mely halmazok kozotti kapcesolatot tartalmazta a feladat. Kiilon
felhivta a figyelmet arra is, hogy miért nem lehet ebben az esetben a grafi-
konon 1év6 pontokat 0sszekotni.

2. "Hoénapok" feladatkartya:

3.3. abra. "Hénapok" feladatkartya kitoltése

Ebben a feladatban is szilikség volt tanari ravezetésre a csoport munka-
jaban, melynek hatasara a 3.3. dbran lathaté médon, azaz nyildiagrammal
szemléltették a kapcsolatot. Fontos kiemelni, hogy a bevezetd példa hatasara
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mar jol érzékelték, hogy ebben az esetben ez a megadasi méd a "legkézenfek-
vobb'".

Hasonlbéan ez el6z6 feladathoz, itt is bemutatasra keriilt a mésik lehetséges
megaddsi méd is (tablazat) (3.4. abra), kiemelve azt, hogy itt miért nem lehet
képlettel és grafikonnal megadni a kapcsolatot.

3.4. abra. "Honapok" feladatkartya tanari magyarazata

3. "Gyertya" feladatkartya:

Az adott feladattal dolgozé csoportban a 3.5. abran lathaté megoldas
sziiletett. A tanuldk a grafikonhoz értéktablazatot készitettek a mar megszo-
kott modon, illetve a nyildiagrammos megadési mod is Gijra megjelent, annak
ellenére, hogy jelen példaban azok nem adjak meg egyértelmiien a kapcsola-
tot. Ennek ok az, hogy az eltelt id6 is a valés szamok egy részhalmazabol
valé, illetve a magassag is, az 0sszes valds szamot pedig felsorolni nem tudjuk.
A tanér erre kiilon kitért, miutan prezentalta a feladat megoldasat.
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3.5. abra. "Gyertya" feladatkartya kitoltése

4. "Szamok" feladatkartya:

A tanuléknak ezen feladat (3.6. abra) értelmezése nehéznek bizonyult,
itt is kellett a tandri ravezetés. A tanulok elmondasa szerint a linearis fiigg-
vények targyalasa soran ily modon megadott fiiggvénnyel nem taldlkoztak.
Ezért ez mindenképpen tanari magyarazatra szorult. Mindenképpen szeret-
tiink volna foglalkozni ezen tipust kapcsolattal is, mivel a valés életbol vett
problémdak modellezése soran is talalkozhatunk hasonlé formaban megadott
fiiggvénnyel (lasd lentebb a foglalkozas tovabbi részében).
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wSzdmok”
f(x) =2x-3, ha0<x<5
és

f(x) =3, ha x 25

I A feladatban képlettel adtuk meg kiilonbéz6 halmazok elemei kiszitti kapesolatot.
a) Melyek ezek a halmazok?
A=

B=

b) Szemléltesd a kapcsolatot egy mésik lehetséges médon! (tablazattal, széveges
utasitassal, grafikonnal vagy nyildiagrammal)

T

3.6. abra. "Szamok" feladatkartya kitoltése

A tanar kivetitett ezt a feladatot, majd magyarazat kiséretében értelmez-
te a képletben szerepl6 szimbolumokat, kiilon kitért arra is, hogy ez esetben
miért nem lehet megadni a kapcsolatot tablazattal és nyildiagrammal.

Miutan mindegyik feladatkartya megbeszélése megtortént, az csoport azt
a feladatot kaptak, hogy dontsék el, a naluk 1évo kapcsolat fiiggvénykapcsolat-
e. Ekkor a tandar ujra feltette a kérdést, hogy mit neveziink fliggvénynek
abbol a célbdl, hogy felelevenitsék az ora elején elhangzottat. Ez segitséget
jelentett a tanuloknak a dontéshozatalban.

Mig a tanulok dolgoztak a tanar két részre osztotta a tablat "Figgvény'
és "Nem fiiggvény" feliratokkal (3.7. dbra). Ezt kovetéen mindegyik csoport
az altaluk helyesnek vélt felirat ala ragasztottak ki a naluk 1évo feladatkar-
tyat. A helyes valaszok arra engednek kovetkeztetni, hogy a definicié tjboli
megismétlése hozzajarult a helyes dontéshozatalhoz. Tehat megértették a
definiciéban szerepl6 szavakat és be tudtak azt épiteni a sajat feladatukba.
Mindegyik csoport a megfelel6 helyre ragasztotta a kartyajat.

33



3.7. abra. Példa és ellenpélda a fiiggvény fogalmara

A foglalkozas tovabbi részében a "Flizetek' és a "Gyertya" feladatkartyak
tekintetében megbeszélésre keriilt, hogy mi a fiiggvény értelmezési tartoma-
nya és mi az értékkészlete.

3.2.2. A foglalkozas 2. része: "szampar - szampar" ti-
pusu kapcsolat vizsgalata

Annak érdekében, hogy ne csak a "szam-szam" tipusu hozzarendeléseket tar-
sitsak a fliggvény fogalmahoz, a Geogebra szoftver segitségével munkalapot
készitettiink, melyen pontokat abrazoltunk. A munkalap interaktivva tettiik.
A tanuldknak az volt a feladatuk, hogy keressék meg az abrazolt pontok tii-
korképeit az z-tengelyhez viszonyitva.

Amennyiben a tanuld helyes valaszt adott, ugy a koordinata-rendszerben
megjelent a titkorkép, helytelen valasz esetén viszont nem (3.8. abra).

Miutan mindegyik pontnak megtalaltak a tiikkorképét, a tanulék feladat-
lapot kaptak, rajta a fenti pontok. A feladatuk az volt, hogy az Osszetartozo
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3.8. dbra. Munkalap tengelyes tiikrozésre a Geogebra szoftverben

szamparokat rendezzék tablazatba és abrazoljak nyildiagrammal is, illetve
képlettel. Az éra el6zé részében elhangzottak alapjan ezt a feladatot sikere-
sebben oldottak meg. Az altalanositds is csak minimalis segitséget igényelt

a tandr részérdl (3.9. abra).

3.9. dbra. A tengelyes tiikrozés feladatlap kitoltése

A tanar kiilon felhivta a figyelmet arra, hogy ebben a példaban is fiigg-
vénnyel dolgoztak, de az egymashoz rendelt elemek mar szamparok voltak.
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Tehét a geometriai transzforméciok is fiiggvények.

3.2.3. A foglalkozas 3. része: kiilonbozo grafikonok vizs-
galata

A foglalkozas tovabbi részében a tanuldk kilonbozo, a valés szamok egy-egy
részhalmazanak szamparjait a derékszogii koordinata-rendszerben abrazold
grafikonokat kaptak, melyekrdl el kellett dontenitik, hogy fliggvénygrafikonok-
e. Mielott a tanuldk elkezdték a feladatlap kitoltését, a tanar egy példan, az
un. "vertikdlis vonal teszttel (vertical line test)ﬂ" magyarazta nekik, hogyan
lehet eldonteni a derékszogli koordinata-rendszerben abrézolt (x,y) ponthal-
mazrol, hogy egy fliggvény reprezental-e. Hangstulyozta: "Ha olyan fiiggole-
ges vonalat tudunk rajzolni, amely eqynél tobbszor metszi a grafikont, akkor
a grafikon nem definidl fiigguényt, mivel eqy figgvénynek minden bemeneti
értékhez csak egy kimeneti értéke van" (3.10. &bra).

A

3.10. abra. Példa a "vertikalis vonal teszt" alkalmazasara

Ezt kovetden a tanulok megkaptak a feladatlapot és 6 percet kaptak an-
nak kitoltésére. A korabbi tanari magyarazattal ennek a feladatnak a meg-
oldasa a tobbségnek mar nem jelentett nehézséget. 2-3 tanuld kivételével
mindenki helyesen toltotte ki a feladatlapot (3.11. dbra).

Annak érdekében, hogy azok a tanuldk is megértsék a feladatot, akinek
kisebb nehézségei voltak a megoldassal, osztalytermi megbeszélés keretében a
tablara kiragasztott "Fiiggvény" és "Nem fiiggvény" csoportok ala a megfelel6

3https://www.cuemath.com/algebra/vertical-line-test/. Utols6 letoltés:
2025.04.03.
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3.11. dbra. Feladatlap a kiilonb6z6 grafikonok vizsgalatara

grafikont minden tanulé kiragasztotta és elmondta érvelését a dontése mellett
(3.12. abra).

3.12. dbra. Osztalytermi megbeszélés a kiillonbozé grafikonok vizsgalatara
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3.2.4. A foglalkozas 4. része: valds életbodl vett folya-
matok

Minthogy a valés életbdl vett folyamatok nagyban hozzajarulnak a fiigg-
vényfogalom alakitdsdhoz (14sd az 1.3.2. alfejezetet), ezért a foglalkozés zard
részében olyan feladatokat prezentaltunk a tanuléknak, melyben a fliggvény-
fogalom minden alkotérészével talalkozhattak, illetve meggy6zodhettek arrol,
hogy a fliggvény fogalmaval a mindennapi élet kiillonb6zo tertiletein is talal-
kozhatunk.

A tanuldkat 4 f6s csoportokra osztottuk. A feladat megoldasat csoport-
munka keretében vartuk toliik.

1. feladat: [ Jozsi telefonon beszélt a bardtjdval az 5 perces iskolai
sziinetben. A beszélgetésiik idotartamdt egész percekben mérik, és 1 perc 1,5
hrivnyaba kerilt. Mennyibe keriilhetett Jozsi telefonbeszélgetése, ha a kap-
csoldsi dij 2 hrivnya volt?

1) A feladatban szerepld édsszetartozé mennyiségeket (elemparokat) szemlél-
tesd tablazattal!

2) Fogalmazd meg: a) szavakkal, b) matematika nyelvén (ird le képlettel),
mennyit fizet Jozsi a telefonbeszélgetésért, ha x percet beszélt?

3) Szemléltesd a mennyiségek kizitti kapesolatot grafikonnal!

A csoportok elkezdtek dolgozni, majd tobb kérdés is felmeriilt a megol-
dassal kapcsolatban, igy a tanar osztalytermi megbeszéléssel, kisebb magya-
razatot adott a feladathoz: felhivta a figyelmet a feladatban szereplé ada-
tokra, arra, hogy mik lehetnek az elemparok. Ezt kovetoen a az elemparok
tablazattal torténd abrazolasat mar sikeresen megadtak az egyes csoportok
(megjegyezziik, hogy ekkor mar jobban kommunikéltak egymaéssal a csoport-
tagok, mint a foglalkozds legelején). Viszont a tablazat egyes sorainak a
"fejlécét” (x(perc), y(fizetett Osszeg)) kihagytak.

A szavakkal és képlettel torténé megadashoz ismét sziikség volt a tana-
ri ravezetésre. A tablanal, kozos munka keretében 1épésrol-lépésre vezet-
te a tanar a didkokat a képlet megalkotasara, azaz a feladat modellezésére
(3.13.4bra). Elészor a tablazattal valé reprezentacio keriilt fel a tablara, majd
a percek szamat x valtozoval, a fizetett Osszeget pedig y valtozéval jelolték.
A tanar kilon felhivta a figyelmet arra, hogy a mivel a percek valtoznak,
ezért a percek szamat jelolhetjiik z-el, és ennek fiiggvényében valtozik a fize-
tett Osszeg is, tehat ezt az Osszeget jelolhetjiik y-nal, azaz a fizetett Gsszeg a
percek szamanak a fliggvénye.Ezutan kezdeték megérteni a tanuldok, hogyan
lehet megadni altalanosan azt, hogy mennyit fizetlink bizonyos percek utan,
és jutottak el a képlettel torténd reprezentaldsra (3.13. abra). A szavakkal

4 A feladat a [4] disszertaciéban taldlhat6 feladat tovabbgondolésa.
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valé megadas még ezutdn sem ment zokkendmentesen. A verbalis kifejezés
ennek a tanuldi csoportnak is nehézséget jelentett csakigy, mint a [4] disszer-
tacidban vizsgalt tanuldi csoportoknak.

3.13. abra. Osztalytermi megheszélés az 1. feladatra

A grafikonnal torténo reprezentalast 6nallé munka keretében végezték a
tanulok. Ekkor sokaknal az jelentett problémat, hogy az elempéarok helyes
feltiintetése utan a derékszogli koordinata-rendszerben a pontokat Gsszeko-
totték (3.14. abra).

3.14. dbra. Az 1. feladat egy tanul6i feladatlapja

39



Tehat tovabbra is a grafikonon a pontok folytonos vonallal torténdo pre-
zentalasa élt a képzetiikben annak ellenére, hogy a foglalkozas elején ka-
pott feladatkartyaknal mar talalkoztak olyan esettel, amikor ez nem vezet
az Osszetartozo mennyiségek helyes grafikonnal valé abrazolashoz. Tehat el-
mondhato, hogy ennek a megértéséhez tobb foglalkozéasra lenne sziikség, illet-
ve tObbszor kellene, hogy a tanérakon ehhez hasonl6 esetekkel taldlkozzanak
a tanuldk.

Ezt kovetGen arra kértiikk az egyes csapatokat, hogy probaljak meg tugy
atfogalmazni a feladat szovegét, hogy az Osszetartozé mennyiség kozotti kap-
csolatot leir6 fuggvény grafikonja athaladjon az (1;1,5) ponton, parhuzamo-
san az adott grafikonnal. Ezzel a fiiggvénytranszformaciok témakor valos
életbdl vett probléman keresztiili megértését céloztuk meg.

A csapatok 2-3 percig egyediil dolgoztak, majd a tanar megnézte a csa-
patok munkajat. A bizonytalan vilaszadas latszott a csoportok munkajabol,
ezért a tanar kisebb magyarazatot, ravezetést adott nekik:

Tanar: "Ldssuk ezt a pontot a grafikonon és tekintsiik a jelenlegi fiigguény
képletét. Olyan grafikont kerestiink, ami dthalad ezen a ponton, és pdrhuza-
mos a jelenlegi grafikonnal. Akkor a jelenlegi fiigguény képletében mit kell
vdltoztatni?'

Ezt kévetben az egyik tanulotol jott a valasz:
Tanulo: "Akkor nem kell hozzdadni a 2-6t. Vagyis most nincs kapcsoldsi dij. "

A tanulék megértették, hogy az f(x) — f(z)+ a figgvénytranszformacio
valosult meg egy valés problémaban, ezzel pedig példat lattak arra, hogyan
lehet a transzformaciokat a gyakorlatban is alkalmazni, tovabba kicsit érin-
tettiik a feladatalkotasi képesség fejlesztését is.

A kovetkezo feladat szintén egy valds életbol vett probléma modellezése
volt a fliggvénytani ismeretekkel, amikor a fliggvény értelmezési tartomanyat
részhalmazokra osztjuk és mindegyik részhalmazon més-mas hozzarendelési
szabaly érvényestil.

2. feladat: Egy fotdszakiizlet eqy 10x15-6s fotot 2 hrivnydért hiv elé. Ha
egy vasarlo legalabb 10 képet hivat eld, akkor 10 hrivnya kedvezményt kap.
Irjuk fel azt a figguényt, amely megadja, hogy kilonbozé darabszdmi fénykép
elohivdsa esetén mennyit kell a vdsarlonak fizetni! Szemléltessiik ennek a
fiigguénynek a grafikonjdt!

Hasonloban ez el6z6 feladathoz, a csoportok néhany percig 6nalléan dolgoz-
tak. Hagytunk nekik id6t arra, hogy atbeszéljék és értelmezzék a feladatot.
A csapatok szamitdsai arra engedett kovetkeztetni, hogy a feladat szove-
gét értelmezni tudtdk. Viszont lathatd volt az, hogy az altalanositas, azaz
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a fiiggvény megadéasa képlettel, a megfelel valtozok bevezetése nehézséget
jelent, ezért a munkat osztalytermi megbeszélésben folytattuk. Az egyik csa-
pat felirta a tablara a szamitasaikat, azaz, hogy ha 1 darab fényképet hiv elo,
akkor 2 hrivnyat fizet, ha 2-6t, akkor 4-et és igy tovabb, majd eljutottak oda,
hogy ha 10 képet kér, akkor méar 2-10 — 10 = 10 hrivnyat kell fizetni. Ekkor
arra kértitkk a tablanal 1évo tanuldt, hogy adja meg tablazattal az Gsszetar-
toz6 mennyiségeket, azaz a képek szamat és a hozzajuk tartozo osszeget. Itt
bekapcsolodtak a helyiikon 1évé tanuldk is. Eloszor csak 10 darab képpel
szamoltak. Ekkor a tanar felhivta a figyelmet arra a "legalabb" sz6 fontos-
sagara. Tehat arra, hogy ha 10-et vagy attél tobbet hiv el6 a vasarlo, akkor
kedvezményt kap, vagyis 10-t0l tobb képet is hivathat eld. Azért, hogy ennek
a momentumnak a lényegét megértsék, eloszor két tablazatot készitettek: az
egyikben 1-t6l 9 darab képig nézték meg a fizetett, a masikban pedig 10 és
attol tobb darabszam esetére.

Ezt kévetoen a tanar probalta ravezetni az osztdlyt a probléméat leird
fiiggvény képlettel torténo leirdsara:
Tanéar: Adjunk egy betiit a képek darabszdmdra. Mondjuk x. Ugyanigy a
fizetett dsszegre, mondjuk legyen az y. Ha 1 kép 2 hrivnydba keril, akkor x
kép mennyibe fog kerilni?
Tanulo: "2z "
Tanar: "A feladat szerint a kedvezmény csak akkor jdar, ha 10 vagy attol tébb
képet vdsdrol. Tehdt a fizetett dsszeq, azaz y csak akkor egyenld 2x-el, ha

Q”

Ekkor jott a valasz a tanuloktol, hogy ha az x kevesebb, mint 10.

Tanar: "Mi van akkor, ha a képek szama 10 vagy attol tébb? Azaz, ha

x>107 Akkory=..7"
A tanuldok hasznalva a feladat szovegét mondték, hogy ki kell vonni 10-et az
6sszeghdl. A tanar ekkor jra megkérdezte, hogy mivel az 6sszeg 10 képig
2x, akkor mivel egyenld y. A tanuloktdl jott a valasz, hogy y = 2z — 10. A
tandr kivetitette a feladatot leir6 fuggvényképletet (3.15. abra).

Ezt kovetéen kérte a tanar a tanuldkat, hogy mindkét esetre felirt képletre
készitsék el a grafikont. Tobb esetben tjra megjelent az, hogy a tablazat-
ban feltiintetett szamparokat miutan abrazoltdk a koordinata-rendszerben,
Osszekototték. A tanar Ujra hangsulyozta, hogy miért nem lehet Gsszekotni
(nincs olyan, hogy 1,5 kép, tehat csak egész szamok vannak az x és az y
tengelyeken is). A helyes fiiggvénygrafikon kivetitése is megtortént.
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Feladat:

Egy fotoszakiizlet egy 10x15-0s fotot 2 hrivaydért hiv eld. Ha egy vasarlo
legaldbb 10 képet hivat eld, akkor 10 hrivaya kedvezményt kap. Irjuk fel azt
a fiiggvényt, amely megadja, hogy kiilonbizé darabszamii fénykép eléhivasa
esetén mennyit kell a vasdarlénak fizetni!

Szemléltessiik ennek a fiiggvénynek a grafikonjat!

Megoldas:

) 2x, ha 0<x <10,
| 2x—10, hax =10

ahol x — a foték darabszdma, y — a fizetett dsszeg

3.15. abra. A 2. feladat megoldasa

Osszegezve ennek a feladatnak a megoldésat, gy véljiikk, hogy az ilyen
tipusu fuggvénykapcsolatokkal valé munkara tobb idot kell szanni ahhoz, a
tanulok értelmezni tudjak azt.

A kovetkezo fejezetben annak jarunk utana, hogy a fentebb bemutatott
foglalkozasok mennyire voltak hatasosak a tanuldi fiiggvényfogalomképzet
alakitasaban.
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4. fejezet

A tanitasi kisérlet
hatékonysaganak vizsgalata
(utéteszt)

Az el6z6 fejezetben bemutatott foglalkozasok utan két héttel a vizsgalt ta-
nuléi csoport a foglalkozasok hatékonysagat vizsgalé un. utétesztet toltott
ki, mellyel a kévetkezo kérdésre kerestiik a valaszt: hozzdjarult-e a tanitdsi
kisérlet a vizsgalt tanuloi csoport fiigguényfogalom-képzetének alakitdsihoz?

A feladatlap kitoltésére 45 perc allt a tanulék rendelkezésére és 13 tanulo
toltotte ki. A feladatok osszeallitasanal figyelembe vettilk az elGtesztben és
a foglalkozasokon szerepld feladatokat, illetve azt, hogy az azokra kapott
valaszok elemzésével a Vollrath (1984) altal lefektetett fogalomelsajatitdsi
szempontokat (lasd jelen dolgozat 7. old.) is meg tudjuk vizsgdlni.

1. feladat
a) Mit neveziink figgvénynek? b) Adj ra egy példat! Adj rd egy ellen-
példdt!

Ellentétben ugyanezen kérdésre az eldtesztben adott valaszokkal, a tesz-
tet kitolt6 13 tanuldé mar nem a tankonyvi definiciot adta meg, a valaszaikbél
kitiint a sajat szavakkal, a képzetiikben é16 fiiggvényfogalommal val6 definié-
las. Kisebb fogalmazasbeli problémaktol eltekintve helyes definiciot 5 tanuld
adott: Fligguénynek nevezziik az a szabdlyt, amely minden egyes bemeneti ér-
tékhez (altalaban x ) hozzd rendel eqy kimeneti értéket (dltaldban y vagy f(z)).

x €s y valtozok kézotti fliggoséget fligguénynek nevezziik. "

Példak tekintetében 5 tanulé valamilyen konkrét linearis fliggvény kép-
letét vagy magat a linearis fiiggvény altalanos alakjat adta meg. 1 tanuld
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tablazattal reprezentdlt egy fliggvényt, 2 tanulé pedig egy specifikus fiigg-
vény nevét (linedris fiiggvény) vagy grafikonjénak nevét (parabola) irta le.

Ellenpéldat viszont egyetlen tanul6 sem adott. Valésziniileg a fliggvényfo-
galom bevezetésekor és azt koveto alakitasi folyamatban erre nem helyez6dott
hangsily, és a megvalosult 2 foglalkozas kevésnek bizonyult ezen hidnyossag
poétlasara.

2. feladat

2.) Az alabbi dbrak az 4 és a Fhalmaz elemei kézotti kapcsolatot szemléltetik. A nyilak azt jelzik,
hogy az A halmaz elemeihez milyen elemeket rendeltiink a £ halmazbol. Melyik hozzdrendelés
fiiggvény az aldbbiak kéziil? Vilaszodat indokold!

Fliggvény, mert...

Nem fliggvény, mert...

Fliggvény, mert...

Nem fliggvény, mert...

Fliggvény, mert...

Nem fiiggvény, mert...

4.1. 4bra. A 2. feladat kérdései az utdtesztben

A feladatban szereplé hozzarendelések ugyanazok, mint az el6teszt 2. fel-
adataban 1évok. A feladat megoldottsagat a 4.2. abra szemlélteti.

Ahogy a 4.2. 4bra is mutatja, jéval tobb helyes vélasz érkezett az a) és
a b) kérdésekre, mint az el6tesztben. Az indokldsok méar a definicion ala-
pultak, mar nem a szabalykeresésen volt a hangsily, hanem a tanuldk a
fliggvényfogalom-képzetiikre hagyatkoztak: "Fiigguény, mert minden A-beli
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2. feladat

M Helyes valasz M Helytelen valasz
W Hidnyz6 valasz M Definiciéval indokolt helyes valasz

Szabalyfelismeréssel indokolt helyes valasz

2/a

2/a (indoklas)

2/b

2/b (indoklas)

2/c

2/c (indoklas)

|

4.2. abra. A 2. feladat megoldottsaga az utétesztben

elemhez pontosan eqy B-beli elem van rendelve’. Problémat a feladat c) kér-
dése jelentette. Itt ahelytelen valaszok abbdl eredtek, hogy a tanulokndl a
hozzarendelés iranyaval vannak még gondjaik. Azért nem tekintették fiigg-
vénynek az adott hozzarendelést, mert "1 y-hoz tobb x tartozik'. Tehat nem
vették figyelembe azt, hogy esetiinkben mi az alaphalmaz és mi a képhalmaz.

3. feladat

3.) Tiikrézd az abran lathat6 pontokat az y-tengelyre!

¥
a) Rendezd tablazatba az dsszetartozo szamparokat

f (pontokat)
&
3
2 03
: e b) Adjuk meg képlettel is ezt a hozzdrendelést!
EREE RERS SRRt REmt REmt'] z 3F 5 & r*'
G xy)=C . )

4.3. 4bra. A 3. feladat kérdései az utétesztben

A feladat hasonl6 a foglalkozéson targyalt feladathoz. Geometriai transz-
formacio elvégzésével kellett felismerni az Osszetartozo szamparokat és alta-
lanositani ezt a tengelyes tiikkrozést. A feladat megoldottsagat mutatja a 4.4.
abra.
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3. feladat
Helyes Helytelen Nincs
(Geometriai vilasz vilasz valasz
transzformscio)
a) 10 3 0
13 tanulobél b) 12 1 0

4.4. abra. A 3. feladat megoldottsaga az utétesztben

Ahogy a 4.4. abra is mutatja, ennek a feladatnak a megoldottsidga kiemel-
ked6. A foglalkozas hatasara, ahol a dinamikus Geogebra szoftver segitsé-
gével kapcsoltuk 0ssze a fliggvény fogalmat a tengelyes tiikrozés fogalmaval,
az utotesztben jol lathatéan ez nagyban hozzajarult ahhoz, hogy a tanulok
felismerjék az Gsszetartozd szamparokat, illetve az altalanositas (a fiiggvény
képlettel torténé megadésa) is sikeresnek mondhaté. Ez arra enged kovetkez-
tetni, hogy célszerti a fiiggvény fogalmat a bevezetését kovetden is beépiteni
azokba a témakorokbe, ahol ez a fogalom implicite is megjelenik , és nem
csak és kizarolag ott foglalkozni ezzel a fogalommal, ahol a feladat explicite
elvarja.

A figgvényfogalomnak ezen tton torténd alakitdsa hozzdjarul nemecsak
egy "idedlis" fliggvényfogalom-képzet alakitdasahoz, hanem kapcsolatot ala-
kit a geometria és az algebra kozott. Azaz a fiiggvény fogalméat nemcsak a
szamhoz szamot rendel6 hozzarendelésekre korlatozzak.

A sikbeli pontok geometriai transzformacioi — vagyis ponthoz pontot ren-
delo fiiggvények — és azok vizualis megjelenitései elosegithetik a tanuldk in-
tuitiv megértését, hozzajarulhatnak a tévképzetek elkertiléséhez, valamint
tamogatjik a véaltozdk és fiiggvények mélyebb megismerését [2].

4. feladat

A feladatban el kellett donteni, hogy melyik grafikon abrazolhat fiigg-
vényt. Hasonl6 feladattal a foglalkozasokon is taldlkoztak a tanulok. A
feladat d) kérdése a [7] tanulmanybdl valé.
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4.) Az dbrakon lathatd grafikonok kéziil melyik dbrazel fliggvényt, ha az x-tengelyen és az y-
tengelyen is valds szamok vannak? Valaszodat indokold!

a) Fliggvény, mert...
Nem fliggvény, mert...
) Fiiggvény, mert.
Nem filggvény, mert...
c) Fiiggvény, mert...

Nem fiiggvény, mert...

d) ;4";\ Fiiggvény, mert...
‘ :

Nem fliggvény, mert...

4.5. dbra. A 4. feladat kérdései az utdtesztben

A feladat megoldottsagat a 4.6. abra szemlélteti.
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4. feladat
M Helyes vélasz M Helytelen valasz
= Nincs valasz H Definiciéval indokolt helyes vélasz

@ Helytelenl vagy nem indokolt helyes valasz

3/a _ Zn
3/a (indoklas) —E_

3/c (indoklas) —_—
3/d _ 3
3/d (indoklas) “

4.6. abra. A 4. feladat megoldottsiaga az utotesztben

Ahogy az abra is mutatja, ennek a feladatnak a megoldottsidga is joval
sikeresebbnek mondhat6, mint a hasonlé feladatnak az el6tesztben (lasd a
2. fejezetet). A tesztet kitolté 13 hallgaté magas ardnyban adott helyes
valaszt ez egyes kérdésekre, ahol csaktgy, mint a 2. feladat esetében, itt is a
definiciéval torténd indokléas jelent meg magas szamban. Ezek koziil gyakori
volt a kovetkez6hoz hasonlo: "Nem fligguény, mert eqy x értékhez tobb y érték
tartozik". A helyteleniil indokolt helyes valasz kategéridban olyan valaszok
voltak, melyek a foglakozason elhangzott vertikalis egyenes teszt 'csirdit'
hordoztak: "Nem fliggvény, mivel az y tengelyhez tébb pont tartozik'. A
Helytelen valasz kategériaban olyan valaszok voltak, melyek csakigy, mint a
2. feladat esetében, a hozzarendelés irdnyanak téves értelmezése miatt lettek
helytelenek.

5. feladat

Konkrétan ilyen feladatot a foglalkozédson ugyan nem vizsgaltak a tanulok,
viszont a foglalkozas bevezeté feladataban, illetve az egyes feladatkartyak
megoldasa soran igen.
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5.) Akovetkezd dbran egy fiiggvény grafikonja lathatd!
1
y

a) Készitsd el a fliggvény értéktablizatat!
X
y

b) Add meg ezt a fliggvényt:
I) szavakkal:

1I) képlettel:

4.7. 4bra. Az 5. feladat kérdései az utdtesztben

A feladat megoldottsagat a 4.8. dbran lathatjuk.

Helyes valasz: Helytelen valasz: o

Hianyzo valasz
. . . A fiiggvény megadisa
A fiiggvény megadisa

Tablazattal | Verbalisan | Képlettel | Tabliazattal | Verbilisan | Képlettel | Tiblazattal | Verbalisan | Képlettel

13

tanulébél 10 0 0 1 10 10 2 3 3

4.8. abra. Az 5. feladat megoldottsaga az utétesztben

Az Osszetartozo elempérok tablazatba rendezése sikeresebbnek bizonyult,
mint az el6tesztben. Ennek ellenére a fiiggvény leirasa szavakkal még mindig
nehézséget okozott. Itt egyszerlien azt a valaszt adtdk a tanuldk, hogy az
adott fiiggvény linearis fliggvény.

Annak ellenére, hogy a foglalkozason bemutatott bevezeté feladatban
részletesen volt sz6 arrdl, hogyan lehet a tablazat alapjan felirni a linearis
fiiggvény képletét, a 4.8. abra jol mutatja, hogy ennek megértése az uté-
tesztben nem mutatkozott meg. A helytelen valaszt adé tanuldk a linearis
figgvény éltalanos képletét irtak le (y = kx + b). Ez alapjdn elmondhatjuk,
hogy a vizsgalt tanuldi csoportban a fliggvény fogalmahoz tartozé "valtozok'
vilagaban valé "jartassag' alakitasa joval tobb foglalkozast igényelne.

6. feladat

A feladat hasonlé a foglalkozas utolsé részében vizsgalt valos életbdl vett
problémdahoz. Jelen esetben az értelmezési tartomany egyes részhalmazain
kiillonb6z6 hozzarendelési szabaly érvényesiil.
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6.) Zsuzsi kinézett magdnak az interneten egy papir-irészer boltot, ahol az egyik tipus fiizet 20 hrivnyaba
keriilt. A bolt erre a termékre a kdvetkezo akciét hirdette meg: online rendelés esetén, ha minimum 6 darabot
rendel a vdsarlé ebbdl a termékbal, akkor elengedik a 40 hrivnyas szallitasi kéltséget.

a) Készits tablazatot a megvasarolt fiizet szama (db) és a fizetett 6sszeg (hr) kozdtt kapesolatrol!
vasarolt
fiizet{db)
Fizetett Osszeg
(hr)

b) A tabldzat segitségével szemléltesd grafikonon a kiilonbdzé darabszamid fiizet vdsdrldsa esetén mennyit kell
a vasarlonak fizetni!

¢) Fogalmazd meg matematika nyelvén (ird le képlettel), hogyan fiigg a fizetett 6sszeg a megvdasdrolt fiizetek
szdmatol!

4.9. dbra. A 6. feladat kérdései az utdétesztben

A feladat megoldottsagat a 4.10. abra mutatja.

6/a 6/b 6/c
13 tanulébol 12 7 1

4.10. abra. A 6. feladat megoldottsiga az utotesztben

Jol lathatd, hogy az 6sszetartozé elemparok felismerése nem jelentett ne-

hézséget, tehat a feladat értelmezésével nem voltak gondjaik a tanuléknak.
A grafikonnal torténo megadas esetében viszont mar vagy kihagytak a tanu-
16k ezt a kérdést, vagy a problémat az okozta, hogy Osszekototték a tablazat
alapjan feltiintetett pontokat. Tehat naluk, még mindig a fliggvény grafi-
konja egy folytonos vonalat jelent, és a grafikon szerkesztésénél eltekintenek

attol, hogy az helyesen abrazolja az adott problémaét.
Még nagyobb nehézséget jelent szamukra a képlettel torténoé megadasa,

azaz az altalanositasa a probléméanak. A feladatnak erre a kérdésére a tobbség
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valasza a fizetett 0sszeg kiszamitdasanak algoritmusa volt konkrét darabszamu
fiizet setében.

Kiemelendd, hogy mig a tablazatban nem, addig a grafikonon mar tobben
eltekintettek attol az esettdl, ha a vasarolt fiizetek szama kevesebb, mint 6.

Ugy véljiik, hogy a valés életbdl vett problémékra is nagyobb hangstlyt
kellene fektetni a fiiggvényfogalom alakitdsa folyamataban, mivel ezzel is a
tanuloknak biztosithatjuk ezen fogalomnak az alkalmazasi teriileteinek meg-
ismerését, és igy nagyobb motivaciot adhatunk e fogalom tanulasahoz.
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Osszegzés

A szakdolgozat a fiiggvényfogalom tanitasanak és megértésének didaktikai
aspektusait vizsgdlja az altalanos iskola 9. osztalyos tanulok korében. A
dolgozat célja, hogy bemutassa, milyen fogalomképzetekkel rendelkezik az
emlitett tanuldi csoport a fiiggvényrol, valamint egy tanitasi kisérlet segitsé-
gével probalja elosegiteni az idedlis fliggvényfogalom-képzetet, azaz a fogalom
definicidja kolesonos kapcsolatban alla réla kialakult képzettel.

A dolgozat 1. fejezetében részletesen targyaltuk a matematikai fogalmak
tanuldsanak pszicholégiai és didaktikai aspektusait, kiilonos figyelemmel a
fogalomdefinicié, a mentalis kép és a fogalomképzet kapcsolatara. Bemutat-
tuk a figgvény fogalménak torténeti fejlodését, melynek mai napig hatasa
van a fogalomnak az iskolai gyakorlatban alkalmazott alakitasi folyamata-
ra. Tovabba kiemelten foglalkoztunk a fliggvény fogalmanak az alakitésa
szempontjabol fontos reprezentécids formaival (pl. képlet, grafikon, tdblazat,
nyildiagram), illetve az azok kozotti "atjaras" tanuldi birtoklasanak fontossa-
gaval.

A 2. fejezetben egy karpataljai magyar tannyelvii iskola 17 didkjaval el-
végeztiink egy felmérést a tanulok fliggvényrol kialakult fogalomképzetének
megismerése céljabol. A felmérés eredményei alapjan kidertlt, hogy a ta-
nulék jelentés része olyan fogalomképzettel rendelkezik a fliggvényrdl, mely
tankonyvi definiciét tudott visszaadni, és nem tudta azt megfelel6en alkal-
mazni konkrét példakra. A tanuldk a fliggvényt kizardlag szaballyal leirhato
kapcsolatként értelmezték, és nehezen kezelték azokat az eseteket, ahol nem
volt egyértelmii szabdly. A kiilonféle reprezentacios médok elszigetelten él-
tek a tanulék fejében, nem tudtak kézottiik atjarni (pl. grafikon <> tablazat
< képlet). A valds életbél vett példdkat sem tudtak hatékonyan értelmezni
fliggvényként, a fogalom nem "élt" szamukra.

A 3. fejezetben egy 2 x 45 perces tandéran a tanuldk kiilonbo6zo tipu-
su feladatok segitségével dolgoztak fel a fiiggvény fogalmat. A cél az volt,
hogy a tanuldk ne csak képlettel, hanem szemléletes, tapasztalati alapon is
tudjak értelmezni a fiiggvényeket. A tanitas fokuszdaban a fiiggvény kiilonbo-
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76 reprezentacios forméi kozotti atjaras, valamint valds életbdl vett példak
modellezése allt. A tanuldk csoportmunka keretében vizsgaltak meg, hogy
a kapott a vizsgalt kapcsolatok fliggvénykapcsolatot reprezentalnak-e. Esz-
kozként hasznaltuk a Geogebra szoftvert és alkalmaztuk a "vertikalis vonal
tesztet" is a grafikonok fiiggvényjellegének megallapitasara. A tanuldk el-
kezdték felismerni a fiiggvény kiilonféle formait és alkalmazni a fogalmat a
hétkoznapi példakban is.

A dolgozat 4. fejezetében a tanitasi kisérlet utan 2 héttel elvégzett uto-
teszt eredményeit mutattuk be. A felmérés eredményei azt mutattak, hogy a
tanulok fogalomképzete jelentés mértékben fejlodott. A fliggvénykapcesolatok
kiilonbozé kontextusokban valé felismerése mar nem jelentett olyan nehéz-
séget, mint az elotesztben. Nagyobb szamban tudtak alkalmazni a fiiggvény
e. Javulas volt tapasztalhato a kiillonb6z6 reprezentaciok kozotti valtasban.
Kiemelendd, hogy a képlettel torténé megadasa a felismert fiiggvénykapcso-
latban tovabbra is nehézséget okoz a vizsgalt tanuldi csoportnak. Emiatt
ugy véljilk, hogy ennek fejlesztése tobb célzott foglalkozast igényelne. A
fliggvények mindennapi életbdl vett problémak megoldasaban valéd alkalmaz-
hatosagaban is fejlodés mutatkozott a foglalkozasok hatasara.

A dolgozat bizonyitja, hogy a tanuléi fiiggvényfogalom-képzetek fejleszt-
hetok tevékenységalapt, tapasztalati tanuldssal.A valds életbol vett példak,
csoportmunka, és a reprezentaciés moédok tudatos integralasa hatékony mod-
szerek a fogalom megértésének eléréséhez. A tanitasi kisérlet sikeres volt: a
tanulok fogalomhasznéalata gazdagodott, és kozelebb keriilt az idealis fligg-
vényfogalomhoz.
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BucHoBKHI

s kBamidikargiitna podoTa ToCTiHKY€E TUAAKTHYHI ACTIEKTH BUKJIaJAaHHSI Ta PO3YyMiHHS TIOHSTTSI
¢dbyHKIii cepen yuHiB 9 Kiacy 3araibHOOCBITHROI INKONIW. MeTor poOOTH € 3’SCyBaTH, SKHUMH
YSIBJICHHAMU TIPO (PYHKITIO BOJIOIFOTh YUHI Ii€T BIKOBOT TPyIH, a TAKOX — 32 JOTIOMOI0I0 HABYTEHOTO
EKCTICpUMEHTY — CHPHUATH (DOPMYBAHHIO aJEKBATHOTO VYSBJICHHS MPO (QYHKIIIO, TOOTO IOCATTH

Y3TO/PKEHOCTI MiXK MEHTAIBHHM 00pa30M MOHSTTS Ta Horo OpMaTbHUM BU3HAYCHHSIM.

VY mepnioMy po3niiai poOOTH JOKIJIAJIHO PO3IISHYTO IMCHXOJOTIYHI Ta JUIAKTHYHI ACTICKTH
3aCBO€HHS MATEMaTHYHUX MOHATD, 3 OCOOJIMBOIO YBAroko /10 B3a€EMO3B’SI3Ky MiK BU3HAUEHHSIM HOHATTS,
MEHTAJIBHAM 00pa3oM 1 MOHATTEBUM YsBICHHAM. [IpoaHanmizoBaHO iCTOPHUYHMI PO3BHUTOK MOHATTS
¢dyHKIiT, sKui 1 J0Ci BIUTMBaE Ha Horo (opMyBaHHS y IIKUIBHIHM mpakTtumi. Takox Oyno JeTanbHO
PO3TIISTHYTO OCHOBHI (popMH perpe3eHTanii GyHKIi1 (Hanpukiaa, popmyrna, rpadik, Tabmis, CTpLIKoBa
Jiarpama) Ta HaroJOIIEHO Ha BaKJIMBOCTI BUIBHOTO TMEPEXOQy MK IMMH (OpMaMH JUIS TIIHOIIOTO

PO3YMIHHS YUHAMHU.

Y npyromy po3miii onpcaHo OCIiHKEHHS, TIPOBEeHE cepell 17 yUHIB yropChKOMOBHOT IITKOJIN
B 3aKaprarTi 3 METOI0 BUBYCHHS TXHIX YSBICHb PO QYHKI0. Pe3yapraT onuTyBaHHS MOKa3aiH, 0
3HAaYHA YaCTHHA yYHIB Ma€ ysBICHHA NPo QYHKINIO, sike HE BiAmoBiAae il hopMalbHOMY BU3HAYEHHIO.
Binpiicte y4HiB 3MOrMa JUIIE BiATBOPHUTH IMiAPYYHUKOBE BU3HAUEHHS, HE JEMOHCTPYIOUYM BMiHHS
3aCTOCOBYBATH HOTO Ha MpakTHlli. OYHKIII0 BOHU MIEPEBAKHO CIPUAMAIIH K IPaBuiio abo popmymy, i
MaJi TPYIHOIII 3 BHIAJKaMH, JI¢ TIPaBWIO He Oyso SBHO BHpaxkeHe. Pi3Hi crmocoOu pempe3eHTartii
iCHyBaJlM B iXHIH CBiZJOMOCTI 130JbOBAHO — YYHI HE BMUIM 3MIMCHIOBATH TMEpeXill MiX HUMH
(manpukian, rpadik <> tabmumsg <> Gopmyna). Takok BOHH HE 3MOIIH €PEKTUBHO 1HTEPIPETYBATH
MPUKJIaI1 3 PEATBHOTO JKUTTA SIK (D)YHKLIOHAIBHI 3aJIEKHOCTI — MOHATTS (PYHKLIT 3aHIIanocs 17151 HUX

a6CTpaKTHI/IM 1 KHEXKUBHM)).

VY Tperbomy po3mini omucaHo BUKIagaHHA Temu «DyHKis» y dopmi ABOX 45-XBHIMHHUX
YPOKiB, Ha IKMX Y4Hi ONPAIbOBYBAJIN MOHATTSA (PYHKIIIT 32 JOIOMOTOI0 Pi3HOMAHITHUX THUITiB 3aBIaHb.
Meroro Oyno 3abe3neunTy He Juiie GopMalibHe, a i HaouHe, 10cBiaHe po3yMinHa GyHkii. HaBuanHs
OyJ10 30cepelkeHe Ha Mepexo/Ii MK Pi3HIUMU CIocO0aMu TIoiaHHs (QYHKIIIH, a TAKOK HA MO/JICITIOBAHHI
CUTYaIliid 13 PeaTbHOTO XUTTSA. YUHI B Tpynax aHalli3yBaJld, Y MO>KHA BBOXKATH 33JIaHy 3AJICKHICTh
¢dyHkuiero. BukopuctoByBanucs Taki iHCTpyMEHTH, SK mporpamue 3a0esneuenns GeoGebra ta tect
BEPTHKAJILHOL MPsIMOT 17151 BU3HAUYEHHS (DYHKIIOHATBHOTO XapakTepy rpadikiB. Y YHi HOCTYNOBO MOYaN

BMi3HaBaTH (YHKIIIO B Pi3HKUX (pOopMax Ta 3aCTOCOBYBATH ii B OOYTOBUX MPUKIIAIaX.

VY deTBepTOMY O3 MONAHO PE3YIBTATH MICIATECTY, MPOBEACHOTO Yepe3 JIBa TWXKHI MiCis
3aBEpLICHHS HABYAILHOTO EKCIIEpUMEHTY. BOHM 3aCBiM4nIIHN CyTTEBE NOKPAIECHHS OHSATTEBUX YSIBICHD

yuHiB. Po3nizHaBaHHS QYHKIIOHATBHUX 3aJIEKHOCTEH Y PI3HUX KOHTEKCTaX CTAlI0 MEHI MPOOIEMHIM,
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HIX MiJ] 9ac mepeaTecTy. 3Ha4yHO O1NIbIIe YUHIB 3MOIJIH BUKOPUCTATH (OpMallbHEe BU3HAUCHHS (DYHKIII
JUIs BU3HAYEHHS, UM € MeBHA 3aJIeKHICTh QYHKIIEI0. TakoX MmoKpamimiacs 31aTHICTh 10 IEPEX0Ly MK
pizauMu opmamu nioganHs. [IpoTte 3a3Haveno, mo moOynaosa Gopmynu (yHKINI 3a ii ormmcoMm abo
rpadikoM 1 Jajli BUKJIMKAa€E TPYAHOII, IO BKa3ye HA HEOOXIJHICTh JOJATKOBHX IIUJICCIPAMOBAHHX
3aHATh. TakoX CrocTepiraiocs: MOKpaIleHHs B 3aCTOCYBaHHI NOHATTS (QYHKIIIT [UTS pO3B’ sI3aHHA 3a/1a4,

OB’ I3aHUX 13 PEATBHUM JKUTTSIM.

PoGoTta noBOJMTE, 10 MOHSATTEBI YSBICHHS Y4YHIB NPO (YHKIIIO MOXYTh OyTH e(peKTUBHO
PO3BHHEHI uepe3 JisuIbHICHE, JOCBiJHEe HaBYaHHS. BUKOpHCTaHHS TPHUKIAIIB 13 PEATbHOTO IKHUTT,
poboTa B rpynax, a TakoX CBiJOMe MOEIHAHHA PI3HHUX CMOCOOIB penpe3eHTalii € pe3yabTaTHBHIMU
METOJIaMU ISl JIOCSTHEHHS DIHOOKOTO PO3yMiHHS MOHATTSA. HaByanbHUIl €KCTIEPUMEHT BHSBUBCS
YCHIITHAM: Y4HI PO3IIMPHINA 3HAHHS MPO QYHKINT # HAONMM3WIKCS JI0 i/IealbHOTO (PYHKITIOHATBHOTO

TIOHATTSA.
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4 https://ojs.lib.unideb.hu/IJEMS/article/download/4880/4614 44 0.44 %

5 https://ojs.lib.unideb.hu/IJEMS/article/download/4880/4614 41 0.41 %




6 https://ojs.lib.unideb.hu/lJEMS/article/download/4880/4614 39 0.39 %

7 https://core.ac.uk/download/161060102.pdf 38 0.38 %
8 https://www.redalyc.org/pdf/405/40517206.pdf 23 0.23%
9 https://core.ac.uk/download/161060102.pdf 21 0.21 %
10 https://ojs.lib.unideb.hu/IJEMS/article/download/4880/4614 21 0.21 %

3 oMaLlHbOT 6a3u aaHnx (0.00 %) |
NoPAOKOBUA HOMEP 3AronoBoOK KINbKICTb IAEHTUYHUX CIIB (PPAFMEHTIB)

3 nporpamu o6miHy 6asamu gaHux (0.00 %) [ |
MOPAOKOBUA HOMEP 3AronoBokK KINBKICTb IAEHTUYHUX CNIB (PPATMEHTIB)

3 IHTEepHETY (6.13 %) |
MOPAOKOBUI KINbKICTb IQEHTUYHUX
HOMEP OXXEPENO URL ChiB (PPArMEHTIB)
1 https://ojs.lib.unideb.hu/lJEMS/article/download/4880/4614 230 (12) 2.30 %
2 https:/icore.ac.uk/download/161060102.pdf 156 (9) 1.56 %
3 https://dea.lib.unideb.hu/server/api/core/bitstreams/b9588a4f-3ed5-4b1c-8474- 110 (3) 1.10 %

4c34fc482b78/content
4 https://mat.unideb.hul/sites/default/files/inline-files/3_4_4_tananyag_20180614_0.pdf 69 (2) 0.69 %
5 https://www.redalyc.org/pdf/405/40517206.pdf 30 (2) 0.30 %
6 http://www.cse.buffalo.edu/~rapaport/575/mentalimages.html 17 (1) 017 %

CnucoK NpUUHATUX pbparMeHTiB (HeMae NPUNHATMX PparMeHTiB)

NoPsiAKOBUIN HOMEP 3MICT KINbKICTb OOHAKOBUX CJIB (PPArMEHTIB)
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