3ATBEP/)DKEHO
Buenoro panoro 3Y1

Iporoxon Ne2 Bix ,,28”motoro 2024 p.
O-KAM-3

MinicTepcTBO OCBITH | HAYKM YKpaiHu
3akapnarcbkuil yropcbkuii iHcTutyT iMm. @epenna Paxoni 11

Kadenpa matemaTnku Ta inpopmMaTukmu

Peecrpariiinnii No

Ksanidikauiiina podora

OBYUCJIEHHA BUBHAYEHUX IHTEI'PAJIIB METOAOM
MOHTE-KAPJIO

KIPAJIb €BA TIBEPIIBHA
Crynentka [V-ro xkypcy
Ocgitasa nporpama «Cepenns ocBita (MaTematuka)»
CrneuianpHicTh 014 «Cepenns ocBita (Maremaruka)»

PiBeHp BHIIOT OCBITH: OaKamaBp

Tema 3aTBep/pKkeHa Ha 3acijaHH1 Kadeapu

ITporokon Ne 3 /2024

HaykoBuii kepiBHUK: I'osoBau Uoxed Irnanosuy

(moxTOp TeXHIYHUX HAYK, Mpodecop)

3aBigyBay kadeaporo MaTeMaTUKH Ta IHYOPMATUKH: Kyuinka Karanin UoxediBna

(K. ¢h.-m. H, Doyenm)

PoGota 3axuieHa Ha OLIHKY , L » 202 poky

IIporokoi Ne /202



3ATBEP]I’KEHO
Buenoto panoro 3VI

Iporoxon Ne2 Bix ,,28”motoro 2024 p.
O-KAM-3

MiHicTepcTBO 0CBiTH | HayKH YKpaiHu
3akapnarcbkuii yropcbkuii incTuTyT iM. @epenna Pakomi 11

Kadenpa maremaTuku Ta inpopmaTuku

Ksanidikauiiina podora

OBYUCJIEHHA BUBHAYEHUX IHTEI'PAJIIB METOAOM
MOHTE-KAPJIO

PiBeHb BHIIOT OCBITH: OakaliaBp

Bukonaseus: ctyaentka |V-ro kypcy

Kipaas €Ba Ti0epiiBHa

ocBiTHs nporpama «Cepenns ocBita (MaTemaTuka)»

cnemianbHicTh 014 «Cepenns ocBita (MaTemaTiKa)»

HaykoBuii kepiBHUK: TI'onoBau Uoxed IrnamoBuy

(moxTOp TEXHIYHMX HAYK, MPodecop)

PeuenseHr: Croiika Mupocaas BikropoBu4

(kano. ¢hiz.-mam. nayk, ooyerm)

beperose
2025



3MicT

1. Bceryn 3
1.1 MeTOJT MOHTE-KAPIIO ....coiiiiiiiiiic i 3
1.2 TCTOPIS METO/LY «..vvveieeieeiie sttt etttk nne s 3
2. YwucenbHe iHTErpyBaHHS 5
2.1 TIPABHIIO TPATIEIIIH ....vevveieenriiieeitee sttt 6
ALY, (<3 Ko Y QL @500 5 (o101 ¢ WERRRRRRR PR 7
2.3 BaraTOBUMIPHIT THTETPAITH ...vveevvresureessureessssesssssesssssesssssesssssessssssssssessssssssnsessnnes 8

2.4 HaOmmkeHHs TOIBIMHUX 1HTETpajIiB MPaBUIIOM Tpanelii Ta MmetogomM CiMIcoHa

............................................................................................................................ 9

3. ImrerpyBanns merogom MonTe-Kapio 14
3.1 BHOIPKA (CEMIITIHT) tvveuvvvieireeessreesssseesssseesssseessssesssssessssesssssessssessssssssssssssssenens 14

3.2 METOT BIJTKIIIAHHS ...eevveeeverereeereeeeeessesseesssssssssssssssssssesssssessssesssseserereeereteerrreereen 14

3.3 O6uunCIeHHS IO HEMPABUIBHHIX (PITYP . .eeeuviiireiiieiiiiiiiieeiesie s 15

3.4 AHATIIB TIOXHOOK .....vveivientiesieeetee sttt et et e st e s e teesie e s bt e sseeebeesbeeeneesneeanneenneeas 17

3.4.1. AHaI3 TOXUOOK BHOIPKH ....vevviviesiiiiiisiieii st 17

3.4.2. AHaiI3 TOXUOOK METOMY BUTKHIAHHST -..c.uvveerveeeeeasieesireantessseesssesssnesnnes 18

3.5 BHOIPKA 38 BAMKITHBICTEO ... ceuveeuviieetiestesieesteesse s st e s sse s enesnnesneesneenneaneenne e 19

3.6 KOHTPOIID BMIHHEX .....viiuviiieiiieiiisiee ittt 19

3.7 TIOABIAHUIM THTETPAIL ..veeuveeirientiesieeeiiesieeesteesiseasbeesseeebeesseesbeessneeneesnneaneesnneas 20

4. T'eHepallis BUNIQJKOBUX YHUCEI 22
4.1. T'enepatopu JdiHiiHOI KOHrpyeHIiT Ta Mersenne TWister...........ccocovvvennnn 23

4.2.  Meton BIZKUIAHHS 38 HEMMAHOM.......uuvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieisisisesesssansssssaananes 23

4.3.  TlceBOOBUIAAKOBI TOUKH TA TOUKH [ QITOHA . ..vuveeeeeeeeieeeeeeeniineeeans 24

5. InrerpyBanHs uncenbHUMH Ta MoHTe-Kapio MeToaMu Ha MpaxkTHI 26

5.1. 3acrocyBaHHA TpaBWIa Tpamemii uisi HAOMMWKEHHS  BU3HAYCHHX
OJTHOBUMIPHHX THTETPAITIB ..vevviveenriaiiesiiere st sieess e i e ne s e sne e nne e 26
5.2. 3acrocyBanns wmetony CimrcoHa ansi HaONMKEHHS  BHU3HAUEHUX

OJTHOBUMIPHHX THTETPAITIB ..vvvisveesrisieestieti s siee st sne s s sne s sre e 28



5.3.

3actocyBanHs MetoniB Monte-Kapino s HaOmmKeHHsS BH3HAYCHUX

OJTHOBUMIPHHX THTETPAITIB ...v.vvisveenrisseesieessesseesieesesseesneene e sneenesneesneenesnes 29

5.4. 3acrocyBanusa metonay MounTe-Kapio 3 Toukamu ['alnToHa ..........ccevvveeneee. 31

5.5. TlopiBusHHs uncenbHUX 1 MoHTe-Kapimo MeTomiB /st HaOIMKEHHS Pi3HUX
OJTHOBUMIPHHX THTETPAITIB 1.vvvevvveessreeessreesssreessssesssssesssssesssssessnssessnssessnssesnnes 33

5.6. 3acrocyBaHHS mpaBWIIa Tpaneuii A OLiHIOBAaHHS MMOIBIMHUX iHTErpasiB 38

5.7.  3acrocyBanns meroay CiMIICOHA JUTsI OI[IHIOBAHHS MOJBIMHHX iHTETpaiB 42

5.8.  3actocyBanns MeroaiB MoHTte-Kapmo 11 OIIHIOBaHHS TOABIHHUX
THTETPAITIB . .vvveeutveessteeessteeessteaessteesssseesssseesssbeesssseeasseeaseeeabseesnseeeanseeennneeennes 44

5.9. TIlopiBHsHHs uucenbHuUX 1 Monrte-Kapno wmeromiB i HaOIMKEHHS
TIOJIBITHIX THTCTPAITIB ....cuveevveesteesieeasteesseeasessisessessseesssesssessnsesssnesnsesssnesnnes 46

6. BuxmamanHs iHTErpaliB y cepeaHii mIkoi 54
6.1. UwmcenbHi MeToau Ta MeTou MoHTe-Kapio B cepeHii MKOM .......ccvene... 94
PEBEOME ... 57



3ATBEPJIPDKEHO

Buenoro panoro 3Y1

Iporoxon Ne2 Bix ,,28”motoro 2024 p.
O-KAM-3

I1. Rakéczi Ferenc Karpataljai Magyar Foiskola

Matematika és Informatika Tanszék

HATAROZOTT INTEGRALOK KISZAMITASA
MONTE-CARLO MODSZERREL

Szakdolgozat

Készitette: Kiraly Eva
IV. évfolyamos matematika

szakos hallgato

Témavezetd: Holovacs Jozsef
(miiszaki tudomdnyok doktora, professzor)
Recenzens: Sztojka Miroszlav

(fizika és matematika tudomdanyok kandidatusa, docens)

Beregszasz — 2025



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés

1.1.
1.2.

2.1.
2.2.
2.3.
24.

3.1.
3.2
3.3.
3.4.

3.5.
3.6.
3.7.

4.1.
4.2.
4.3.

5.1.
5.2.
5.3.

54.
5.5.

5.6.
5.7.
5.8.
5.9.

A Monte-Carlo médszer . . . . . . . . . . e
Torténete . . . . . . . e

Numerikus integralas

Trapéz szabdly . . . . . . . . ..
Simpson-moédszer . . . . ... L
Tobb dimenzids integrdlok . . . . . . .. . ... ... o
Kettds integralok kozelitése trapéz szabdllyal és Simpson-mddszerrel . . . . . .

Integralas a Monte-Carlo médszerrel

Mintavételezés . . . . . . . . ... e
Elutasitasi moédzser . . . . . . . . . . . .
Szabdlytalan idomok teriiletének kiszdmitasa . . . . . . ... ... ... ...
Hibaelemzés . . . . . . . . . . . . . e
3.4.1. A mintavételezés hibaelemzése . . . . ... . .. .. ... ... ...
3.4.2. Az elutasitasi modszer hibaelemzése . . . . . . .. ... ... ... ..
Fontossadgi mintavétel . . . . . . . . . .. ... Lo o
Valtozovez€rlés . . . . . . . . .. e
Kettdsintegrdl . . . . . . . . . . . . e

Véletlen szamgeneralas

Linedris kongruencia- és Mersenne Twister generdtorok . . . . . . . . . .. ..
Neumann-féle elutasitdsi moédszerrel . . . . . . . .. ... ... ...
Pszeudovéletlen pontok és Halton-pontok . . . . . .. ... ... ... ....

Integralas numerikus és Monte-Carlo médszerekkel a gyakorlatban

A trapéz szabdly alkalmazasa egyvaltozos hatdrozott integralok kozelitésére . .
A Simpson-mddszer alkalmazésa egyvéltozds hatarozott integralok kozelitésére
A Monte-Carlo médszerek alkalmazdsa egyvaltozés hatdrozott integralok ko-

zelitésére . . . . . ..
A Monte-Carlo médszer alkalmazasa Halton-pontokkal . . . . . . . .. .. ..
A numerikus és Monte-Carlo médszerek dsszehasonlitasa kiilonbozd egyvalto-

z0s hatdrozott integrélok kozelitésére . . . . . . . . . .. .. ...
A trapéz szabdly alkalmazdsa kettds integrdlok becslésére . . . . . . . . . . ..
A Simpson-moédszer alkalmazésa kettds integralok becslésére . . . . . . . . ..
A Monte-Carlo médszerek alkalmazésa kett6s integralok becslésére . . . . . .
A numerikus és Monte-Carlo modszerek 0sszehasonlitasa kettds integralok ko-

zelitésére . . . . ...

W W

(e BENoREN e Y |

14

14
15
17
17
18
19
19
20

22
23
23
24

26
26
28

29
31



6. Integralok oktatasa a kozépiskolakban
6.1. Numerikus és Monte-Carlo médszerek a kozépiskoldban

Osszegzés



1. fejezet

Bevezetés

1.1. A Monte-Carlo modszer

A Monte-Carlo médszer egy olyan szimuldcids modszer, amely a valdsziniiségszamitds €s sta-
tisztika elemeit haszndlva numerikusan értékeli ki az eredményt [4, 2]. A mddszer a véletlen-
szeri mintavételen alapul, ennek segitségével pedig elég nagy elemi minta esetén meg lehet
becsiilni hatarozott integralok értékét [3, 16]. Haszndlhat6 tovabba kockdzati faktorok becslé-
sére a gazdasdgi életben [17], illetve szdmos becsléshez, példdul a 7 értékének becsléséhez is
[6].

A sztochasztikus szimuldcidk egy szorosan kapcsolddo kifejezés, ami ugyanazt jelenti, mint
a Monte-Carlo szimuldcié — nem mellesleg sokkal leirébb is —, azonban a Monte-Carlo elneve-
z€s szélesebb korben hasznalatos [5].

1.2. Torténete

A Monte-Carlo mddszert egy, a szerencsejatékban fontos helyr6l, a Monac6i Monte-Carl6rél
nevezték el, mivel a véletlen és véletlenszerliség kozponti szerepet tolt be a technikdban, aho-
gyan az olyan jatékokban is, mint példdul a rulett vagy a jatékgépek [6].

A véletlenszerliség haszndlata egy tudomanyos probléma megvalaszoldsa sordn régebbrdl
ered, mint a szamitogépek, annak ellenére, hogy a Monte-Carlo médszer a szamitogépek fej-
lesztése idején kezdett kibontakozni. A médszer sziiletése egész régre, az 1700-as évekre vezet-
hetd vissza. Szorosan dsszekapcsolhaté Buffon nevével, és a 7 értékének meghatdrozasa koriili
problémaval [4, 7].

A szimuldcié mogott meghtizodo otlet 1944-ben kapta nevét, felhaszndldsa ekkor kapott je-
lentSs szerepet a kutatdsokban. Stanislaw Ulam matematikus fejlesztette ki az elsé atomfegyver
megalkotésa sordn. Otletét munkatdrsdval, akivel a Manhattan Projecten dolgozott, Neumann
Janossal is megosztotta, akivel egyiittmiikodtek a médszer fejlesztésében [1].

A projecten dolgozo6 tudésok nehéz egyenletekkel dolgoztak annak meghatdrozaséra, hogy
egy hasadd urdnatom neutronja milyen valdszintiséggel idézi el6 egy madsik hasadédst. Ezen
egyenleteknek vissza kellett adniuk a bomba bonyolult geometridjat, a valasznak pedig helyes-
nek kellett lennie, mivel ha a kisérlet nem sikeriilt, honapokba telt tjra elegend6 urdnhoz jutni
az djabb kisérlethez. A meglétds az volt, hogy a szimulalt palyék statisztikai tulajdonsidgai meg-
egyeznek a val6s neutronpélydkkal, igy megbizhaté valaszokat adhat a problémadjukra, csak
megfeleld szamu pélyat kellett szimuldlniuk [1].

A Neumann Janos és Stanislaw Ulam 4ltal megalkotott elképzelések szisztematikus kidolgo-



zasaval Harris és Herman Kahn 1948-ban foglalkozott. 1948 koriil Fermi, Metropolis és Ulam
Monte-Carlo becsléseket készitettek a Schrodinger-egyenlet sajatértékeire [1, 4].

1970 koriil, az Gjonnan kialakulé szamitasi elméletek meggy6z6 okot adtak a Monte-Carlo
modszer alkalmazdsara. Az elmélet segitségével be tudtdk azonositani a problémdk egy olyan
osztélyat, ahol egy probléma pontos megoldédsdra forditott id6 exponencidlisan novekszik M -
mel. A kérdés az volt, hogy a Monte-Carlo médszer meg tudja-e becsiilni a probléma megolda-
sat egy meghatdrozott statisztikai pontossagon beliil. Ezen allitast szdmos példa tdmasztja ald

[6, 10, 15].



2. fejezet

Numerikus integralas

Ha egy adott f fiiggvény egy [a, b] intervallumon integralhatd, és ezen az intervallumon van
primitiv fiiggvénye (F’ = f), akkor a fiiggvény hatdrozott integraljat a Newton-Leibniz formula
segitségével a kovetkez6 médon lehet megadni:

/ f(z)dz = F(b) — F(a).

Azonban ez a képlet nem alkalmazhat6 kézvetleniil minden esetben [8, 10].

A Newton-Leibniz formula nem alkalmazhatd, ha magat az f fiiggvényt nem ismerjiik. Ez
akkor fordulhat el6, ha az f fiiggvény értékei mérésekbdl szairmazé eredmények. Abban az eset-
ben sem tudjuk alkalmazni, ha az f fliggvény primitiv fiiggvényét nem tudjuk megadni zart
alakban. Ebben az esetben a fiiggvény primitivjét vagy nem tudjuk, vagy nem akarjuk explicit
médon meghatérozni. A (sinx)/x vagy e*" fiiggvényeknek példdul nem tudjuk megadni a pri-
mitiv fliggvényeit zart alakban, annak ellenére, hogy 1éteznek, hiszen a fiiggvények folytonosak
[8, 10, 13].

Vannak esetek, amikor az integrdl pontos kiszdmitdsa sokkal komplikaltabb lenne, mint
mondani egy j6 kozelitést. Példaul a szamitogépes program esetében gyakran konnyebb egy
JO becslést adni egy fiiggvény adott intervallumon vett integrdljara, mint valamilyen kompju-
teralgebrai médszerrel szimbolikusan el6allitani a fliggvény primitivjét, és arra alkalmazni a
Newton-Leibniz-formulét. Egy tipikus példa erre a differencidlegyenletek megoldésa, ahol a
megoldds formdlis eldallitdsa nehéz, ellenben egy numerikus kozelités konnyebben megadhatd6.

Altaldban, ha egy fiiggvény primitiviét nem tudjuk zart alakban el&allitani, akkor valamilyen
hatvanysor form4jaban megadhatd. Ebben az esetben a hatvanysor részletosszegét helyettesitjiik
be a Newton-Leibniz-képletbe, és annak integraldsdval adjuk meg az integral kozelitését.

2.1. Példa. Hatdrozzuk meg az fol e~ du integrdlt 10~%-ndl kisebb hibdval! Mivel

e _q 2
e’ = +JI+§—§+...,
ezért A .
-z __ 1 _ .2 JI_ o ‘T_
e T TRk
ez a sor integrdlhato tagonként, igy
! s 5 ! L 1 1 1 = (-1
2 x x x
_zd:[—— — +t..| =l—--+——-——=£...= —_
/06 S ST TR P 3770 B ;(%Jrl)k!



Mivel egy Leibniz-sor adja az integrdl értékét, az elsé k — 1 tag dsszege 10~%-ndl jobban kozeliti
a sor Osszegét, ha annak k-adik tagja kisebb 10~%-ndl. Ha k = 9, akkor

(-

= <1076
(2k + k!~ 6894720 !

igy
28: 1098032417

~ (.7468242 161
Ta70268800 > 0 74682426573970691618

k=0

igy egy megfelelo kozelitése az integrdl értékének [10)].

A fenti mddszer a gyakorlatban dltalaban csak néhdny konkrét integrdl meghatarozdsara
alkalmazhaté. Egy masik lehetdség, ha az integralt a kozelitd osszegek hatdrértékeként defini-
aljuk, egy jol megvélasztott kozelitd 0sszeg megfeleld kozelitését tudja megadni a tényleges
integrdlnak. Ez az Gigynevezett interpolaciods tipust integralasi médszerek egyike [10].

2.2. Példa. Legyen adott a kovetkezd hatdrozott integrdl :

1
/ cos(r)dx = [sinx]} = sinl.
0

A Newton-Leibniz-tétel alkalmazdsa nem okoz problémdt, azonban ez esetben a végeredményt
csak a szinusz fiiggvény x = 1 helyen vett Taylor-sordnak egy részosszegével tudjuk becsiilni

[10]:

sml-l—%—i—%—%i
A példa alapjan l4thatd, hogy sok integral esetén lényeges kiillonbség nem allithat6 fel akozott,
hogy a hatdrozott integral ért€kének meghatarozdsakor, vagy pedig a kapott érték szdmszerd
megadasindl haszndlunk kozelitést [8, 10].

Numerikus integrdldsnak azt az eljarast nevezziik, amikor valamilyen médszerrel kozelitjiik
az integral értékét[8, 10, 15]. Ezek az eljardsok tgynevezett interpoldciés modszerek, ilyen
példaul a trapéz-, érint- és Simpson-formuldk, illetve a Gauss-féle integralformulak [9].

Tobbdimenzids fliggvények esetén a numerikus modszerek nehezen programozhatok, illet-
ve egyre lassabban konvergélnak. A véletlen szdmok generdldsan alapul6 moédszerek az egy-
szer(ibb esetekben lassabban konvergédlnak, azonban az Gsszetettebb, tobbvaltozds integralok
esetén is konnyen implementédlhatok és konvergencia tulajdonsdgaikat megtartjak [8, 1, 4].

2.1. Trapéz szabaly

A trapéz szabdly az egyik legismertebb mddszer, mely 1ényege, hogy a két pontot 6sszekotd
szakasz alatti trapéz teriiletével becsiiljilk az adott intervallumon az integrél értékét. Diszkrét
pontokra és analitikusan megadott fiiggvényekre vonatkozdan is alkalmazhat6, ha szimboliku-
san nem tudjuk az integralt meghatdrozni. Utébbi esetben n — 1 részre osztva az intervallumot
felvesziink n pontot az integralni kivant fiiggvényszakaszon, €s a kapott pontokra értelmezziik
a trapéz szabdlyt.
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2.1. abra. Trapéz médszer

Egyetlen intervallum esetén:

/ Fla)de ~ M(b —a).

Tobb intervallum esetén a felosztds dltal kapott trapézok teriiletének értékét 6sszegezziik. Ha
N = n — 1 részintervallumunk van, akkor:

b N
[ Haddn 5 S (@) + i) e - o).

Ez a képlet abban az esetben is miikodik, ha az intervallumok nem egyenld hosszisaguiak. Ha
azonban egyenl$ szakaszokra osszuk az adott intervallumot, és azok hossza h = (g — x1) =
= (r3 — x9) = ... = (v, — T,_1), akkor a szabdly egyszer(isithets, mégpedig a kovetkezGkép-
pen:

b N
[ e =5 3 + i)

A fejezet tartalmi része €s a képletek a(z) [11] forrds alapjén keriiltek bemutatasra.

2.2. Simpson-moddszer

Mig a trapéz szabdly szomszédos pontok kozotti egyenesekkel kozeliti meg az integral értékét,
mas modszerek magasabb rendii, 4m konnyen integrilhaté fiiggvények alkalmazdsaval teszik
ugyanezt. A Simpson-formula az egyik legismertebb ilyen mddszer, melynek 1ényege, hogy
masod- vagy harmadfoku polinomokat illeszt a pontokra, és igy kozeliti a fiiggvényszakaszokat.

Misodfokt Simpson-formula 3 szomszédos pontra illeszt parabolat. Ezt megadhatjuk dgy,
hogy a Newton-féle interpoldcids polinomot felirjuk 3 pontra vonatkozdan:

p(z) = a1 + azs(x — x1) + ag(z — x1)(z — x2).

Ha az intervallumot kiilonb6z6 hosszisagu részintervallumokra bontjuk, az egyiitthatokat a ko-
vetkez6 mddon hatarozhatjuk meg:

Ys—Y2 _ Y2—Y1i
_ Y2 — U1 . a — r3—T2 To—x]

) 3
To — T I3 — I

a1 = Yi; Qag

7



Egyenld h hosszisdgu részintervallumokra:

_ Y2y a:y3—2y2+y1
hoo? 2h?

a1 = Yi1; Az

Az egyiitthatokat visszahelyettesitve a polinomba, 3 pontra levezetve a kovetkez6 képletet kap-
Juk:

[ e [ s = S0+ 41+ )

Altalanosan igy alkalmazzuk:

/mi+1 f@)da ~ g(f(xz‘—l) +4f(z;) + f(2i1)).

Ti—1

Sxin)

o b--c -
bﬁ-————————————————
-V

2.2. dbra. Simpson-mddszer

Vegyiink n pontot egyenletesen egy adott [a, b] intervallumon, egymadstdl h tavolsdgra. Le-
gyen r; = a,x, = b. Az intervallumot igy n pont N = n — 1 részintervallumra bontja.
A Simpson-szabalyhoz 3 pont sziikséges, hogy parabolat tudjunk illeszteni, illetve mindig két
egymadst kovet6 szakaszra kell a fliggvényt felbontanunk, hogy alkalmazhassuk :

/abf(x)dx = /:; f(x)dz + /;5 flz)dz + ...+ /::::b f(z)dx = i /IT fla)da.

2 i=2,46...7%

A harom pontra kapott egyenlet felhaszndldsaval, n pontra megkaphatjuk a kovetkezd formulat:

b n—1 n—2
[ =g f@ 4 Y v 3 s+ 0)].
a 1=2,4.,6... j=3,5,7...

A fejezet tartalmi része €s a képletek a(z) [11] forras alapjan keriiltek bemutatésra.



2.3. Tobb dimenzios integralok

Egy fliggvény integréiljdnak meghatdrozédsa egy dimenzidban azt jelenti, hogy meghatdrozzuk
egy tetszOleges v alatti S teriilet értékét.

YN

~
a b “x

2.3. abra. Fliggvény integralja egy véltozo esetén

A legegyszerlibben ezt a szabdlyos intervallumonként vett N pont feletti kozvetlen dsszeg-
z€s segitségével érhetjiik el :

N
S=>" flz)Az, 2.1)
i=1
ahol z; az [x;_1, z;] intervallum kdzéppontja:
. b—a
ri=a+ (i—05)Ax and Az = (2.2)
Az (2.1)-es egyenlet atirhat6 a kdvetkezd mddon:
b—a
S=— ; f(:)
M dimenzi6 esetén, az intervallum éltalanositva ([ay, b1], [az, b, ..., [anr, bar]), az integral pe-
dig egy (M + 1) dimenziés VM+Y térfogatot ad :
1 N2 Ny
b — ar)(ba — as) - - (byr — anr) o= <
V(M+1):(1 1 z;),
NNy 22 2 @)

ahol z; = (z;,, iy, ..., Ti,,) €gy M dimenzids vektor, és minden z; a (2.2)-es megadas alapjan
van definidlva.
A fenti egyenlet atirhat6 a kovetkez6képpen:

yan M N Nt ﬁvl_ fVZ_ . ZJ,VM_ 7
V(M+D) _ I Z Z c Z f(x) = V(M)Z 1=1 £ip=1 ¥ 2iz=1 ), (2.3)
i1=142=1 in=1

ahol VM) egy M dimenzi6s térfogat, az a "teriilet", ahol a fiiggvény, N pedig a pontok teljes
szama. Az egyenlet tort részét értelmezhetjilk mint f feletti tlag a kérdéses intervallumon, igy
az egyenlet az aldbbi mddon is felirhat6:

VMY — D fy, (2.4)
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ahol (f) a kovetkez§ atlagot jeloli:

A fejezet képletei és tartalmi része a [2] forrds alapjan keriiltek bemutatasra.

2.4. Kettos integralok kozelitése trapéz szaballyal és Simpson-
modszerrel

A trapéz szabdlyt és a Simpson-mddszert egyardnt lehet alkalmazni kettds integralok kozelité-
sére is [13, 15]. El6szor vizsgaljuk meg, hogyan miikodik a trapéz szabdly. Legyen adott:

[[ stz

ahol R = {(z,y)|la < = < b,ec <y < d}, a,b,c és d konstansok adjdk azt a négyszoget,
téglalapot, ami felett integralni szeretnénk az f fiiggvényt. Az integraldst el6szor végezziik el

y, majd pedig  szerint:
b d
//f(ﬂf,y)dwdyz/ / [z y)dy |da,
j a c

Legyen k = (d—c¢)/2 és h = (a —b)/2, és bontsuk mindkét intervallumot két részinterval-
lumra. Alkalmazzuk a trapéz szabalyt el3szor a belss integrélra [c; d] intervallumon[13, 15]:

d C
/ f(w)dy%g[f(x,c)+f(x,d)+2f(x, §d>

Az integrdlunk most a kovetkez6képpen néz ki:

/ab(/jf(a:,y)dy)dm/abdf[f(x,c>+f<x,d>+2f(x,cgd>

Ha erre alkalmazzuk ujra a trapéz szabalyt, a kovetkezd alakhoz jutunk:

/ab (/Cdf(m,y)dy) dx%/ab% [f(:v,c)—l—f(x,d)Jer (g;,cgd)} da

_ Ik [f(a,c) + f(a,d) + f(b,c) + f(b,d)

dx

4

(e s () e (v57) 2 (07))

Y (a+b c—l—d)

2 72

A formula lényegében azt is mondja és mutatja be, hogy a kozelitd 0sszegben az intervallu-
mokra vald bontés utdn a sarkon 1év6 pontokat 1-es, a szélen 1év, azonban nem sarok pontokat
2-es, a belsd pontokat 4-es szorzdval veszi.
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2.4. dbra. Pontok sulya a trapéz moédszer kettSs integralok kozelitésére val6 alkalmazdsakor

A modszer dgy is miikodik, ha a két intervallumot kiilonbozd hosszisdgu részintervallu-
mokra bontjuk.
Altaldnosan, ha az [a, b] intervallumot n, a [c, d| intervallumot pedig m részintervallumra

bontjuk [15]:
// e xydxdyN ZZw”f:cl,y]
a,b] x[c,d

=0 7=0

aholh = (b—a)/n, k= (d—c)/m, xg = a,x, = b,yo = ¢, y, = d illetve:

l,ha(i=0vagyi=n)és (j =0vagyj=n)
w;j = 4 2,ha (i = 0 vagy i =n) vagy (j = 0 vagy j =n)
4, egyébként

Alkalmazzuk a Simpson-mdédszert az f fiiggvényre, hasonldan, mint a trapéz modszernél,
elGszor a [c, d] tartomdnyt osszuk 2 részre és alkalmazzuk a Simpson-mdédszert [15]:

INCE [f(fc c)+4f( C;d>+f<x,d>],

ahol k = (d — ¢)/2 Ezt kovetden alkalmazzuk djra a Simpson-mddszert, az [a, b] tartomanyt két
részre osztva:

([ oo [ 45

_ Dk [f(a &)+ fla,d) + f(b.c) + f(b.d)

9
+4<f (GTMC) +f<a;b,d> +f(a,cgd> +f<b,cgd

L 16/ <a—|2—b’c~2kd)

)

ahol h = (b—a)/2.
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Most irjuk fel a képletet dltalanosan[15]. El6szor irjuk fel a

/f:vy

integrdlra alkalmazva, ahol a [c, d] intervallumot m részintervallumra osztjuk, illetve k = (d —
- C)/m’ Yo = C; Ym = d:

d m—1 m—2
/Cf(x,y)dyzgl ry0) +4 D fxy] )+2 > f(:v,yj)+f(w,ym)]-

§=1,3,5.. §=2,4,6...

Az [a, b] intervallumot osszuk fel n részre, ekkor h = (b — a)/n, xg = a, x, = b:

/(/fxydy)da:N—[/fxyodx+4 Z /fxy]dx+

7=1,3,5..
2Z/fa:yjda:+/fxym x]
j=2,4,6..
h/{Z n—2 n—1
=79 f(zo,y0) +2 Z f(iy0) +4 f(@iyo) + flan, Z/O)]
| i=2,4.,6... i=1,3,5...
r m—2 n—2 m—2
+2 Y flao,yy) +2 fl@i,y;)
L j=2,4,6 i=2,4,6... j=2,4,6
n—1 m—1 m—2
i=1,3,5... 7=1,3,5. 7j=2,46...
m—1 n—2 m—1
+4 f<x07y])+2 Z f(xwy])
j=1,3,5 i=2,4,6... j=1,3,5...
n—1 m—1 m—1
+4 f(xi, yy) + f(xmyj)]
i=1,3,5... j=1,3,5. j=1,3,5

F@o,ym) +2 D> flnym)+4 ) f(xi,ym>+f<a:n,ym)]

i=2,4,6... i=1,3,5...

Altaldnosan felirva:

J[, foy =SS )
a,b] x|[c,d

=0 7=0

ahol a sulyok annak fiiggvényében valtoznak, hogy hol helyezkednek el a pontok racshalon:

;

1 ha(i=0vagyi=mn)és(j=0vagyj=n)

2 ha(i=0vagyi=nés0 < j < n péros) vagy
(j=0vagy j =nés0 < i< n paros)

w;j =414 ha(i=0vagyi=nés0 < j < n paratlan) vagy
(j =0vagy j =nés0 < i < n paratlan)

8 hal<i<n,0<j<nési—+ jpdratlan

16 ha0 <i<n,0<j<nési,jparos.
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2.5. dbra. Pontok sulya a Simpson-moddszer kettds integralok kozelitésére vald alkalmazdsakor
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3. fejezet

Integralas a Monte-Carlo modszerrel

3.1. Mintavételezés

A mintavételezés mddszere a Monte-Carlo integralds soran igen hasonl6 a fentebb kapott (2.1)-
es és (2.3)-as egyenletekhez. Rendszeres Az intervallumonkénti mintavétel helyett vegytink
véletlenszer( pontokat és alkalmazzuk ezen pontok dtlagolasat [2].

Tegyiik fel, hogy kivdlasztunk N darab z; pontot [a, b] intervallumon 1 dimenziéban. Az

integral a kovetkezd:
b—a

ami azonos a (2.1)-es egyenlettel.
Altalanositva, M dimenzi6 esetén

Ty = (51317 X2y eeny $M)

vektorokat kell vdlasztanunk az ([aq, b1], [ag, bs], ..., [ars, bas]) intervallumon, ami egyszerd a
dimenzidk egységes véletlen szaimainak egyidejii hasznélataval. Ha van NN ilyen pontunk, akkor
a Monte-Carlo becslés az (M + 1) dimenzids térfogathoz M dimenzids fiiggvény felett

V(M+L) V(M)M — V(M)<f>_ (3.1

A (2.3) és (3.1) egyenleteket 6sszehasonlitva konnyen észrevehetd a két médszer kozotti
alapveto kiillonbség : numerikus integralas esetén sziikségiink van M darab kiillonbdz6 6sszegre,
mig a Monte-Carlo integralas sordn elegendd egyetlen dsszeget kiszdmolni [13, 15]. Nincs nagy
kiilonbség a kett6 kozott 1 dimenzid esetén, konnyen lehet, hogy numerikusan sokkal konnyebb
és pontosabb megoldast ad, mint a Monte-Carlo integrdl. Azonban a dimenzié novelésével M
0sszeg kiszamitdsa elég koriilményessé valik, azonban a Monte-Carlo becslés, amely sordn to-
vabbra is csak egy Osszeg kiszamitdsara van sziikség, sokkal egyszert(ibb [2, 3, 1].

3.2. Elutasitasi modzser

Létezik egy masik megkozelitése is a Monte-Carlo integralnak, tgy nevezett elutasitasi vagy
"elfogadés-elutasitds" modszer, ami egyszer(ibb, mint a mintavételezés. Lényegében ugyanaz,
mint a Neumann-féle elutasitasi médszer, amely nem egyenletes eloszlds felett generdlt véletlen
szamokat hasznal [2].
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Tegyiik fel, hogy egy ismert "térfogati" rész magéba foglalja az éltalunk keresett integralt.
Generaljunk véletlenszerlien pontokat mindenhol ebben az ismert térben és nézziik meg, melyek
azok, amelyek eltaléltdk a kérdéses teret [2].

3.1. abra. Az elutasitasi modszer abrazolasa

A kiils6 rész térfogatat jelolje Vi, f; pedig a taldlatok ardnyat. Ebben az esetben az integral
meghatdrozasa igen egyszeriien irhat6 fel [2]:

V= Vif

Tegyiik fel, hogy M dimenziéban dolgozunk, a prébapontok szdma /N, a taldlatok szdma pedig
N;. Ekkor a fenti egyenlet atirhat6 a kovetkezd képpen [2]:

_ I D DAl |
V= Vif = Vit = Vi

Ha definidlunk egy M dimenzids fiiggvényt, hogy

1, ha x a keresett térfogaton beliil van
fz) = . )
0, minden mas esetben

akkor az egyenlet gy fog kinézni, hogy

v v St

Ez pedig megegyezik a (3.1)-s egyenlettel, a kiillonbség annyi, hogy az f dimenzi6 nélkiili, a
V és V,, dimenzéi pedig megegyeznek. A valdsdgban az f étlaga a taldlatok f; ardnyt adja,
felirhatjuk az egyenletet olyan forméaban, hogy

V= Vi = Vil (32)

3.3. Szabalytalan idomok teriiletének Kiszamitasa

Szabdlytalan idomok teriiletének meghatdrozdsara tobbféle lehetdségiink is van, a Monte-Carlo
modszer elénye azonban abban rejlik, hogy kiilonféle esetekre dltalinosan alkalmazhat6 [11].
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VT

3.2. dbra. Szabdlytalan idom

Legyen adva egy f(z) a x € Vp tartomdnyon értelmezve, és keressiik a fiiggvény Vi C Vr
résztartomanyon vett hatarozott integraljanak értékét. Az integral a kovetkezd: fVR f(x)dVv
[11].

Integral alkalmazdsédval a kérdéses tartoményon a fiiggvény atlagértékét igy tudjuk megad-
ni: .

fv=— flz)dV
v ()
A Vp tartomdnyon NN pont felvételével, a fiiggvényt kiértékelve a pontokban kiszdmithatjuk a
fliggvényértékek atlagat. Ez elég nagy N esetén kozelitSleg az integrdl alkalmazasdval megha-

tarozott értékkel egyezik meg:
— 1 &
i=1

ahol z; C Vi, n a tartomdnyba esd pontok szama [11].
A kapott kifejezéseket egyenldvé téve az integral a kovetkez6képpen fejezhetd ki :

n

A Vg tartomany kozelitd értékét véletlenszerten felvett pontokkal is meghatarozhatjuk. Ha
a pontok egyenletes eloszlast kovetnek, akkor elég sok pont felvétele utdn a keresett tartoma-
nyonban 1évS pontok és az dsszes pont szdimdnak ardnya a Vp résztartomdny nagysdga a teljes

Vr tartomanyhoz:

VR_TL V—VTn
VT_N7 R — N

ahol n a Vg tartomdnyba esé Osszes pont szdma, N az Osszes pont szdma [11]. A keresett

integral kozelitd értéke a kovetkezd :

Vr
N

[ s@av =25 ) = TS st

Tehét a keresett integral becsiilhetd a tartomdnyon beliil 1év6 pontokon kiszamolt fiiggvényér-
tékek 0sszegének €s a teljes tartomany nagysaga/az 0sszes pont ardnyanak szorzataval. A % ez
esetben az egy pontra esé teriilet/térfogat nagysdgét hatdrozza meg[11].
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3.4. Hibaelemzés

3.4.1. A mintavételezés hibaelemzése

A mintavételezés hibdjat egyszertien meg lehet kapni. Az integrél értékének kiszdmitdsahoz az
el6bbiekben az f fiiggvény feletti (f) dtlagot szamoltunk. Ebbdl kovetkezik, hogy a médszer
hibdja megegyezik az 4tlag hibdjaval a mintdkban vett f fiiggvény értékei felett [2, 4].

Az étlag hibdjdnak oz meghatdrozdsara [2, 3, 15] hasznalt képlet meghatéarozott z; pontokon

Oz X ——

VN’
ahol a 0% szérasnégyzetet a kovetkezs egyenletbdl kapjuk :

o2 = ﬁ [(iﬁ) - N(T)QI.

=1

Ez az egyenlet abban az esetben igaz, ha az adatok szimmetrikusak a 0 koriil. Ha ez nem teljesiil,

akkor: v
s 1 —\2

i=1

Figyelembe véve a fenti egyenleteket és feltételezve, hogy N >> 1, a kovetkezd képen irhaté

fel a hiba értéke:
1 N2
07 \/ 2z (e
VN N

A Monte-Carlo integral esetében az x; pontok az f fiiggvény értékei. Haszndlva az atlag jelolé-

seit: N N
Do fl@) >im1 f2(xz)
N N ’

(f) == & () ==

a Monte-Carlo integral hibgja felirhat6 gy, mint

2\ _ 2
s v [ L

igy a Monte-Carlo integrél egyenlete a kovetkezd [2, 3]:

() =)

/dezV(f)iV ¥

(3.3)

Ez adja az ugynevezett 1 o hibat. Ez azt jelenti, hogy ha az adatok Gauss-eloszlasban osz-
lanak el, a lehet6sége annak, hogy a valddi érték hibdja 1 o-n beliil van, 2/3. Minél szélesebb
konfidenciaintervallumot vesziink, 2 o, 3 o, stb., anndl biztosabb, hogy a valédi érték benne lesz
a mért érték hiba kornyezetében.

Az érték pontossiga az v/ N novekedésével egyiitt nd, és nem fiigg a dimenzi6tél. Ez is azt
mutatja, hogy miért érdemes a Monte-Carlo integral hasznalata [2].

A hibabecsléssel kapcsolatban 2 probléma meriilhet fel. Az elsd lehetséges gond az, hogy
semmi nem garantélja, hogy a pontok Gauss-eloszldsban oszlanak el, ezért a (3.3)-es egyenlet
altal megadott hiba csak hozzavetSleges elképzelésként értelmezhetd arra vonatkozdéan, hogy
milyen szint{i bizonytalansag varhat6 [3].
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Jobban meg tudjuk becsiilni a hiba értékét, ha elegendS f(x;) pont dsszegy(jtésével meg-
vizsgéljuk, hogy milyen alaku az eloszlas, és elemezziik az eloszlds hibaértékét.

A masodik lehetséges probléma, hogyha az adatok Gauss-eloszldsuak is, a (3.3)-es egyen-
let nem ad j6 megoldast alacsony N esetén. Ha kevés adatpontunk van, az eloszlads atlaganak
becslése pontatlannd valik, az eltérést és az dtlagot 0sszehasonlit egyenlettel egyiitt.

Egy pontosabb becslés a helytall6 hiba értékére, ha aszérds meghatirozdsa sordn a nevezs-
ben N helyett (N — 1)-el szdmolunk:

SN i

Ezek utdn nem lehet jobb becslést adni a mogottes adateloszlds ismerete nélkiil. Ha ez ismert,
szimulalhat6 a kiilonbség.

Sajnos az f fiiggvény alakja sok esetben ismeretlen, a kiértékelése pedig olyan lasst, hogy
csak néhdny ponton mintavételezhetd, ezért nem lehet meghatdrozni, milyen eloszldsa van.
Ilyen esetekben gyakori a (3.3)-es egyenlet haszndlata, annak reményében, hogy célra vezet.

3.4.2. Az elutasitasi modszer hibaelemzése

Az elutasitdsi médszer az integral értékét a kovetkezOként adja meg:
Ny

V:ka:VkN,

ahol NV, a taldlatok, N pedig a prébapontok szdma.
A hiba értékének megéllapitdsahoz sziikséges az az észrevétel, miszerint a "elfogadés-elutasitas”
egy valtozata a mintavételezés modszerének. A (3.2)-es egyenlet [2]

V =Vifi = Vilf), (3.4)
ahol f a kovetkezdk szerint definialt fiiggvény :

1, ha x a keresett térfogaton beliil van
f(z) =

0, minden mas esetben

Tehat a hiba meghatdrozdsara szolgélé képlet:

(%) = {f)?
N

N N
<f> _ Zi:l f(m'l) és <f2> _ Zi:l f2(xl)
N N '
Az f fiiggvényt figyelembe véve a képlet jelentSsen egyszersithets, hiszen (f) = N, /N.

Ennél fogva a hiba meghatdrozdsa a kovetkezd képpen fog kinézni:

- (Ne/N) — (Ne/N)* Ny = N/N /N — N}/N
ovi(f) = Vi = Vi —— =V ~ :

v ~ Vi

ahol

N N
az integrél képlete pedig felirhat6 gy, mint:

N, V' N; — N}/N
V=Vi—=+V"+——"——. 3.5
by TV N (3.5)
Ha pedig igaz az, hogy N; << N, kénnyen kapjuk azt, hogy:

N, VN,/N
V:Vkﬁtin ]\;/ . ha N,<<N.
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3.5. Fontossagi mintavétel

A Monte-Carlo integral pontossdgénak javitdsdra lehetSség van a o? szérasnégyzet csokken-
tésére. Fontos megjegyezni, hogy a o barmilyen nem allandé adateloszlds esetén valamilyen
véges szam, nem nulla, mikor N — oo, természetesen az /N novelésével a hiba értéke tart a
0-hoz [2, 3].

A fontossagi mintavétel Gtlete, hogy készitsiink a f(x) fuggvény transzformdlasaval egy
olyan fiiggvényt, amely laposabb. Tegyiik fel, hogy ¢g(z) egy olyan [a, b] intervallumon értel-
mezett fliggvény, hogy:

f(z)

g(x)
meglehetSsen lapos, és g(z) > 0 minden z esetén. Irjuk fel a kovetkezd egyenletet, ahol g(x)
fiiggvényt integralva megkapjuk G(x)-t:

I= /abf(:z:)da: = /ab %g(m)dm = /ab %dG(m), G(z) = /abg(:zr)dr.

Elvégezve egy r = G(x) valtozé cserét a képletben, ugyanazt az integralt kapjuk, mint az
eredeti, azonban ez sokkal hatékonyabb, mivel az integralandé fiiggvény laposabb.

[0 pG )
1= [ ST

Monte-Carlo médszerrel ez igy irhat6 fel, ahol r; egységes véletlen szamok:

LK AG ()
T= N L i)

Ebben az esetben meg kell hatdrozni a G~ !-t. Egy mésik lehetdség, hogy valamilyen médon

g(x) eloszldsd véletlen szamokat generdlunk. Igy az 6sszeg a kovetkezdképpen viltozik, ahol
(9)

x;”’ pontok g(x) eloszlasu véletlen szamok [2]:

1 - flal?)
[ = — t _~,
N;mw>

A haszndlatdnak egyik elénye, hogy nem kell tor6dni a dimenzié valtozasaval, és nem kell
megkovetelni, hogy ag(x) > f(z), amely néha nehéz vagy inkédbb lehetetlen, kiilonosen magas
dimenzidkban.

3.6. Valtozovezérlés

A valtozdvezérlés egy masik szérdscsokkentd eljards, amely néhany mogottes informaciora ta-
maszkodik az f fiiggvényr6l [2, 3]. Az otlet hasonl6 a fontossdgi mintavételhez. Cseréljiik le az
integrdlando fiiggvényt egy sokkal laposabb fiiggvényre, igy csokken a szords és vele egyiitt a
hiba is, de osztés helyett vonjuk ki:
b b b
1= [ f@ts= [ (@) - gla)do+ [ glos
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A g(x) fiiggvényt tgy vdlasztjuk meg, hogy (f — g) szérdsa kisebb a f szérdsandl és f; g(x)dx
pedig ismert.

Ennek a megkozelitésnek tobb eldnye is van a fontossdgi mintavétellel szemben. Az egyik
elénye, hogy nem jelent problémadt, ha a g(z) az intervallum valamelyik pontjaban 0-t vesz fel
vagy éppenséggel negativ. A masik, hogy nem kell ismerni, hogy a véletlen szdmok eloszlasat
a g(x) felett.

Az f — g variancidja

Var(f —g) =Var(f)+ Var(g) —2Cov(f, g),

ahol Cou(f, g) az f és g fiiggvények kozotti kovariancia. Annak érdekében, hogy ez hasznélha-
t6 legyen, igaznak kell lennie a 2Cou(f, g) > Var(g) egyenlStlenségnek, azaz f és g hasonld
alakudak [2, 3].

3.7. Kettos integral

Tobbvaltozds integralok megolddsa sokszor igen nehéz, azonban a Monte-Carlo médszerrel ez
nem sokkal nehezebb feladat annél, mintha csak egy valtozonk lenne [2, 3, 18]. A Monte-Carlo
modszer vizsgalatdhoz legyen adott a kdvetkezd:

T2 Y2
I=/ / [z, y)dydx
Tl Y1

Ez az integrdl felirhat6 az (1, x2) és (y1,y2) intervallumok altal korbezart téglalap teriiletének
és az f(x,y) fiiggvény értékeibdl szamolt dtlag szorzatdval:

T2 Y2 _
1= [ [ ewiyiz =57,
1 Y1

ahol S = (w3 — 1) (32 — 11), és f pedig az f(z,y) fiiggvény értékeinek az tlaga.

Tehat az integral értéke megbecsiilhetd, ha meghatirozzuk a fiiggvény értékeinek atlagit az
adott teriileten. Ehhez alkalmazhatunk véletlen szamokat. Véletlenszertien kivélasztunk N pon-
tot, amelyek az (z1, x2) és (yi1, y2) intervallumok kozott helyezkednek el. Az f(x,y) fiiggvényt
kiértékeljiik minden pontban, és meghatarozzuk az értékek atlagat:

1 X
f= N;f(xwyz)

Kettds integralok szamitdsa sordn két eset lehetséges. Az elsd az, amikor az integrélt egy

téglalap alaku teriileten becsiiljiik :
z2 Y2
/ / f(z,y)dydz,
z1 Y1

ahol 71, 9, y1, Y2 konstansok. Ebben az esetben egyszerlibb dolgunk van. Generdlunk /N pontot
ezen a teriileten, és mind az N pontban kiértékelve a fiiggvényt, kiszdmoljuk a fiiggvény érté-
keinek atlagét. Ezt kovetden kiszamoljuk a téglalap teriiletét, és meghatidrozzuk a kapott atlag
€s a teriilet szorzatat.
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A masodik eset az, amikor az integralt nem egy téglalap alaku teriileten vessziik :

[[ 1.z

ahol R az a teriilet az = — y sikon, ami felett a fliggvényt integrdlni szeretnénk. Ebben az esetben
az RR-t elhelyezziik egy téglalapban, és ennek a téglalapnak a teriiletén generalunk pontokat,
azonban csak azokban a pontokban értékeljiik ki a fiiggvényt, amelyek beleesnek az R-be, és
csak ezekbdl az értékekbdl szamitunk dtlagot [12, 18].

Jelolje D az R teriiletet magdba foglald téglalapot. Ha a D teriiletet beszérjuk véletlen
pontokkal, nem tudjuk, hogy mennyi pont fog beleesni az R-be. Erre lehet adni egy becslést:
Ng = Np - Sg/Sp, ahol N az R-be es pontok szdma, Np a D-be esd pontok szdma, S és
Sp az Rilletve D teriilete. Ha tudjuk, hogy koriilbeliil mennyi pontot szeretnénk az R teriileten,
akkor ahhoz koriilbeliil Ng - Sp/ Sk pontot sziikséges generdlni a D teriiletén [18].
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4. fejezet

Véletlen szamgeneralas

A Monte-Carlo mddszer kozponti részét a véletlenszerli szamok képezik, ezért fontos, hogy a
megfeleld forrds alljon rendelkezésre. [2] A véletlen szdmokat hdrom nagy kategdridba lehet
sorolni:

— valddi véletlen szdmok —nem lehet tudni, hogy mi lesz a kovetkez6 szam;

s

— pszeudovéletlen szamok —algoritmikusan el6allitott szdmsorozat, amelyek implementaci-
6jat fel lehet haszndlni szimulacidk sordn;

— kvazirandom szamok —véletlen szdmokként miikodnek valamilyen szimuldcidban, de j6l
vannak rendezve néhany mads tipusban, céljuk egy /N dimenzids tér egyenletes kitdltése.

A Monte Carlo integrdl megvaldsitdsahoz pszeudovéletlen szamok €s kvazirandom szamok
is egyarant haszndlhatéak. Mivel szinte az Osszes program pszeudovéletlen szamokat 4llit eld,
ezért ez az elterjedtebb a gyakorlati életben. Pszeudovéletlen szamgeneratorok pl. a linedris
kongruenciageneratorok, a Mersenne Twister és a Fibonacci generatorok. Azokat a generdtoro-
kat nevezhetjiik j6 generatoroknak, amik bizonyos statisztikai teszteket teljesitenek. A Mersen-
ne Twister €s a linedris kongruenciageneratorok is ennek elvégzése sordn hatdsosnak bizonyul-
tak.

A szamitégépes véletlenszam-generdlas tulajdonképpen az egyenletes eloszlason alapszik.
Ezek a technikdk lényegében egy hosszu sorozatot készitenek, amely matematikai tulajdonsagai
alapjan megfelel6 mindséglinek tekinthetd. Alapvetdleg a szoftverek az in. Mersenne Twister-
eljarast alkalmazzak. Ez egy igen gyors, matematikai szempontbdl j6 min6ségi, pszeudovélet-
len szamokat el64llité algoritmus [2, 8]

A pszeudovéletlen szamoknak alapvetden hdrom kozos jellemzd;jiik van:

— kezdeti érték —egy adott kezdeti értékre a szamgenerdtor ugyanazt a szamsort adja vissza;

— periddus —a sorozat egy 1d6 utdn ismétlédik, ezt a szdmot nevezziik periédusnak, aminek
joval nagyobbnak kell lennie, mint amilyen hosszi sorozatot akarunk generélni, kiilonben
el6fordulnak majd ismétl6dé elemek ;

— intervallum —ez dltalaban (0,1), (0, 1], [0, 1) vagy [0,1]

Leggyakrabban egy 4-byte-os szamként reprezentaljdk a periddust, 232 ~ 410, igy eldallithat6
ugyanennyi véletlen szdm is [2].
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4.1. Linearis kongruencia- és Mersenne Twister generatorok

A linedris kongruenciagenerdtor azon legegyszer(ibb szamgeneratorok kozé tartozik, amelyek
segitségével pszeudovéletlen szamokat hozhatunk létre. [9, 2] Egy N hosszisagu sorozat ké-
szitéséhez 4 paraméterre van sziikkség: m > N, A, a,b. Az algoritmus a kovetkez6képpen néz
ki:

y1=A (mod m) 0<y <m,
Ynt1 = A Yn (mOd m) 0 < Ynt1 < m,
n=1,2..N—1

Tovébba legyen i = 1,2,...N esetén x; = ¥, a bizonyitottan pszeudovéletlen sorozatnak te-
kinthet6 a [0, 1) intervallumon. [9]

A Mersenne Twister szdmgenerator a periddusardl kapta a nevét, ami egy Mersenne-prim
(219937 — 1) [2]. Ez a leggyakrabban hasznélt véletlen szamgenerétor, mivel jelenleg beépitett
fliggvényként haszndlja a legtobb program. A generdtor periddusa egy koriilbeliill 6000 szdm-
jegybdl all6 szam, ami azt jelenti, hogy ha masodpercenként generdlunk egymillidrd szamot,
akkor 5985 évig tart, mire a szamsor Ujrakezdédik [2, 9].

4.2. Neumann-féle elutasitasi modszerrel

A véletlen szamok barmilyen, nem egyenletes eloszlds esetén szinte mindig 0 és 1 kozotti
egyenletes eloszldsu véletlen szamokbodl indulnak ki. Két megkozelitése van a nem egységes
eloszlasu véletlen szamok generédldsanak: az analitikus és a Neumann-féle elutasitdsi modszer.

A Neumann-féle elutasitasi mddszer egy tisztdn numerikus megkozelitése a véletlen szamok
1étrehozdsanak, és barmely véges intervallumon értelmezett véges értéki fiiggvényre miikodik,
fliggetleniil attdl, hogy a fiiggvény invertdlhat6 vagy integralhaté [2, 4].

Legyen f(x) fiiggvény definidlva egy véges [a, b] intervallumon, Vx € [a, b]. Tovdbba le-
gyen M egy olyan valds szdm, hogy M > f(x), minden z-re az adott intervallumon.

i (x2 yz) y =1t

miss

4.1. abra. Elutasitasi modszer
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Az algoritmus a kovetkezd:

1. generéljunk egyenletes eloszldsd x szdmot az [a, b] intervallumon;
2. generéljunk egyenletes eloszlasu y szamot a [0, M| intervallumon;
3. hay > f(z), akkor ez nem taldlt, a visszatérési érték hamis,

4. ellenkez{ esetben ez egy taldlat, a visszatérési érték pedig x.

Az igy kapott x véletlen szdmok az f(x) szerint oszlanak el, az y viszont csak az ellenSrzés
szempontjabol 1ényeges, igy nem kapjuk meg visszatérési értékként [2].

Ez a mddszer elég egyszerilinek és konnylinek tlinik, azonban a héttérben felesleges mun-
kat is végziink, mivel az elutasitott értékeket hidba generdltuk. Annak a valdszinlisége, hogy a
generdlt szdm talalt:

. ff f(x)dx 1

T Mb—-a) Mb-a)
Egyes fliggvények esetén, mint példaul ha az nagyon csucsos, ez a mddszer nem épp a legal-
kalmasabb, mivel konnyen lehet, hogy a taldlatok szdma igen kicsi lesz.

4.3. Pszeudovéletlen pontok és Halton-pontok

A peszeudovéletlen szamok esetén gyakran alakulhatnak ki csomdsoddsi pontok a generdlds
sordn. Halton-pontok alkalmazasdval egy egyenletesen elosztott ponthalmazt kaphatunk egy
adott tartomanyon beliil. A Halton-pontok a van der Corput-sorozatokon alapulnak. [9, 2]
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4.2. dbra. Pszeudovéletlen pontok
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4.3. dbra. Halton-pontok

Az dbrdkon j6l megfigyelhet6 a pszeudovéletlen és a Halton pontok kozotti kiilonbség. Lat-
hat6, hogy az utébbi egyenletesebb eloszldsu pontokat adott, igy szdmitdsok sordn is jol alkal-
mazhatd.
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S. fejezet

Integralas numerikus és Monte-Carlo
modszerekkel a gyakorlatban

5.1. A trapéz szabaly alkalmazasa egyvaltozos hatarozott in-
tegralok kozelitésére

Az el6z06 fejezetekben mar targyaltuk, hogy hogyan miikodik a trapéz szabdly : két pontra illesz-
tett szakaszok alatti trapézok teriiletének Osszegével ad becslést a hatdrozott integrél értékére.
A tovédbbiakban egy példan keresztiil mutatom be a folyamatot abban az esetben, ha az interval-
lumot egyenld hossziisagu részintervallumokra bontjuk.

Legyen adott az f(z) = —a® + 2% + 0.5, integraljuk a [0; 1] intervallumon.

A fliggvény abrazolasa
056 /—\
0.5

— —x>+x%2+0.5

T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

5.1. dbra. Az f(z) = —2® + 2* 4+ 0.5 a [0; 1] intervallumon

Az [ fliggvényt szimbolikusan is tudjuk integrdlni, é€s alkalmazhatjuk a Newton-Leibniz
formulat:

1 1 1 1 1
/f(x)dx:/ (—$3—|—x2—|—0.5)dx:/ (—xS)dx+/ xzdx—i—/ 0.5dx
0 0 0 0 0
1

1

1 1 ! 1 23 .
=— [ (@dx+ | 2’dx+ [ 05dr=—|=—| + |=| +][0.57]
0 0 0 4 0 3 0 0

1 04 1% 03 1 1
SR - 5-1—-05-0)=—=+ .
<4 4>+(3 3>+(05 0.5-0) 4+3+05

~ 0.583333
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Az (5.2)-es dbran jol megfigyelhetd, hogy minél tobb részintervallumra bontjuk az interval-

7 2

lumot, a kozelitd érték anndl inkdbb konvergél a pontos értékhez.

Trapéz modszer bemutatasa
n= n=
Pontos: 0.583333, Kozelit: 0.500000 Pontos: 0.583333, Kozelité: 0.562500
0.6 0.6 1 /Q
0.5 1 0.5
044 | 0.4 4
= | =
= 034 | = 0.3 A
024 0.2
014 | 0.1
004 ! 0.0 4
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X X
n=10 n=20
Pontos: 0.583333, Kozelité: 0.582500 Pontos: 0.583333, Kozelité: 0.583125
— — ™
0.6 - —_r ™S 0.6 1 T Ry
T \ 11 N
054 —T 054 —T] ™
044 | 0.4 -
= [ =
£ 034 | = 0.3
024 | 0.2
014 | 0.1 A
oo bt L L1 L I I o4 LAbobob L
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X X

5.2. dbra. Az f(x) = —2® + 2 + 0.5 fiiggvény hatdrozott integral értékének [0; 1]
intervallumon val6 kozelitése a trapéz mddszerrel, n - a részintervallumok szama

Bemutatds és értelmezés szempontjabdl, ha az intervallumot nem osszuk fel részintervallu-
mokra, akkor a trapéz szabdly elég egyszert, és rendkiviil pontatlan. Ebben az esetben a koze-
lités a kovetkez6:

1 1=0.5
=5 1=0

(0.5 +0.5)

! 1-0 1
| e~ 252 0+ 1) = 5

A két pontot itt Osszekotve egy téglalapot kaptunk, és az integral értékének kozelitésére ennek
a téglalapnak a teriiletét kaptuk. Nézziik meg abban az esetben, ha a [0; 1] intervallumot két
részintervallumra bontjuk. Ebben az esetben két trapéz teriiletének Osszegével ad becslést, a
hdrom osztépont pedig o = 0, x; = 0.5, x9 = 1. Az intervallumok hossza h = % =
= 0.5.

| sarte ~ 52 10+ 103) + 5 (03) + 1(1)

22 (F0) + £(0.5) + £(05) + (1)
= 0.25 (f(0) + 2£(0.5) + £(1))

=0.25 (0.5 +2- g + ().5) = 0.5625
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A kozelités ebben az esetben is csak egy tizedesjegy pontossdggal adott becslést, azonban az
(5.2)-es 4bran jol megfigyelhetd, hogy az intervallum felbontdsdnak finomitdsaval pontosabb
eredményt kapunk. A példa alapjan azt is megfigyelhetjiik, hogy a kozelité osszegben a széls6
pontokat 1-es, mig a belsd pontokat 2-es sullyal veszi.

5.2. A Simpson-modszer alkalmazasa egyvaltozos hatarozott
integralok kozelitésére

A masodik fejezetben mar sz6 esett részletesebben a Simpson-modszerrdl, amely masod- vagy
harmadfoku polinomokkal kozeliti a hatarozott integral értékét. Vizsgaljuk meg a médszer ma-

e

kodését az el6z6 példa alapjan, abban az esetben, ha az intervallumot egyenld hossztisagu rész-
intervallumokra bontjuk. Legyen:

1
f(z) = =2 + 2* + 0.5, / f(z)dr =~ 0.583333
0

Simpson-mdédszer bemutatasa

n=2 n=4
Kozelits érték: 0.583333 | Pontos érték: 0.583333 Kozelité érték: 0.583333 | Pontos érték: 0.583333
06 1 /_\ 0.6 1 —/\
0.5 - 0.5
0.4 - 0.4
= =
= 0.3 = 0.3
0.2 A 0.2
0.1 1 0.1
0.0 - 0.0
0.0 02 0.4 06 058 10 0.0 02 04 06 08 10
X X
n==8 n=10
Kozelitd érték: 0.583333 | Pontos érték: 0.583333 Kozelit6 érték: 0.583333 | Pontos érték: 0.583333
— r
0.6 4 _/ \ 0.6 /\
05 4 0.5 1 }
0.4 1 0.4 |
= =
= 0.3 1 = 0.3
0.2 A 0.2
0.1 A 0.1
0.0 A 0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0 0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0
X X

5.3.dbra. Az f(x) = —x3 + 2 + 0.5 fiiggvény hatdrozott integrél értékének [0; 1]
intervallumon val6 kozelitése a Simpson-modszerrel, n - a részintervallumok szdma

Mivel mésodfoki polinom illesztéséhez 3 pontra van sziikség, ezért a Simpson-mddszer al-
kalmazdsahoz minden esetben paros szamu felosztast kell megadni! Vizsgaljuk meg a modszert
n = 2 esetén, és alkalmazzuk az dltaldnos képletet 3 pontra, ahol h = (1 — 0)/2 = 0.5:

/1 flx)de ~ % (£(0) +4£(0,5) + f(1)) = % (0.5+4-0.625 + 0.5) ~ 0.583333
0
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Ebben az esetben mar n = 2 esetén is pontos értéket kaptunk, ami nem meglepd, mivel az f
fiiggvény is egy hatvanyfiiggvény, és a kozelits figgvény is az. Igy az (5.3)-as dbra azt szem-
1€élteti, hogy a felbontdsok finomitdsdval a pontokra illesztett fiiggvények hogyan simulnak az
eredeti fiiggvényhez. Az éltalanos képlet megértése érdekében alkalmazzuk n = 4 esetén is.
Az értéke nem fog valtozni, de az algoritmus j6l szemléltethetd. Az osztopontok a kdvetkezdk :
rg=0, x1=025 29=0523=075 x4=1,h=(1-0)/4=0.25.

/O o)z ~ % (F(0) + 4£(0.25) + £(0.5) + F(0.5) + 4£(0.75) + £(1))
0.25

= =5~ (f(0) +4(£(025) + F(0.75)) +2f(0.5) + f(1))

0.25
=~ (0.5 +4(0.546875 + 0.640625) + 2 - 0,625 +0.5)

~ 0.583333

Itt tulajdonképpen el6szor az xg, x1 és zo osztépontok haszndlatdval illeszt gorbét, majd az
X9, T3, T4 0sztopontokkal, ezt kovetéen pedig 6sszeadja a kapott eredményeket.

5.3. A Monte-Carlo médszerek alkalmazasa egyvaltozos hata-
rozott integralok kozelitésére

A Monte-Carlo mddszerek koziil az elutasitdsi modszert és a mintavételezést fogom bemutatni.
Az elutasitasi modszer lényege, hogy azon a teriileten (térfogaton) mely magaba foglalja az in-
tegraland¢ fliggvényt, véletlenszerlien pontokat vesziink fel rajta, és megszamoljuk, hogy hany
pont taldlta el a keresett teriiletet, és hany nem. Ez kovetSen a taldlatok szdménak és az 0sszes
pontnak az ardnyat megszorozzuk a teriilet értékével, amelyen a véletlen pontokat felvettiik.

Példaként vegyiik a mar el6z8ekben is haszndlt f = —a3 + 22 + 0.5 fiiggvényt, és a [0, 1]
intervallumon adjunk becslést rd. A pontok generdldsdhoz és az érték kozelitéséhez egy Python
programot fogunk haszndlni. A fiiggvényt tartalmazza egy [0, 1] x [0, 1]-es négyzet, melynek
teriilete 1.

n=100, talélat: 56

Pontos érték: 0.583333 Kozelitd érték: 0.560000 Pontos érték. ) eaosytaldlat 382 0582000

1.0 1.0

0.8 - 084 ot

0.6 064

é . ° g PR

0.4 1 P T : 0.4 - o

0.2 s 0.2 1

004 Tt - 0.0 47

00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
X X
5.4. abra. Monte-Carlo elutasitasi modszer 5.5. abra. Monte-Carlo elutasitasi modszer
100 ponttal 1000 ponttal

Ha a teriiletet 100 ponttal szorjuk be, mely koziil 56 pont esik a fiiggvény ald, tehat eltalalta
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a keresett teriiletet, akkor a kozelitd érték a kovetkezd:

/f .1 = 0.56.

Ha ugyanezt a teriiletet beszorjuk 1000 ponttal, melybdl 582 esik a keresett tartomédnyba, akkor

= (0.582.
/ f 100

Ezt szemlélteti az (5.4) és (5.5)-s dbra. J6l lathatd, hogy a fiiggvényt egy kisebb tartomdnyban is
el lehet helyezni. Ehhez megkereshetjiik a fiiggvény v,,,,, maximumat, a teriilet pedig, melyen
a pontokat generdljuk [0, 1] X [0, Ymaz]- Az (5.6)-0s dbra ezt az esetet szemlélteti.

n=100, taldlat: 96 n=500, talalat: 451
Pontos érték: 0.583333 Kozelité érték: 0.622222 Pontos érték: 0.583333 Kozelitd érték: 0.584630
0.6 1
0.5 1
0.4 1
=
= 0.3
0.2 1
014 .
0.0 1 +
t t T T t T t t t t T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X X
n=1000, talalat: 901 n=5000, talalat: 4499
Pontos érték: 0.583333 Kozelitd érték: 0.583981 Pontos érték: 0.583333 Kozelitd érték: 0.583204

f(x)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0. 0.4 0.5 0.8 1.0

5.6. dbra. Az f(x) = —x3 + 2 + 0.5 fiiggvény hatdrozott integral értékének [0; 1]
intervallumon val6 kozelitése a Monte-Carlo elutasitasi mdédszerrel, n - a generalt véletlen
pontok szama

A program segitségével megkeressiik a fliggvény maximumat: y,,,,, ~ 0.648148. Ebben az
esetben a teriilet (1 — 0) - (0.648148 — 0) = 0.648148. Ha n az dsszes generalt pont, n, pedig a

30



talalatok szama:

/ f(z 100 -0.648148 ~ 0.622222, n =100, n; =96

451
/ f(x) % 0.648148 ~ 0.584630, n =500, n; =451

1
901
/ f(x) =~ ~ 1000 0.648148 ~ 0.583981, n = 1000, n, =901

Lo 4499
f(z) -0.648148 ~ 0.583204, n = 5000, 7, = 4499
0 ~ 5000

A mintavételezés modszer alkalmazdsahoz elegendd csak az x intervallumén véletlenszer(
szamokat generdlni. A f fiiggvényt kiértékeljiikk ezekben a pontokban, dtlagot szamolunk beld-
liikk, a kapott dtlagot beszorozzuk az intervallum hosszaval, melyen a szdmokat generaltuk. Ez
esetben az intervallum hossza 1 — 0 = 1, igy a kapott ért€k egyben az atlag értékével egyezik
meg

n=100 n=500
Pontos érték: 0.583333 Kozeltd érték: 0.585539 Pontos érték: 0.583333 Kozeltd érték: 0.583394

O.IO 0.‘2 0.‘4 0.‘6 0.‘5 1{0 0.‘0 0.‘2 ().‘4 0.‘6 0.‘5 1.‘0
5.7.dbra. Az f(x) = —x® 4+ 2 + 0.5 fiiggvény hatdrozott integrél értékének [0; 1]
intervallumon val6 kozelitése a Monte-Carlo mintavételezés modszerrel, n - a generalt véletlen
szamok darabszdma

Az (5.7)-es dbréan lathato, hogy mar 500 pont esetén kozelebbi tudott adni, mint az elutasi-
tdsi moédszer 5000 pont esetén. Fontos azonban megjegyezni, hogy tul kevés vagy til sok pont
generdldsa torzithatja is az eredményt, igy nem vezet pontosabb kozelitéshez.

5.4. A Monte-Carlo méddszer alkalmazasa Halton-pontokkal

Korabbi fejezetekben mar emlitettiik, hogy mivel a Monte-Carlo médszer alapja a véletlensze-
riiség, igy az eredményt befolydsolja az, hogy a generdlt pontokat milyen mdédszerrel allitjuk
el6. Az el6z6 példaban a pontok generdldsidhoz a Python beépitett és alapesetben haszndlt Mer-
senne Twister generdtort hasznédltuk pszeudovéletlen pontok eldallitdsara. Most nézziik meg,
milyen eredményt adnak a Monte-Carlo médszerek Halton-pontokkal. Ehhez vizsgaljuk a mér
el6zdekben hasznalt fiiggvényt.

Az (5.8)-as és (5.9)-es dbrdkon lathat6 eredményekbdl az latszik, hogy az elutasitdsi méd-
szer ezzel nem lett pontosabb, azonban a mintavételezési mddszer majdnem pontos eredményt
adott.
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n=100, talalat: 91
Pontos érték: 0.583333 Kdzelité érték: 0.589815

n=500, talalat: 453
Pontos érték: 0.583333 Kozelit6 érték: 0.587222

n=1000, talalat: 902
Pontos érték: 0.583333 Kozelitd érték: 0.584630

n=5000, taldlat: 4508
Pontos érték: 0.583333 Kézelit6 érték: 0.584370

S PP S P
oo | LR ,__ oo "Zr.-jt
R N TS
%213 ‘3&%&%‘ RO e
~ & o'y i
041 {ﬁg_ /
=037 7 )
_é( &
02 _
011 %‘
004 * FAv
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

5.8.dbra. Az [ f(z) = —2® + 2 + 0.5 integrl értékének kozelitése a Monte-Carlo
elutasitasi médszerrel, Halton-pontokon, n - a generélt véletlen pontok szdma

fix)

fix)

n=100
Pontos érték: 0.583333 Kbzelité érték: 0.583199

n=500
Pontos érték: 0.583333 Kézelité érték: 0.583340

0.4 1 0.4 1
=
0.3 1 0.3
0.2 0.2 1
0.1 0.1 1
0.0 A 0.0
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X X

n=1000
Pontos érték: 0.583333 Kézelité érték: 0.583336

n=5000
Pontos érték: 0.583333 Kézelité érték: 0.583332

0.4 0.4
=
034 = 034
0.2 4 0.2
014 0.1
0.0 1 0.0
0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X X

5.9. abra. Az fol f(z) = —2® + 22 4 0.5 integrél értékének kozelitése a Monte-Carlo
mintavételezés mddszerrel, Halton-pontokon, n - a generalt véletlen pontok szdma
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5.5. A numerikus és Monte-Carlo modszerek osszehasonlitasa
kiillonb6z6 egyvaltozos hatarozott integrélok kozelitésére

Ebben a fejezetben 6sszehasonlitjuk a numerikus és Monte-Carlo médszereket két példan ke-
resztiil.

5.1. példa Eloszor figyeljiik meg a mdodszerek miikodését a (2.1)-es példaban mar l4tott
fol e dx integrdl segitségével. A példaban megkaptuk, hogy fol e dx ~ 0.746824.

A flggvény abrazolasa

1.0

—_—

0.8

0.6 1

f(x)

0.4

0.2 4

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

5.10. dbra. A e~ fiiggvény a [0; 1] intervallumon

Az 5.1-es tablazat a trapéz szabdly és Simpson-moddszer alkalmazdsa altal kapott eredmé-
nyeket mutatja be. Lathatd, hogy a trapéz szabdly elég lassan konvergal, és 100 részintervallum
esetén is csak 10~%-en pontossdggal adott kizelitést. A Simpson-médszer sokkal gyorsabban
konvergalt, mar 20 részintervallumra valé osztdskor 10~%-on pontossagi kozelitést adott.

n | Pontos érték | Kozelitd érték trapéz szaballyal | Kozelitd érték Simpson-mddszerrel
2 0.746824 0.731370 0,747180

10 0.746824 0.746211 0,746825

20 0.746824 0.746671 0,746824

50 0.746824 0.746800 -

100 | 0.746824 0.746818 -

5.1. tablazat. Az trapéz szabaly és Simpson-moddszer Osszehasonlitidsa

Kdzelité: 0.746211, n = 10 Kozelito érték: 0.746825, n = 10
104 1.0
\\
™S~
0.8 4 \ 0.8
0.6 4 0.6 4
= =
" 04 041
0.2 4 | 0.2 1
0.0 | ‘ 0.0 4
0.‘0 0.‘2 0.‘4 0.‘6 OjB 1.‘0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X X
5.11. abra. A trapéz szabaly alkalmazasa 5.12. abra. A Simpson-mddszer alkalmazasa
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Alkalmazzuk a Monte-Carlo médszereket kiilonb6z6 pontgeneralési eljardsokkal. A teriilet,
mely magdaba foglalja az integrdlandé fiiggvényt egy [0; 1] x [0; 1] négyzet, melynek teriilete
In.e.. Az 5.2-es tablazat az elutasitdsi modszer alkalmazasival kapott eredményeket foglalja
Ossze kiillonboz6 modszerekkel generdlt pontok esetén, ahol n az 6sszes generdlt pont, n; pedig
a talalatok szama:

. .. | Pszeudovéletlen pontok Halton-pontok

n Pontos érték TR ——
ny kozelités o kozelités
500 0.746824 357 0,714000 376  0,752000
1000 0.746824 743 0,743000 751 0,751000
5000 0.746824 3724 0,744800 3738  0,747600
10000 0.746824 7474 0,747400 7467  0,746700
20000 0.746824 | 14917 0,745850 14932 0,746600
100000 | 0.746824 | 74687 0,746870 74676  0,746760
200000 | 0.746824 - - 149366 0,746830

5.2. tablazat. Elutasitasi modszer eredményei pszeudovéletlen és Halton pontokkal

Az eredményekben lathatd, hogy a pontok novelésével egyre kozelebbi eredményt kaptunk,
azonban pszeudovéletlen pontok esetén 100000 pont beszérdsdval is 10~4 pontossagud kozelitést
adott. Halton-pontokkal ugyanazt a pontossdgot csak 200000 pont beszérdsaval értiik el, igy
lassabban konvergdl a pontos értékhez.

Most nézziik meg, milyen eredményeket ad a mintavételezés a pszeudovéletlen szamok és
Halton-pontok esetén kiilonbozd n-re:

Pontos érték | Kozelitd érték n
1000 0.746824 0,748191
5000 0.746824 0,747188
10000 0.746824 0,746863
20000 0.746824 0,746796

5.3. tdblazat. Mintavételezés Monte-Carlo mddszer pszeudovéletlen szdmokkal

Ez a kisérlet érdekes eredményeket adott, mivel a mddszer mar 10000 pont beszdrdsdval
10~ pontosséaggal adott becslést. 10000-nél tobb pont beszorasaval bar lassult a konvergencia,
mégis elmondhatd, hogy egyre pontosabb volt. Ugyanezt a mdédszert Halton-pontokra alkal-
mazva azt latjuk, hogy bar lassan konvergal, mégis jol megfigyelhetd, hogy a generdlt szamok
novelésével a pontossdg is novekszik:

n Pontos érték | Kozelitd érték
1000 0.746824 0.747602
5000 0.746824 0.747039

10000 0.746824 0.746932
20000 0.746824 0.746878
50000 0.746824 0.746851
100000 | 0.746824 0.746837
200000 | 0.746824 0.746831
300000 | 0.746824 0.746829

5.4. tablazat. Halton-pontokra alkalmazott mintavételezéses Monte-Carlo kozelitések
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Kozelité érték: 0.749600,
n=10000, talalat: 7496

fix)

Kozelité érték: 0.746559, n=500

fix)

0.2 1

0.0 4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

fix)

fix)

Kozelité érték Halton pontokkal: 0.746700,
n=10000, talalat: 7467

Kozelité érték Halton pontokkal: 0.748387, n=500

1.0

0.8 A

0.6 -

0.4 1

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

5.13. abra. A Monte-Carlo moddszerek alkalmazasa

5.2. példa Figyeljiik meg a mddszerek miikodését egy masik példdn. Adjunk becslést a
kovetkezd hatdrozott integral értékére:

[ |

5

1

51+

dx

1.0 A

0.8

0.6

fix)

0.4 4

0.2 A

0.0 : ]
-4 -2

5.14. abra. Az f fiiggvény abrazoldsa
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Mivel ez egy tdblazati integrdl, tudjuk integrdlni, és alkalmazhatjuk a Newton-Leibniz for-
mulét:

5
1
/ n sdr = [arctg(x)]” 5 = arctg(5) — arctg(—5) = 2artcg(5) ~ 2.746802
_5 T

Alkalmazzuk a trapéz szabalyt és a Simpson-moédszert az integrdl kozelitésére. A kapott
eredményeket a 5.5.-0s tabldzat tartalmazza. A tdblazatban l4that6, hogy a Simpson-mdédszer
gyorsabban kozelit a pontos értékhez, és ad pontos kozelitést, mig a trapéz szabdly 100 részin-
tervallumra val6 osztds esetén is tavolabb all a pontos kozelitéstol.

n | Pontos érték | Kozelitd érték trapéz szaballyal | Kozelit6 érték Simpson-mddszerrel
2 2.746802 5.192308 6.794872

10 2.746802 2.756109 2.849170

20 2.746802 2.746208 2.742098

30 2.746802 2.746528 2.746799

40 2.746802 2.746648 2.746802

50 2.746802 2.746703 -

100 | 2.746802 2.7467717 -

5.5. tablazat. Trapézszabaly és Simpson-médszer 6sszehasonlitdsa a f_55 1/(1+ x*)dx
hatdrozott integrél kozelitésére

Kdzelité: 2.756109, n = 10 Kozelits érték: 2.849170, n = 10

1.0 1 1.0

0.8 - 0.8 -

0.6 0.6
x =
= =

0.4 4 0.4 ‘ ‘

0.2 4 0.2 ‘ ‘

0.0 4 0.0 A

T T T T T
-4 -2 0 2 4 -4 -2 2 4
X X

5.15. abra. A trapéz szabdly alkalmazasa  5.16. dbra. A Simpson-moédszer alkalmazdsa

Alkalmazzum az elutasitdsi Monte-Carlo médszert pszeudovéletlen és Halton pontokra. A
négyszog, amit most beszérunk pontokkal a [—5; 5] x [0; 1], mivel a [—5; 5] intervallumon ér-
telmezziik a fiiggvényt, €s a legmagasabb érték, amit felvesz, az az 1. A teriilet nagysaga igy
(5—=(=5))- (1 —0) = 10n.e.. Az eredményekbdl azt tudjuk kovetkeztetésként levonni, hogy a
pszeudovéletlen pontokra alkalmazott elutasitasi néhol bar jobbnak bizonyul, mintha a Halton-
pontokra alkalmaznank, 6sszességében a Halton-pontokkal kézelebbi becslést kapunk.
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. ... | Pszeudovéletlen pontok Halton-pontok

n Pontos érték TS PP 2
g kozelités g kozelités
1000 2.746802 275 2.750000 276  2.760000
5000 2.746802 1373 2.746000 1372 2.744000
10000 2.746802 2745 2.745000 2755  2.755000
50000 2.746802 13737 2.746600 13738  2.747000
100000 2.746802 27471 2.747100 27481  2.748100
500000 2.746802 | 137335 2.746700 137335 2.746700
1000000 | 2.746802 | 274667 2.746670 274667 2.746700
2000000 | 2.746802 | 549370 2.746850 549362 2.746810

5.6. tablazat. Elutasitdsi médszer eredményei pszeudovéletlen és Halton-pontokkal

Alkalmazzuk a mintavételezési modszert a kozelitéshez szintén pszeudovéletlen és Halton-

pontokkal.

5.7. tdblazat. Mintavéletez€ési mdodszer alkalmazasa pszeudovéletlen é€s Halton-pontokkal

Pszeudovéletlen pontokra alkalmazva a modszert 1 000 000 szdm generdldsaval kaptuk a
legkozelebbi becslést, azonban Halton-pontokat alkalmazva mar 50 000-nél pontos becslést

kapunk.

Pontos érték

Pszeudovéletlen szamok

Halton-pontok

n
1000 2.746802 2.746779 2.746825
5000 2.746802 2.752086 2.746860
10000 2.746802 2.748308 2.746801

50000 2.746802 2.746353 2.746802
100000 2.746802 2.745194 -
500000 2.746802 2.746980 -

1000000 | 2.746802 2.746809 -
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Kozelitd érték: 2.700000, Kozelitd érték Halton pontokkal: 2.760000,
n=1000, taldlat: 270 n=1000, talalat: 276

f(x)
f(x)

x O

Kozelitd érték: 2.712113, n=1000 Kozelité érték Halton pontokkal: 2.746825, n=1000

fix)
fix)

5.17. abra. A Monte-Carlo moédszerek alkalmazasa

5.6. A trapéz szabaly alkalmazasa kettos integralok becslésére

A maésodik fejezetben mar beszéltiink arrdl, hogy hogyan lehet alkalmazni a trapéz szabdlyt
kettds integralok esetén. Abban kiilonbozik az egyvaltozds integralkozelitéstdl, hogy a trapéz
szabdlyt kétszer alkalmazzuk egymds utdn, el6szor az egyik, azt kovetden pedig a masik valtozo
szerint.

Beszéltiink a kozelitd 0sszeg stlyozdsardl is. A sarkon 1év6 pontok csak egy-egy hasdb tér-
fogatdnak meghatdrozasaban jatszanak szerepet, igy a kozelité 6sszegben is csak egyes szorzé-
val szerepelnek. A szélen 1év6, de nem sarok kovek hasonlé okbdl kettes, a belsé pontok pedig
négyes szorzoval 1ép fel. Mint azt mar kordbban emlitettiik, a két intervallumot, melyeken a
fliggvényt értelmezziik, kiillonbdz6 szamu részintervallumokra is felbonthatjuk. Mivel egymads
utdn alkalmazzuk egyszer az egyik intervallumra, azt kovetve pedig a mésikra, az osszeget egy
hk /2 torttel kell megszorozni, ahol h és k a részintervallumok hossza.

38



@ Sarok(l)
@ Sarok(1) @ Szélén (2)
@ Szélén (2) @ Belss (4)
@ Belsé (4)

1

5.18. abra. Pontok sulya trapéz modszer 5.19. abra. Pontok sulya trapéz modszer
alkalmazasakor 2x2-es felosztas esetén alkalmazasakor 3x2-es felosztas esetén

Vegyiik példdnak az f = z? + y fiiggvényt a [0; 1] x [0; 1] tartomédnyon. Ezt a fiiggvényt
analitikusan is konnyen integréalhatjuk :
1

1 1 1 1 1 y2
//f(x,y)dycm:/ /(x2+y)dyda::/ {w2y+—] dx
o Jo o Jo 0 2 o
3

! 1 2 170 1 1 5
= 2 — d = _ — = — — = — X U.
/o (:L’ + 2) x {3 + 237]0 3 + 576 0.833333

A trapéz szabdlyt alkalmazva adjunk becslést az integral értékére. El6szor osszuk fel az x
és y értelmezési tartomanyait két-két részre, igy az osztépontok mindkét esetben a 0, 0.5 és 1
szamok, a részintervallumok hossza h = 0.5. El6szor alkalmazzuk a bels6 integrélra a trapéz
szabdlyt, tigy tekintve a fliggvényre, mint egy egyvaltozos fliggvényre, ahol y a valtozd, x pedig
konstans. Két pontra a trapéz szabdly :

| ey~ 52 (7.0 + 2£(2,05) + £ 1)

Most az fol f(z, y)dy helyére pétoljuk az imént kapott kifejezést:

/Ol/olf(x,wdydx ~ /01 {% (F(,0) + 2f(x,0.5) +f<x,1))] i

_ 05 (/01 (F(z,0) + 2f(x,0.5) + f(z,1)) dx)

_ 0_25 (/01 Fz,0)de + 2/01 F(2,0.5)dx + /01 f(x, 1)dx)

Most alkalmazzuk djra a trapéz szabdlyt a hdrom x véltozé szerinti integralra:
1
0.5
| a0y~ 5 (70,0 +2(05,0) + £(1.0)
0
! 0.5
/ f(z,0.5)dx ~ -5 (f(0,0.5) +2£(0.5,0.5) + f(1,0.5))
0

/0 Fo Ve ~ % (F(0,1) + 2£(0.5,1) + £(1,1))
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Ezeket visszahelyettesitve:

05 1 1 1
- (/0 f(x,())dx+2/0 f(x,0.5)dx+/0 f(x,l)dx) R~
0.5

% (7 (f(0,0) +2£(0.5,0) + £(1,0)) +2- % (f(0,0.5) +2£(0.5,0.5) + f(1,0.5)) +

£22(7(0,1) +2£(05,1) + £, 1))) -5 (f(o, 0)+27(0.5,0)+ /(1,0)

+2£(0,0.5) + 4£(0.5,0.5) + 2f(1,0.5) + £(0,1) + 2£(0.5,1) + f(1, 1)>

~ 0.875

A mddszer hasonl6képp miikddik nagyobb felosztds esetén is, vagy abban az esetben, ha a két
valtoz6 tartoményat kiillonb6zd szdmdu részintervallumokra bontjuk. Bontsuk az x valtoz6 értel-
mezé€si tartomanyat 3, az y valtozo értelmezési tartomanyat 2 részintervallumra. A részinterval-
lumok hossza h = 1/3 és k = 0.5, az osztépontok pedig 0, 1/3, 2/3, 1és0, 0.5, 1.
Irjuk fel a trapéz szabalyt el8szor y szerint. Ez ugyanaz lesz, mint az el6z6 esetben.

| ey = 52 (7.0 + 27(2,05) + f(2.1)

A levezetés az el6z6hoz hasonlo.
1 1 1 05
| [ swantvte = [ {5 (0.0 4 250,05) + s 1) o
o Jo 0

05 1 1 1
=5 (/ f(z,0)dx + 2/ f(z,0.5)dx +/ f(z, l)da:)
0 0 0
Alkalmazzuk a trapéz szabélyt az x valtozo szerint:
! 3 1 2
[ reoe = 3 (100421 (3.0) +27 (3.0) + r0,0)
0

/01 f(x,0.5)dz ~ (f(o, 0.5) + 2f (é 0.5) +2f (g 0.5) +£(L. 05))

/Olf(:c,l)d:c ~ % <f(0,1) +2f (% 1) +2f (g 1) + f(171))

Ha az integrélok helyeire a kapott kifejezéseket visszahelyettesitjiik, és felbontjuk a zardjeleket,
megfigyelhetjiik, hogy melyik pontokat milyen sulyokkal szamitja be.

02;5 (/01 f(w, 0)dx + 2/01 F(,0.5)dx + /01 f(a, 1)dx> ~

Q

[\D|0:>|»—\
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(3 s (30) o (30) 00

+2-1(f(005)+2f( 05)+2f( 05) f105>

(f(O 1)+2f(— 1)+2f(— 1)+f )

1
+5
%( (0,0) 4 £(0,1) + F(1,0) + F(1,1) +2f(0,05)+

(=}

0
2
1

2f(3,) (3 )+2f(1 )+2f(§,1)+2f(1,0.5)
1 2

Az 5.20-as és 5.21-es dbran lathatd, hogy kiillonboz6 felbontdsok esetén milyen kozelitést ad a
trapéz szabaly.

Kozelité érték: 0.875000, n = 2 Kozelité érték: 0.835000, n = 10 Kozelité érték: 0.833750, n = 20

5.20. dbra. A trapéz szabdly alkalmazdsa egyforma felosztdssal

Kozelits érték: 0.875000,n =2, m =3 Kézelits érték: 0.836735,n =7, m =5 Kozelit6 érték: 0.833910, n =17, m = 18

5.21. dbra. A trapéz szabdly alkalmazdsa kiilonboz6 felosztassal
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5.7. A Simpson-moédszer alkalmazasa Kkettos integralok becs-
lésére

Kettds integralokra a Simpson-mddszert hasonléan alkalmazzuk, mint a trapéz szabalyt. EIG-
szOr az egyik véltozd szerint, azutdn a masik véltozé szerint. A mdsodik fejezetben errdl is
beszéltiink, és megmutattuk, hogy a pontokat milyen sullyal szdmitja be a kozelitd értékbe. A
Simpson-moédszert is lehet alkalmazni agy, hogy a két valtozo értelmezési tartomanyat kiilon-
boz6 szdmi részintervallumokra bontjuk, azonban figyelni kell arra,hogy a médszer csak akkor
miikodik, ha a felosztast paros szdmra végezziik el.

Sarok (1)

Szélén (4)
Belsé (16)
Szélén (2)
Vegyes (8)

® Sarok (1)
@® Szélén (4)
@ Bels6 (16)

L N N ]

2.00
175
1.50
125 %
1.00 X
0.75
0.50
025
0.00

5.22. 4bra. Pontok sulya a Simpson-modszer 5.23. 4bra. Pontok sulya Simpson-modszer
alkalmazasakor 2x2-es felosztas esetén alkalmazasakor 4x2-es felosztas esetén

A Simpson-mddszer alkalmazasihoz vegylik alapul a trapéz szabaly bemutatdsanal is hasz-

nalt példat:
11 1
//f(m,y)dydm://(m2+y)dydxz0.833333
o Jo o Jo

El6szor bontsuk fel mindkét intervallumot két-két részintervallumra. A részintervallumok hossza
h = (1 —0)/2 = 0.5 mindkét esetben, és az osztépontok szintén mindkét esetben a 0,0.5, 1

lesznek. Alkalmazzuk a Simpson-mddszert a belsd integrélra.
! 0.5
Fla.y)dy ~ =2 (£(@,0) +4f(@.0.5) + f(.1)
0
Most pedig a belsd integral helyett alkalmazzuk a kapott kifejezést:

1 1 105
/O/Of(x,y)dydm/o O (2, 0) + 41 (05) + F(w,1)) da
0.5 1 0.5 ! 0.5 1
:?/O f(a;,O)dH?-zl/O f(x,0.5)dx+?/0 f(o, D)da
0.5

? (/Olf(g;,())dx+4/01f(x,().5)d:c+/01f(x,1)dx>
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Az integrélokra alkalmazzuk Gjra a Simpson-mddszert:

/ F(z,0)d %(f(o 0) + 4£(0.5.0) + £(1,0))

/ (. 0.5)dz ~ 035< £(0,05) + 4£(0.5.0.5) + £(1,0.5))

/ Fa 1)d %(f(@ 1)+ 4£(05,1) + £(1,1))

Helyettesitsiik vissza a kapott kifejezéseket:

/ / Flay)dyds ~ 22 (/01f(x,())dx+4/01f(m,O.S)dx+/01f(x,1)dx>
0.5

~ (? (£(0,0) +4£(0.5,0) + £(0.5,0)) + 4 (% (£(0,0.5) + 4£(0.5,0.5) + f(1,0.5))>

+% (£(0,1) +4£(0.5,1) + f(1,1))> 035 035 (f(o 0) +4£(0.5,0) + £(0.5,0)

+4£(0,0.5) + 16£(0.5,0.5) + 4f(1,0.5) + £(0,1) + 4£(0.5,1) + f(l,l)) ~ 0.833333

Mivel egy masodfoku fiiggvényre alkalmaztuk a médszert, igy el is varhat6, hogy gyorsan kon-
vergdljon a pontos értékhez. Most alkalmazzuk 4gy a mddszert, hogy az = értelmezési tartoma-
nydt 4 részintervallumra bontjuk. Legyen & = (1 — 0)/4 = 0.25 a részintervallumok hossza,

az osztopontok pedig 0, 0.25, 0.5, 0.75 és 1. Az y szerinti integral tovdbbra is ugyanaz marad,
viszont az x szerinti integrdlban torténnek valtozasok :

/ (@, 0)d 5 D25 1(0,0) + 4£(0.25,0) + 2(0.5,0) + 4£(0.75,0) + £(1,0))
/1 f(w,0.5)dz ~ % (£(0,0.5) + 4£(0.25,0.5) + 2£(0.5,0.5) + 4(0.75,0.5) + f(1,0.5))

/ Fa D)dz ~ 2 5(f(0 1)+ 4£(0.25,1) + 2(0.5,1) + 4£(0.75,1) + f(1, 1))

A kapott kifejezéseket visszahelyettesitjiik :

1 05 1 1 1
/0 /0 f(z,y)dydx ~ EY (/0 f(z,0)dx + 4/0 f(z,0.5)dx —i—/o f(z, 1)dx)
0.5(0.25
~ ?< = (£(0,0) +4£(0.25,0) + 2f(0.5,0) + 4£(0.75,0) + f(1,0))
4 O‘T (f(0,0.5) + 4£(0.25,0.5) + 2£(0.5,0.5) + 4£(0.75,0.5) + £(1,0.5))

+O 2 (f(0,1) +4f(0.25,1) + 2f(0.5,1) +4£(0.75,1) + f(1, 1)))
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+£(0,1) +4£(0.25,1) + 2£(0.5,1) + 4£(0.75,1) + f(1, 1)) ~ 1.055556

A zaréjelek felbontdsa soran megfigyelhetjiik, hogy melyik pontot milyen sillyal szdmitjuk be,
és miért. Az eredmény sokkal rosszabb, mint a 2 x 2-es felosztds esetén, elég tavol all a valos
értéktdl. Ha az egyik irdnyban kevés pont van, a Simpson-silyozds torzul. Az y irdnyban 3 pont
(2 szakasz) tul kevés, igy nem tudja jol kompenzdlni az x irdnybeli pontosabb felbontast, és
rosszabb eredményt kapunk, mint egy ,,durvabb, de szimmetrikus” felosztdssal.

Kozelitd érték: 0.833333,n=2, m=2 Kozelitd érték: 1.055556,n =4, m = 2 Kozelitd érték: 0.907407,n =8, m =6

5.24. abra. A Simpson-mddszer alkalmazasa kiilonb6z0 felosztassal

5.8. A Monte-Carlo moédszerek alkalmazasa kettos integralok
becslésére

A Monte-Carlo mddszerek kinézetre sokkal baratsdgosabbak tobbdimenzids integrilok esetén,
mint a numerikus moédszerek. A moédszer alkalmazdsa sordn a miiveletek szdma a dimenzi6tél
fiiggetleniil nem valtozik. Elutasitdsi médszer alkalmazdsa sordn a pontokat nem egy sik teriile-
ten, hanem a térben generdljuk. Meghatdrozzuk annak a térbeli tartomédnynak a térfogatat, mely
magaba foglalja az integraland6 fiiggvényt, és azt beszorozzuk a taldlatok és az 0sszes pont
szdmanak aranyaval.

Példénak itt is vegyiik a mar kordbbiakban is hasznalt integralt a médszerek bemutatasdhoz

és kiprébalasihoz.
1 1 1 1
//f(m,y)dydm://(m2+y)dydxz0.833333
o Jo 0 Jo

Az f(x,y) fuggvény értékei a [0; 1] x [0; 1] tartomédnyon legfeljebb 2-ig terjednek, igy a teljes
feliilet a [0; 1] x [0; 1] x [0; 2] téglatestben helyezkedik el. A téglatest térfogata (1 — 0) - (1 —
—0)-(2—=0) = 2k.e.. A téglatestet szérjuk be kiilonboz8 szami pontokkal, és nézziik meg az
eredményt.
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Lot 417
/ / flx,y)dyde ~ 2 - —— = 0.834000, n = 1000, n, =417
o Jo 1000
bt 2083
/ f(z,y)dydr =~ 2 - —— =0.833200, n = 5000, n, = 2083
o Jo 5000

/ 1 / 1 (2, y)dyda ~ 2 - —30 _ ) 533900, 10000 4166
x T2 —— = n = n, —
AR 10000 T

—

Lot 20838
dydr ~ 2 - —— = 0.833520, = 50000 = 20838
/0 i [z, y)dydr ~ =0000 n .y
1

1 41643
dydr ~ 2 - = (0.832 =1 = 4164
/0 / f(z,y)dydr ~ 100000 0.832860, n = 100000, n; 643

! 208339
/ / fle,y)dyde = 2+ Z5oes = 0.833356, n = 500000, n, = 208339

Ezeket az eredményeket pszeudovéletlen pontok alkalmazasdval kaptuk. Most alkalmazzunk
Halton-pontokat.

Lt 417
/ f(z,y)dydx ~ 2 - —— = 0.834000, n = 1000, n, =417
o Jo 1000
bt 2083
/ f(x,y)dydr ~ 2 - —— = 0.833200, n = 5000, n;= 2083
o Jo 5000
4168
Ydydr =2 ——— = =1 =41
/ / f(z,y)dyde ~ 10000 = 0.833600, n 0000, ny 68

20833
Vdyda ~ 2 - 2200 — 0833320, n = 50000, n, = 20833
/0 Ofmyyx 50000 " T

41666
Ydydzr ~ 2 - =0. 2 =1 =41
/ / fz,y)dydr ~ 100000 0.833320, n 00000, mn. 666

208335
/0 /0 f(z,y)dydx £00000 0.833340, n = 500000, n, 08335

Halton-pontokat alkalmazva nagyobb pontszdm esetén pontosabb értéket kapunk, mint pszeu-
dovéletlen pontokkal.

A mintavételezési modszer is hasonléan miikodik, mint egyvaltozos integralok esetén. A
kiilonbség csupédn annyi, hogy most nem csak egy szakaszon, az egyik valtozé értelmezési tar-
tomdnyédn generdlunk szdmokat, hanem az z és y véltozok értelmezési tartomdnyén, tehat a
[0; 1][0; 1] teriileten. A generalt pontokon kiértékeljiik a fiiggvényt, atlagot szamolunk beldlilk,
és beszorozzuk a teriilet nagysdgdval, ami ez esetben (1 — 0) - (1 — 0) = 1. Ebben az esetben a
kapott kozelitések lényegében a szamolt atlag értékével egyezik meg. Egy tabldzatban foglaljuk
0ssze mind a pszeudovéletlen, mind pedig a Helton-pontok alkalmazdsaval kapott eredménye-
ket.
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n Pszeudovéletlen pontok | Halton-pontok
1000 0.831666 0.833334
5000 0.832878 0.833329
10000 0.833599 0.833352

50000 0.833098 0.833331
100000 0.833284 0.833333
500000 0.833419 -

5.8. tdblazat. Mintavéletezési mddszer alkalmazasa kettds integral kozelitésére
pszeudovéletlen és Halton-pontokkal

Elutasitési modszer - Halton-pontokkal: 0.834000,
n = 1000, talalat: 417

Elutasitdsi modszer - pszeudovéletlen pontokkal: 0.828000,
n = 1000, talalat: 414

x 08 10 o_o' x 08 10 0.0
Mintavételezés - pszeudovéletlen pontokkal: 0.833907, Mintavételezés - Halton pontokkal: 0.833973,
n = 1000 n = 1000

f(x, y)
f(x, y)

5.25. dbra. A Monte-Carlo médszerek alkalmazasdnak egy véletlenszer( esete

5.9. A numerikus és Monte-Carlo modszerek osszehasonlitasa
kettos integralok kozelitésére

Az dsszehasonlitds sordn a trapéz szabdly és Simpson-mddszer esetében mindkét valtozo értel-
mezési tartomdanydra megegyez6 felbontdst fogunk alkalmazni.
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5.3. példa El6szor vegyiink példanak egy egyszerlien integrdlhatd, hirtelen csokkend fligg-

vényt:
2 4
/ £alydyc
0 Jo1¥y?

Integraljuk az f fiiggvényt az adott tartomdnyon, és hatdrozzuk meg az értékét.

4 ; 41d {114 {1+1} 39 39z
—y—x —dy=1x|—— =z|l-——-—+—|=2-— = —
01 Y 0.1 Y 01 4 0.1 4 4
2 2 271 2 2
39 39 39 /2 0 39
/ —dydx—/ —mdx—— xrdr = — S R =i = —.2=19.5
o Jo1y? 0 4 2, 4 2 2 4

Ennek a hatdrozott integralnak konnyen és egyszertien meg tudtuk hatarozni az értékét. Most
figyeljiik meg, milyen kozelitést adnak a numerikus és Monte-Carlo médszerek.

El6szor alkalmazzuk a trapéz szabdlyt és a Simpson-mddszert, és nézziikk meg, kiilonbdz6
felosztasokra milyen kozelitést adnak ré.

Pontos érték | n | Trapéz szabaly | Simpson-méodszer
19.500000 10 44.596003 32.447399
19.500000 | 20 28.479712 23.107615
19.500000 | 50 21.345041 19.877731
19.500000 | 100 19.992973 19.542283
19.500000 | 150 19.722418 19.503421
19.500000 | 200 19.625809 19.500141
19.500000 | 250 19.580731 19.500072
19.500000 | 300 19.556144 19.500030
19.500000 | 350 19.541263 19.500015
19.500000 | 400 19.531627 19.500007
19.500000 | 450 19.525445 19.500002
19.500000 | 500 19.520255 19.500001

5.9. tdblazat. A kozelitd értékek Osszehasonlitdsa a Trapéz szabaly és a Simpson-modszer
esetén

A numerikus médszerek nehezen kezelik, ha a fiiggvény értéke hirtelen valtozik, ezért 1at-

hatjuk azt, hogy a mddszerek lassan konvergdlnak a pontos értékhez finomabb felbontés esetén
is. Az 5.26.-os 4bran lathaté is, hogy milyen hirtelen véltozik a fiiggvény értéke.
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5.26. abra. A fiiggvényhez illesztett racspontok a numerikus mddszerek alkalmazésa esetén

(A X))

200

175
150
125
100
75
50
25

10 x 10-es felbontasban

Trapéz szabdly: n = 10

Simpson-maédszer: n = 10

0] el e e o e ¢ o & o ¢ o w0{el e o e o o o o ¢ ¢ o

o o o o o o o o o o @ o @l o8 @16 o8 @l6 48 gl6 48 gl6 g
3.5 4 3.5 4

o o o o o o o o o o @& o2 8 @f of @f o8 e o8 @t oF @
3.0 4 3.0 4

o o o o o o o o o o @ o @l o8 @16 o8 @l6 o8 gl6 o8 gl6 g
251 o2 o o o o o o o o o @ 251 @2 o8 @t o8 @f o8 @t o8 @f o8 @2
- o o o o o o o o o o @ - o) @16 08 @16 o8 @16 48 gl6 48 gl6 g

o o o o o o o' o o o @ o2 8 @f o8 @f o8 @ o8 @t o8 @2
15 15

o o o o o o o o o o @ o' 916 o8 @l6 38 gl6 48 gl6 48 gl6 g4
1.0 1.0

o o o o o o o o o o @ o 8 @! o8 @' o8 @t o8 @f of @
05{ 62 o o o o o o o o o @ 05 @4 @16 08 @16 48 @16 o8 @l6 48 gl6 g

ol o2 o o o’ o o2 ¢ ¢ ¢ 9! ol o o2 o o’ o o2 ot ¢ ot o
0.0 4 0.0 4

000 025 050 075 100 125 150 L75 2.00 000 025 050 075 100 125 150 L75 2.00

X

X

5.27. abra. A fiiggvényhez illesztett racspontok sulyai numerikus modszerek alkalmazasa
esetén 10 x 10-es felbontdsban

Alkalmazzuk a Monte-Carlo elutasitdsi modszert. A téglatest térfogata, melyben a fiiggvény

elhelyezhet6 (2 — 0) - (4 — 0.1) - (200 — 0) = 1560k.e.. Az eredményeket az 5.10.-es téblazat
mutatja be.
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y Pszeudovéletlen pontok | Halton-pontok
Pontos érték n TP oz
g kozelités g kozelités
19.500000 1000 12 18.720000 13 20.280000
19.500000 5000 64 19.968000 63  19.656000
19.500000 10000 125 19.500000 126 19.656000
19.500000 50000 627 19.562400 624  19.468800
19.500000 | 100000 | 1249 19.484400 1250 19.500000
19.500000 | 500000 | 6247 19.190640 6250 19.500000
19.500000 | 1000000 | 12498 19.496880 - -
19.500000 | 2000000 | 24999 19.499220 - -
19.500000 | 3000000 | 37504 19.502080 - -

5.10. tablazat. Elutasitdsi mddszer altal kapott eredmények pszeudovéletlen és

Elutasitasi modszer - pszeudovéletlen pontokkal: 18.720000,

n = 1000, taldlat: 12

200
175 7
150 1
125 7
100
75 7
50 7
25

Halton-pontokkal

Elutasitasi médszer - Halton-pontokkal: 20.280000,
n = 1000, taldlat: 13

5.28. abra. Az elutasitasi modszer alkalmazdsanak egy véletlenszer( esete

Alkalmazzuk a mintavételezési médszert kiilonbozd pontokra. A teriilet, melyen pontokat
generdlunk (2—0)-(4—0.1) = 7.8n.e.. A kapott eredményeket az 5.11.-es tablazat szemlélteti.
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Pontos érték n Pszeudovéletlen pontok | Halton-pontok
19.500000 1000 19.231028 19.515057
19.500000 5000 19.510415 19.502888
19.500000 10000 19.611896 19.499729
19.500000 50000 19.462835 19.499342
19.500000 100000 19.497015 19.500691
19.500000 | 500000 19.501342 19.500002
19.500000 | 1000000 19.496810 19.500006
19.500000 | 2000000 19.504429 19.488883
19.500000 | 3000000 19.498295 19.500002

5.11. tdblazat. A mintavételezési modszer altal kapott eredmények pszeudovéletlen és
Halton-pontokkal

Mintavételezés - pszeudovéletlen pontokkal: 19.327756, Mintavételezés - Halton pontokkal: 19.145401,
n = 1000 n = 1000

200 {

(A 'x)}

5.29. abra. Az mintavételezési modszer alkalmazdsanak egy véletlenszerl esete

Ebben a példaban mar jobban lathat6 a Monte-Carlo mddszer hatékonysdga, mivel az el-
utasitdsi modszer Halton-pontokra valé alkalmazasa esetén mdr a tér 100000 pont generdla-
saval is pontos értéket kaptunk a legtobb esetben. A trapéz mddszer alkalmazdsdval még 500
részintervallum esetén is rosszabb eredményt kaptunk, mint a Monte-Carlo mddszerekkel, és a
Simpson-modszer is lassan konvergalt a pontos értékhez.

5.4. példa A kovetkezd példaban nézziik meg a kovetkezd hatdrozott integralt:

1,1 1,1
/ flx,y)dydr = / / V4 — 2?2 — y2dydx
—1J-1 —-1J-1

Ennek a fliggvénynek az integralja eléggé Osszetett, nehezen integralhat6 a gyok miatt. Ilyen
esetben egy numerikus becslést gyorsabban lehet adni. Erre a fiiggvényre a Python is egy nu-
merikus kozelitést ad:

1 1
/ / VA= 22 = 2dydx ~ 7287727
—1J-1
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Nézziik meg a trapéz szabdlyt és a Simpson-mddszert. Az eredményt az 5.12.-es tablazat
foglalja Ossze.

Pontos érték | n | Trapéz szabaly | Simpson-moédszer

7.287727 10 7.271316 7.287660
7.287727 20 7.283624 7.287722
7.287727 50 7.287070 7.287727

7.287727 100 7.287563 -
7.287727 150 7.287654 -
7.287727 200 7.287686 -
7.287727 250 7.287701 -
7.287727 300 7.287709 -
7.287727 350 7.287713 -
7.287727 400 7.287717 -
7.287727 450 7.287719 -
7.287727 500 7.287720 -

5.12. tablazat. A kozelits értékek 0sszehasonlitdsa a Trapéz szabdly és a Simpson-mddszer
esetén

Lathatd, hogy mig a trapéz szabdly csak 500 részintervallum felett ad pontos kozelitést,
addig a Simpson-mddszer mar 50-nél pontos kozelitést adott.

5.30. ébra. A fliggvényhez illesztett raicspontok a numerikus médszerek alkalmazdsa esetén
10 x 10-es felbontdsban

Most alkalmazzuk az elutasitasi mddszert pszeudovéletlen és Halton-pontokkal. A térfogata
a téglatestnek, melyen beliil a pontokat generdljuk (1 — (—1)) - (1 — (—1)) - (2 —0) = 8k.e..
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Pszeudovéletlen pontok Halton-pontok
g kozelités g kozelités

7.287727 1000 911 7.287998 911 7.287998
7.287727 5000 4554 7.286398 4555  7.287998
7.287727 10000 9110 7.287998 9110  7.287998
7.287727 50000 45546 7.287358 45548  7.287678
7.287727 100000 | 91097 7.287758 91097  7.287758
7.287727 500000 | 455473 7.287566 455481 7.287694
7.287727 | 1000000 | 910922 7.287374 910971  7.287766
7.287727 | 2000000 | 1821955  7.287818 | 1821930 7.287718
7.287727 | 3000000 | 2732909  7.287756 | 2732902 7.287737

Pontos érték n

5.13. tablazat. Elutasitdsi mddszer altal kapott eredmények pszeudovéletlen és
Halton-pontokkal

7z

Bar a pontos értéket nem sikeriilt el6allitani, elég kozeli becsléseket kaptunk.

Elutasitasi modszer - Halton-pontokkal: 7.272000,

Elutasitasi médszer - pszeudovéletlen pontokkal: 7.312000,
n = 1000, talalat: 909

n = 1000, talalat: 914

2.00
175
1.50
1.25
1.00
0.75
0.50
0.25
0.00

2.00
175
150
1.25
1.00
0.75
0.50
0.25
0.00

5.31. 4dbra. Az elutasitasi modszer alkalmazédsanak egy véletlenszer( esete

Alkalmazzuk a mintavételezési modszert. Az eredményeket az 5.14.-es tablazat tartalmazza.
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Pontos érték n Pszeudovéletlen pontok | Halton-pontok
19.500000 1000 7.287558 7.287689
19.500000 5000 7.287725 7.287730
19.500000 10000 7.287714 7.287718
19.500000 50000 7.287790 7.287727
19.500000 | 100000 7.287784 7.287727
19.500000 | 500000 7.287692 -
19.500000 | 1000000 7.287746 -
19.500000 | 2000000 7.287642 -
19.500000 | 3000000 7.287732 -

5.14. tablazat. A mintavételezési mddszer altal kapott eredmények pszeudovéletlen és
Halton-pontokkal

Amint azt lathatjuk, Halton-pontokat hasznalva mar 50000 pontndl megkaptuk a pontos
értéket, de pszeudovéletlen pontokkal is kozeli becsléseket kaphatunk.

Mintavételezés - pszeudovéletlen pontokkal: 7.289205, Mintavételezés - Halton pontokkal: 7.287744,

n = 1000 n = 1000

5.32. dbra. Az mintavételezési modszer alkalmazasdnak egy véletlenszer( esete
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6. fejezet

Integralok oktatasa a kozépiskolakban

Az ukrén kozépiskolai oktatdsban a matematika oktatds terén hdrom kiillonbozé oktatési szintet
hatdroznak meg: standard szint (alapszint), profil szint (emelt szint), illetve mélyitett vagy hala-
do szint. A szintek kozotti eltérés az elméleti hattér részleteibe vald betekintés, az alkalmazasok
tipusa €s a tanuldi tevékenységek komplexitdsa alapjan kiiloniil el [19].

Alap szinten az integrdlszamitds bevezetése szemléletes és intuitiv médon torténik. A cél
elsésorban a tanuldk szemléletformdldsa: az integrdl mértani és fizikai értelmezésének megér-
tése, illetve egyszer(i alkalmazdsok bemutatdsa és alkalmazdsa. Az oktatds a hatdrozott integral
fogalmdra, a Newton—Leibniz-formuléra, valamint a sikidomok teriiletének meghatarozasara
fokuszal, a feladatok e koré épiilnek. A tanuldk a tdblazati integralok €s az alapvetd integralasi
szabdalyok alkalmazasdval keresik a fiiggvények primitiv integraljit €s oldanak meg feladatokat.

Emelt szinten a tanul6k mar részletesebben foglalkoznak az integrdl fogalmanak elméleti
alapjaival és gyakorlati alkalmazdsaival. A tananyag kitér a hatarozatlan integral fogalmdra, és
nagyobb hangsulyt fektet az integraldsi szabdlyokra, s keriilnek a kiilonféle transzformaciok.
A tanulok a sikidomok teriiletének meghatdrozasa mellett a forgastestek térfogatanak kisza-
mitasdval 1s megismerkednek. Kulcsfontossdgu szerepet kap az integral alkalmazasa a valds
problémak modellezésében.

Mélyitett, azaz halad6 szinten a tanuldk az integrdl fogalmat mélyebben érintik az elmélet
és az alkalmazasi lehet6ségek szempontjabdl is. Az oktatds célja nem az integrdldsi rutin fej-
lesztése, hanem a matematikai modellezésre val6 képesség megalapozdsa. Ennek megfelelGen
a tananyag magaba foglalja a valés alkalmazasi problémédk megolddsat is, emellett kiilonfé-
le modszerekkel primitiv fiiggvényeket hatdroznak meg, a hatdrozott integral mértani, fizikai
értelmezésének, a sikidomok teriiletének €s a testek térfogatdnak kiszamitdsaval foglalkoznak.

6.1. Numerikus és Monte-Carlo modszerek a kozépiskolaban

Bar elsore egy nehéz témanak tlinik, mégis némely mddszer egyszerien magyarazhat6 kozép-
iskoldsok szamara is. Ebben a fejezetben azt fogjuk megnézni, hogy hogyan.

A trapéz szabdly alkalmazasdhoz mindossze néhany alapvetd, a kozépiskolai oktatdsban mar
kordbban elsajatitott fogalomra van sziikség: a tanuldknak érteniiik kell, hogyan szamithat6 ki
két pont tdvolsdga a szdmegyenesen vagy a sikban, képesnek kell lenniiik egy fiiggvényt adott
pontokban kiértékelni, valamint ismerniiik kell a trapéz teriiletének kiszdmitasi médjat. Ezekre
a fogalmakra tdmaszkodva a trapéz szabaly miikodése szemléletesen és fokozatosan felépithetd,
akdr konkrét példdkon keresztiil is, igy az eljards nem igényel elozetes integralszamitasi isme-
reteket sem. A mddszer j6l szemléltethet, geometriailag értelmezhetd, technikailag nem tul
bonyolult. A mddszer lehetdséget biztosit az analitikus és numerikus médszerek 6sszehasonli-
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tdsdra, valamint arra, hogy a didkok ladssdk : nem minden problémadra van egzakt megoldés, néha
mads lehet6séghez kell folyamodnunk, és a szamitégépekre bizni a munkat.

Hasonl6an az 5.1-es fejezetben bemutatott példahoz, a trapéz szabaly kozépiskolds didkok
szdmdra is szemléletesen bevezethetd. Egy egyszerd, szimukra is integrdlhat6 példan keresztiil
— példaul egy linedris vagy masodfoku fiiggvény esetén — eldszor ugy vizsgaljuk a kozelitd
integrél értékét, hogy az intervallumot nem bontjuk fel, hanem csak a két végpontban értékeljiik
ki a fiiggvényt. Ezutdn az intervallumot két, majd hdrom részre osztva is alkalmazzuk a trapéz
szabalyt, és 0sszehasonlitjuk az eredményeket. Ennek sordn a didkok fokozatosan felismerhetik
az eljaras lényegét, és kozosen is megfogalmazhatjak a szabdly altaldnos alakjat.

A Simpson-modszer alkalmazasa kozépiskolai szinten tobb szempontbdl is problémads. E16-
szOr is, a modszer alapdotlete - hogy mésodfoki (parabolikus) fiiggvényeket illesztiink hdrom
egymadst kovetd ponton keresztiil a kozelitendd fiiggvény helyett - nehezen értelmezhetd azon
didkok szdmdra, akik nem rendelkeznek a polinomkozelités vagy az interpoldcié fogalmanak
ismeretével. A kozépiskolai matematika tanterv dltaldban nem tér ki ezekre a témadkra, igy a
modszer elméleti megalapozasa hidnyzik a tanuldk eszkoztarabdl.

Masodszor, a Simpson-formula maga is viszonylag bonyolult:

a

b
[ #a) e s P )+ 4f ) + 26 (w) - 26 (as) +4S ar) + T2,
a

ahol n pdros természetes szam. A képlet silyozdsi mintdzata (1,4, 2,4, ..., 2,4, 1) nem intuitiv,
és a haszndlatat gyakran gépies alkalmazds kiséri, a megértés helyett. Ez kiilonosen veszélyes
abban az oktatasi kornyezetben, ahol a cél a matematikai fogalmak mélyebb szemléltetése és
megértése. Osszességében a Simpson-médszer tanitdsa dltaldnos kozépiskolai szinten nem cél-
szerd.

A Monte-Carlo elutasitdsi modszer kozépiskolds tanulok szamdra is konnyen érthetd lehet,
mivel nem igényel magasabb szintli tuddst. Emellett lehetdséget ad a valdszinliségszamitds és a
geometriai ismeretek Osszekapcsoldsara.

Az elutasitdsi modszer 1ényege, hogy a teriiletet sok véletlenszerlien generalt pont segitségé-
vel kozelitjiik. Ha egy egyszer(ibb, jol ismert teriilet (példaul egy téglalap) belsejébe generdlunk
véletlenszerd pontokat, majd megszdmoljuk, hdny pont esik az adott gorbe ald. A becsiilt teriilet
az alabbi képlettel adhaté meg:

Tbecsiilt = T‘téglalap : M-
0sszes pont

Ez a megkozelités szemléletesen és interaktivan bemutathat6 akdr rajzolt koordinatarendszerrel,
papiron is, vagy digitalisan (pl. GeoGebra, Python, Excel), és jol kapcsolhaté a valdsziniiségi
eseményekhez.

Az egyszer(i mintavételezéses mddszer esetén az |a, b] intervallumon egyenletesen véletlen-
szertien vélasztunk ki n darab pontot. Minden pont esetén kiszdmitjuk az f(z;) értékét, majd
ezeket dtlagoljuk:

b n
/ F@)do~ (b—a) - %Zf(xi).

A mddszer alkalmazdsa sordn nincs sziikség az f(x) maximumaénak ismeretére. Inkdbb az atlag-
szamitasra €s a szdmegyenes fogalmara épiil, amelyek jol ismertek a kozépiskolai tananyagbol.

Mindkét eljaras alkalmas arra, hogy jatékos, interaktiv modon, példaul fizikai vagy digita-
lis szimul4cidk segitségével (mint a céltdbla, darts vagy Python-programok) a tanuldk jobban
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megértsék a teriiletkozelités 1ényegét, igy motivilva Gket a valdszinliség €s az analizis kozotti
kapcsolatok felfedezésére, felismerésére €s megértésére.

A két Monte-Carlo eljaras kozépiskolai bemutatdsa szimos pedagdgiai elénnyel jar, ugyan-
akkor néhany korldtot is figyelembe kell venni. Az elutasitdsi modszer vizudlisan jol szem-
Iéltethetd, és természetes mdédon kapcsolhatd a valdszinliségszamitds fogalmahoz, igy a tanu-
16k konnyen megérthetik, hogy a taldlatok és az Osszes véletlenszerli pont szdmanak ardnya
a keresett teriilet értékét kozeliti. A mintavételezéses modszer egyszer(i logikdjaval (atlagolés
és intervallumszélesség szorzata) jol illeszkedik a kordbban tanult matematikai fogalmakhoz.
Ugyanakkor egyik modszer sem ad determinisztikus eredményt. A kozelités pontossdga nagy-
mértékben fiigg attl, hany mintat hasznalunk. Ez a bizonytalansdg nehezen emészthetd lehet,
és akadalyt jelenthet a tanuldok szdmdra abban az esetben, ha kevés pontbdl becsiilnek, és az
eredmények nagy szordst mutatnak. Tovabba a szumma jelolése, a sztochasztikus gondolkodas-
mobd, vagy a kozelités mibenléte — kiilonosen elméleti hattér nélkiil — kihivast jelenthet egyes
tanulok szdmara.

Osszességében, a médszerek megfelels példak, illusztraciok és tandri timogatds mellett ko-
zépiskolds didkok szdmara is érthetdek lehetnek. Segithetnek abban, hogy jobban megértsék a
fliggvény, a teriilet, az atlag és a valdszinliség fogalmit, és lehetdséget adnak a matematikai
modellalkotds kezdeti Iépéseinek megértésére is.

A kett6s integralok bevezetése a kozépiskolai matematika kerettantervben nem szerepel,
mivel olyan uj fogalmakat és elméleti hatteret igényel, amelyek meghaladjdk a kozépiskolds
tanulok szadmadra elvarhat6 szintet. A sikidomok teriiletének és egyszeri testek térfogatanak
szamitdsa még geometriai eszkozokkel torténik, az integrdlszamitds csdcspontjat pedig az egy-
valtozos fiiggvények hatarozott integraljanak alkalmazdsa jelenti. A térgeometria t€émakorében
a tanul6k megismerkednek a térbeli alakzatokkal és azok alapvetd tulajdonsigaival, példaul
felszin- és térfogatszdmitdssal, azonban a tobbvéltozods fiiggvények €s a tobbdimenzids koor-
dindtarendszerek nem szerepelnek a kozépiskolai tananyagban. A tobbvaltozods fliggvényekkel,
valamint az ehhez tartoz6 térbeli tartomanyokkal kapcsolatos szdmitdsok — igy a kettds integral
— madr a fels6oktatashoz tartozik, ahol megfeleld hattérismeretekkel rendelkeznek a hallgatok.

Ennek megfelel6éen a numerikus vagy Monte-Carlo médszerek tobbvaltozoés véltozatai sem
illeszthetdk be kozvetleniil a kozépiskolai tananyagba. Bar a Monte-Carlo médszerek elvi mii-
kodése érdekes lehet, példaul bonyolult alakzatok térfogatdnak kozelitésére, ezek inkabb mo-
tivacids célbdl, figyelemfelkeltd elemként alkalmazhatok. Egy-egy latvanyos példaval (példdul
szabdlytalan testek térfogatanak szimuldcids becslésével) lehet szemléltetni a mddszer erejét,
de rendszeres oktatdsa vagy elmélyitett alkalmazasa nem varhaté el a kozépiskolds didkoktdl.
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Osszefoglalé

Munkdm folyamén egyvaltozds és kétvaltozds hatdrozott integrdlok becslésével foglalkoztam.
Erre kiilonb6z6 numerikus és Monte-Carlo médszereket vizsgaltam elméleti és gyakorlati szem-
pontbodl egyardnt. A dolgozatom megirdsa folyamén tanulmédnyoztam az integralok kozépisko-
lai oktatdsat, illetve az ukrajnai kdzépiskolai matematikaoktatds alapjan mérlegelni probaltam,
tanithat6 vagy esetleg bemutathat6-e valamely médszer a tanuldk szamara.

Az elsé fejezetben a Monte-Carlo médszer alapgondolatdval €s torténelmi hatterével ismer-
kedtem meg. A mdasodik fejezetben numerikus moédszerekkel foglalkoztam. Tanulmanyoztam
annak sziikségességét, és kiemelten vizsgdltam koziiliik kett6t: a trapéz szabdlyt és a Simpson-
modszert. Ezek miikodését egyvaltozds és kétvaltozos hatarozott integralokra is megismertem
és alkalmaztam.

A harmadik fejezetben részletesen foglalkoztam a Monte-Carlo mddszerek alkalmazdsaival
szintén egyvaltozds és kettds hatarozott integralok becslése esetén. Megvizsgaltam, hogyan le-
het alkalmazni szabalytalan idomok teriiletének becslésére is. Elméleti szinten hibaelemzéssel
és olyan fejlettebb Monte-Carlo mddszerekkel foglalkoztam, mint a fontossagi mintavételezés
és valtozovezérlés.

A negyedik fejezetben ismertettem a véletlen szimgenerdlds alapjait és modszereit, mivel a
véletlen mintavételezés kulcsfontossagu szerepet jatszik a Monte-Carlo médszerek miikodésé-
ben. Itt a pszeudovéletlen é€s Halton-pontok kozotti kiillonbségeket is megfigyeltem.

Az 6todik fejezetben gyakorlati szempontbdl foglalkoztam a kiilonb6z6 médszerekkel. E16-
szOr egyvaltozds hatdrozott integralok becslésére irtam le részletesen a mdédszerek miikodését,
majd két példan keresztiil osszehasonlitottam 6ket. Hasonléan kettds integralok esetén is egy
példan keresztiil részletesen szemléltettem, majd tovabbi két példan a mddszerek hatékonysa-
gat mutattam be. A mddszerek bemutatdsahoz python kodokat irtam, melyek szemléletes dbra-
kat készitenek, és kozelitd értékeket szamolnak adott példdkra. Arra a kdvetkeztetésre jutottam,
hogy egyvaltozds integralok esetén egyszerlibb egy jo numerikus becslést adni, mint a Monte-
Carlo médszert alkalmazni. Kettds integralok esetén mar a Monte-Carlo médszer is sokkal haté-
konyabbnak bizonyult, bdr a benne rejl6 lehetdségek itt még nem minden esetben mutatkoznak
meg. Az, hogy melyik médszert érdemes egy esetben alkalmazni, a fiiggvény tulajdonsdgai
mondjak meg.

A dolgozat utolso fejezetében foglalkoztam azzal a kérdéssel, hogy a numerikus és Monte-
Carlo médszerek miként jelenhetnek meg a kdzépiskolai oktatdsban. Azt vizsgdltam meg, hogy
milyen mdédszertani lehet6ségek allnak rendelkezésre ahhoz, hogy a didkok szdmdra érthet6 és
€élményszerl modon lehessen a mdodszereket dtadni.
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Mellékletek

trapez_peldal.py

A trapez_peldal.py a fol(—.rS + 2% + 0.5)dx hatdrozott integrél értékére ad becslést a
trapéz szabdly alkalmazasaval, emellett dbrdkkal szemlélteti a médszer miikodését.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

import sympy as sp

def plot_trapezoidal_subplot (ax, f_ lambdified, a, b, n):

x_vals = np.linspace(a, b, 1000)

y_vals = f_lambdified(x_vals)
exact_integral = sp.integrate(f, (x, a, b))
x_trap = np.linspace(a, b, n + 1)

y_trap = f_lambdified(x_trap)

h= (b -a) / n
approx_integral = (h / 2) * (y_trap[0] + 2 =
— np.sum(y_trap[l:-1]) + y_trap[-1])

ax.plot (x_vals, y_vals, label="f(x)", color='blue')

for i in range(n):
XS
ys = [0, y_trapli], y_trapl[i+l], O]
ax.fill(xs, ys, color='orange', edgecolor='black', alpha=0.5)

[x_trapli], x_traplil]l, x_trapli+l], x_trap[i+l]]

ax.set_title(f"n = {n}\nPontos: {float (exact_integral):.6f},
— Kzelt: {float (approx_integral):.6f}", fontsize=9)
ax.set_xlabel ("x")

ax.set_ylabel ("f(x)")

ax.grid(True, linestyle='--', alpha=0.6)

X = sp.Symbol ('x")
= —(x**x3) + x**x2 + 0.5
f_lambdified = sp.lambdify(x, f, modules=['numpy'])

Hh

x_vals = np.linspace (0, 1, 100)

f lambdified(x_vals)

y_vals
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plt.figure(figsize=(5, 3))
plt.plot (x_vals, y_vals, label=fr"S${sp.latex(f)}s$", color='b'")

plt.axhline (0, color='black', linewidth=1)
plt.axvline (0, color='black', linewidth=1)
plt.grid (True, linestyle='—--', alpha=0.6)
plt.xlabel ("x")

plt.ylabel ("f(x)")

plt.legend()

plt.title("A fggvny brzolsa")

plt.show ()

fig, axes = plt.subplots (2, 2, figsize=(10, 8))
fig.suptitle ("Trapz mdszer bemutatsa", fontsize=12)
fig.tight_layout (rect=[0, 0, 1, 0.95])

n_values = [1, 2, 10, 20]

axes_flat = axes.flatten ()
for ax, n in zip(axes_flat, n_values):
ax.set_aspect ("equal", adjustable='box')

plot_trapezoidal_subplot (ax, f_lambdified, 0, 1, n)

plt.tight_layout ()
plt.show ()

simpson_peldal.py

A simpson_peldal.py az fol (=23 + 2 + 0.5)dx hatdrozott integral értékére ad becslést a
Simpson-modszer alkalmazdsaval, emellett abrakkal szemlélteti a modszer miikodését.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

import sympy as sp

def plot_simpson(ax, f, f_lambdified, a, b, n):
ifn %2 !'=0:
raise ValueError ("A Simpson-mdszerhez n-nek prosnak kell
— lennie.")

X = sp.Symbol ('x")
exact_integral = sp.integrate(f, (x, a, b))

X_vals np.linspace(a, b, 1000)

y_vals = f_lambdified(x_vals)
X_simp = np.linspace(a, b, n + 1)
y_simp = f_lambdified(x_simp)

h= (b -a) / n
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X =

h

f_ lam

approx_integral = (h / 3)
y_simp[0] +
* np.sum(y_simp[l:n:2]) +

2 % np.sum(y_simp[2:n-1:2]) +
y_simp [n]

4

ax.plot(x_vals, y_vals,

label="f(x)",

for i in range (0, n, 2):

ax.

ax.
ax.
ax.

X
y

i
i

= x_simp[i:i+3]

y_simp[i:1+3]

*

coeffs = np.polyfit(xi, yi, 2)
parabola = np.polyld(coeffs)

X_par = np.linspace(xi[0], xi[-1], 100)
y_par = parabola (x_par)
ax.fill_between (x_par,

set_title(f"n = {n} \n Kzelt rtk:

Pontos rtk: {float (exact_integral):.6f}")

set_xlabel ("x")
set_ylabel ("f(x)")

grid (True,

sp.Symbol ('x")

x_vals

y_vals

= np.

— (x%+3)
bdified

+ xx+x2 + 0.5

= sp.lambdify (x,

linspace (0, 1,

plt.figure(figsize=(2, 2))

y_par, color='green',

linestyle='—--"', alpha=0.6)

f, modules=['"numpy'])

100)
f lambdified(x_vals)

color="blue')

alpha=0.3)

{approx_integral:.6f}

plt.plot (x_vals, y_vals, label=fr"S${sp.latex(f)}s$", color='b'")
plt.axhline (0, color='black', linewidth=1)

plt.axvline (0, color='black', linewidth=1)

plt.grid (True, linestyle='--', alpha=0.6)

plt.xlabel ("x")

plt.ylabel ("f (x)")

plt.legend()

plt.title("A fggvny brzolsa")

plt.show ()

fig, axes = plt.subplots (2, 2, figsize=(10, 8))

fig.suptitle ("Simpson-mdszer bemutatsa", fontsize=12)
fig.tight_layout (rect=[0, 0, 1, 0.95]) # Hagy helyet a cmnek

axes_flat

n_values

for ax,

axes.flatten ()

(2, 4, 8, 10]

n in zip(axes_flat,

n_values) :
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ax.set_aspect ("equal", adjustable='box")
plot_simpson(ax, f, f_lambdified, 0, 1, n)

plt.tight_layout ()
plt.show ()

monte_carlo_peldal_hit_and miss.py

Ammnme_parlo_peldal_hit_and_miss.pyazjg(—x3+ﬁﬁ—+0fﬂdﬁh&$ﬂﬂﬁtm-
tegral értékére ad becslést a Monte-Carlo elutasitasi modszer alkalmazasdval, emellett dbrakkal
szemlélteti a modszer miikodését.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

import sympy as sp

def plot_monte_carlo_hit_and_miss(ax, f_lambdified, a, b,
< num_points) :

x_vals = np.linspace(a, b, 10000)

y_vals = f_lambdified(x_vals)

y_min = 0

y_max = max(y_vals)

x_rand = np.random.uniform(a, b, num_points)

y_rand = np.random.uniform(y_min, y_max, num_points)
f rand = £ lambdified (x_rand)

under_mask = y_rand <= f_rand

over_mask = ~under_mask

hits = np.sum(under_mask)

approx_integral = (b - a) * y_max % hits / num_points
exact_integral = float (sp.integrate(f, (x, a, b)))

ax.plot(x_vals, y_vals, color='blue', label="f(x)")
ax.scatter (x_rand[under_mask], y_rand[under_mask],

—~ color="green', s=5, alpha=0.6, label='Alatta')

ax.scatter (x_rand[over_mask], y_rand[over_mask], color='red',
-~ s=5, alpha=0.6, label='Fltte')

ax.set_title(f"n={num_points}, tallat: {hits} \n Pontos rtk:
— {float (exact_integral) :.6f} Kzelt rtk:

— {float (approx_integral) :.6f}", fontsize=9)
ax.set_xlabel ("x")

ax.set_ylabel ("f(x)")

ax.grid(True, linestyle='—--', alpha=0.6)

X = sp.Symbol ('x")
f = —(x+x*3) + xx+2 + 0.5
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f_lambdified = sp.lambdify(x, f, modules=['numpy'])

x_vals = np.linspace (0, 1, 100)
f lambdified(x_vals)

y_vals

plt.figure(figsize=(2, 2))
plt.plot (x_vals, y_vals, label=fr"S${sp.latex(f)}s$", color='b'")

plt.axhline (0, color='black', linewidth=1)
plt.axvline (0, color='black', linewidth=1)
plt.grid(True, linestyle='--', alpha=0.56)

plt.xlabel ("x")
plt.ylabel ("f (x)")
plt.legend()

plt.title("A fggvny brzolsa")
plt.show ()

fig, axes = plt.subplots (2, 2, figsize=(9, 9))

fig.suptitle ("Monte-Carlo elutastsi mdszer alkalmazsa", fontsize=12)
fig.tight_layout (rect=[0, 0, 1, 0.95])

n_values = [100, 500, 1000, 5000]

axes_flat = axes.flatten()
for ax, n in zip(axes_flat, n_values):
ax.set_aspect ("equal", adjustable='box")

plot_monte_carlo_hit_and_miss(ax, f_lambdified, 0, 1, n)

plt.tight_layout ()
plt.show ()

monte_carlo_peldal_ sampling.py

A monte_carlo_peldal_sampling.py az fol (=23 + 2% + 0.5)dx hatérozott integral
értékére ad becslést a Monte-Carlo mintavételezési mddszer alkalmazasaval, emellett abrakkal
szemlélteti a modszer mikodését.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

import sympy as sp

def plot_monte_carlo_sampling(ax, f_lambdified, a, b, num_points):

X_vals = np.linspace(a, b, 1000)

y_vals = f_lambdified(x_vals)

exact_integral = float (sp.integrate(f, (x, a, b)))
x_rand = np.random.uniform(a, b, num_points)

y_rand = f_lambdified(x_rand)
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avg_value = np.mean (y_rand)
approx_integral = (b - a) * avg_value

ax.plot(x_vals, y_vals, label="f(x)", color='blue')
ax.hlines (avg_value, a, b, color='purple', linestyle='—--",
< label='tlag f(x)")

ax.scatter (x_rand, y_rand, color='orange', s=10, alpha=0.4,
« label="mintk")
ax.fill_between(x_vals, 0, y_vals, alpha=0.2, color='blue')

ax.set_title(f"n={num_points} \n Pontos rtk:

— {exact_integral:.6f} Kzelt rtk: {approx_integral:.c6cf}",
— fontsize=9)

ax.set_xlabel ("x")

ax.set_ylabel ("f(x)")

ax.grid(True, linestyle='—--', alpha=0.56)

X = sp.Symbol ('x")
f = —(x*+x3) + x**x2 + 0.5
f_lambdified = sp.lambdify(x, £, modules=['numpy'])

X_vals np.linspace (0, 1, 100)
y_vals = f_lambdified(x_vals)

plt.figure(figsize=(2, 2))
plt.plot (x_vals, y_vals, label=fr"${sp.latex(f)}s$", color='b'")

plt.axhline (0, color='black', linewidth=1)
plt.axvline (0, color='black', linewidth=1)

plt.grid (True, linestyle='--', alpha=0.6)
plt.xlabel ("x")

plt.ylabel ("f(x)")

plt.legend()

plt.title("A fggvny brzolsa")
plt.show ()

fig, axes = plt.subplots(2, 2, figsize=(10, 10))

fig.suptitle ("Monte Carlo mdszer bemutatsa (Sampling method)",
— fontsize=12)

fig.tight_layout (rect=[0, 0, 1, 0.95])

n_values = [100, 500, 1000, 2000]

axes_flat = axes.flatten ()
for ax, n in zip(axes_flat, n_values):

ax.set_aspect ("equal", adjustable='box')
plot_monte_carlo_sampling(ax, f_lambdified, 0, 1, n)
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plt.tight_layout ()
plt.show ()

monte_carlo_with halton_peldal.py

Amonte_carlo_with_halton_peldal.pyaz fol (—23+2240.5)dx hatdrozott integral
értékére ad becslést a Monte-Carlo mddszerek Halton-pontokra valé alkalmazdsaval, emellett
abrakkal szemlélteti a médszer miikodését.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

import sympy as sp
from scipy.stats.gmec import Halton

def plot_monte_carlo_hit_and _miss(ax, f_lambdified, a, b,
< num_points) :

x_vals = np.linspace(a, b, 10000)

y_vals = f_lambdified(x_vals)

y_min = 0

y_max = max(y_vals)

halton_engine = Halton (d=2, scramble=False)
halton_points = halton_engine.random (n=num_points)

x_rand = a + (b - a) * halton_points[:, 0]

y_rand = y_min + (y_max - y_min) » halton_points[:, 1]
f rand = f_lambdified (x_rand)

under_mask = y_rand <= f_rand

over_mask = ~under_mask

hits = np.sum(under_mask)

approx_integral = (b - a) * y_max % hits / num_points
exact_integral = float (sp.integrate(f, (x, a, b)))

ax.plot(x_vals, y_vals, color='blue', label="f(x)")
ax.scatter (x_rand[under_mask], y_rand[under_mask],

— color='"green', s=5, alpha=0.6, label='Alatta')

ax.scatter (x_rand[over_mask], y_rand[over_mask], color='red',
— s=5, alpha=0.6, label='Fltte')

ax.set_title(
f"n={num_points}, tallat: {hits} \n Pontos rtk:
— {float (exact_integral) :.6f} Kzelt rtk:
— {float (approx_integral):.6f}",
fontsize=9

ax.set_xlabel ("x")
ax.set_ylabel ("f(x)")
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ax.

grid(True, linestyle='—--', alpha=0.6)

def plot_monte_carlo_sampling(ax, f_lambdified, a, b, num_points):

x_vals = np.linspace(a, b, 1000)
y_vals = f_lambdified(x_vals)
exact_integral = float (sp.integrate(f, (x, a, b)))

halton_engine = Halton(d=1, scramble=False)
halton_points = halton_engine.random (n=num_points)
x_rand = a + (b - a) * halton_points.flatten()

y_rand = f_lambdified(x_rand)

avg_value = np.mean (y_rand)
approx_integral = (b - a) * avg_value
ax.plot (x_vals, y_vals, label="f(x)", color='blue')
ax.hlines (avg_value, a, b, color='purple', linestyle='--",
— label='tlag f(x)")
ax.scatter (x_rand, y_rand, color='orange', s=10, alpha=0.4,
— label="mintk")
ax.fill_between (x_vals, 0, y_vals, alpha=0.2, color='blue')
ax.set_title(
f"n={num_points} \n Pontos rtk: {exact_integral:.6f} Kzelt
— rtk: {approx_integral:.6f}",
fontsize=9
)
ax.set_xlabel ("x")
ax.set_ylabel ("f(x)")
ax.grid(True, linestyle='--', alpha=0.6)
sp.Symbol ('x")

—(x**x3) + x*x+x2 + 0.5

f_lambdified = sp.lambdify(x, £, modules=['numpy'])

x_vals = np.linspace (0, 1, 100)

y_vals = f_lambdified(x_vals)

plt.figure(figsize=(2, 2))

plt.plot (x_vals, y_vals, label=fr"S${sp.latex(f)}s$", color='b'")
plt.axhline (0, color='black', linewidth=1)

plt.axvline (0, color='black', linewidth=1)

plt.grid(True, linestyle='—--', alpha=0.6)

plt.xlabel ("x")

plt.ylabel ("f(x)")

plt.legend()
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plt.title("A fggvny brzolsa")
plt.show ()

figl, axesl = plt.subplots (2, 2, figsize=(10, 10))
figl.suptitle ("Monte-Carlo mdszer — Hit and Miss -
— Halton-pontokkal", fontsize=12)
figl.tight_layout (rect=[0, 0, 1, 0.95])

n_values = [100, 500, 1000, 5000]

axes_flat = axesl.flatten()

for ax, n in zip(axes_flat, n_values):
ax.set_aspect ("equal", adjustable='box')
plot_monte_carlo_hit_and miss(ax, f_lambdified, 0, 1, n)

plt.tight_layout ()
plt.show ()

fig2, axes2 = plt.subplots (2, 2, figsize=(10, 10))
fig2.suptitle("Monte-Carlo mdszer - Sampling method - Halton
— pontokkal", fontsize=12)

fig2.tight_layout (rect=[0, 0, 1, 0.95])

n_values = [100, 500, 1000, 5000]

axes _flat = axes2.flatten ()
for ax, n in zip(axes_flat, n_values):
ax.set_aspect ("equal", adjustable='box")

plot_monte_carlo_sampling(ax, f_lambdified, 0, 1, n)

plt.tight_layout ()
plt.show ()

osszehasonlitas_egyvaltozos_integralokl.py

<Aosszehasonlitas_egyvaltozos_integralokl.pyajge_ﬁdthébﬂﬁﬁnwg—
ral értékére ad becslést a numerikus és Monte-Carlo mddszerek alkalmazasaval, emellett abrak-
kal szemlélteti a mddszerek mikodését.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import sympy as sp

from scipy.stats.gmc import Halton
from numpy.random import default_rng
rng = default_rng()

def approx_trapezodal (f_lambdified, a, b, n):

x_trap = np.linspace(a, b, n + 1)
y_trap = f_lambdified(x_trap)
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def

def

def

h= (b -a) / n

approx_integral = (h / 2) * (y_trap[0] + 2 =

— np.sum(y_trap[l:-1]) + y_trap[-1])

print (f"\tKzelt rtk: {approx_integral:.6f}, n = {n}")

approx_simpson (f_lambdified, a, b, n):

ifn% 2 !'=0:
raise ValueError ("A Simpson-mdszerhez n-nek prosnak kell
— lennie.")

X_simp = np.linspace(a, b, n + 1)
y_simp = f_lambdified(x_simp)
h= (b -a) /n
approx_integral = (h / 3) * (
y_simp[0] +
4 % np.sum(y_simp[l:n:2]) +
2 x» np.sum(y_simp[2:n-1:2]) +
y_simp[n]

)
print (f"\tKzelt rtk: {approx_integral:.6f}, n = {n}")

monte_carlo_hit_and_miss (f_lambdified, a, b, num_points):

y_min = 0

y_max = 1

x_rand = rng.uniform(a, b, num_points)

y_rand = rng.uniform(y_min, y_max, num_points)

f rand = £ lambdified (x_rand)

under_mask = y_rand <= f_rand
hits = np.sum(under_mask)
approx_integral = (b - a) * y_max % hits / num_points

print (£"\tKzelt rtk: {approx_integral:.6f}, n = {num_points}, nt
— = {hits}")

monte_carlo_hit_and_miss_halton(f_lambdified, a, b, num_points):

y_min = 0
y_max = 1
halton_engine = Halton (d=2, scramble=False)

halton_points halton_engine.random (n=num_points)

x_rand = a + (b - a) * halton_points[:, 0]
y_rand = y_min + (y_max — y_min) = halton_points[:, 1]

f_rand = f_lambdified(x_rand)

under_mask = y_rand <= f_rand
hits = np.sum(under_mask)
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approx_integral = (b - a) * y_max % hits / num_points
print (£"\tKzelt rtk: {approx_integral:.6f}, n = {num_points}, nt
— = {hits}")

def monte_carlo_sampling(f_lambdified, a, b, num_points):
x_rand = np.random.uniform(a, b, num_points)
y_rand = f_lambdified(x_rand)
avg_value = np.mean (y_rand)
approx_integral = (b - a) * avg_value
print (£"\tKzelt rtk: {approx_integral:.6f}, n = {num_points}")

def monte_carlo_sampling_halton(f_lambdified, a, b, num_points):
halton_engine = Halton(d=1, scramble=False)
halton_points = halton_engine.random (n=num_points)
x_rand = a + (b - a) * halton_points.flatten()
y_rand = f_lambdified(x_rand)
avg_value = np.mean (y_rand)
approx_integral = (b - a) * avg_value
print (f"\tKzelt rtk: {approx_integral:.6f}, n = {num_points}")

def plot_trapezoidal_subplot (ax, f_lambdified, a, b, n):
x_vals = np.linspace(a, b, 1000)
y_vals = f_lambdified(x_vals)

x_trap = np.linspace(a, b, n + 1)

y_trap = f_lambdified(x_trap)

h= (b -a) /n

approx_integral = (h / 2) * (y_trapl[0] + 2 =«

— np.sum(y_trap[l:-1]) + y_trapl[-1])
ax.plot(x_vals, y_vals, label="f(x)", color='blue')

for i in range(n) :
xs = [x_trapl[i], x_trapli], x_trapli+l], x_trapl[i+l]]
ys = [0, y_trapli], y_trapl[i+l], 0]
ax.fill(xs, ys, color='orange', edgecolor='black', alpha=0.5)

ax.set_title(f"Kzelt: {float (approx_integral):.6f}, n = {n}",
— fontsize=9)

ax.set_xlabel ("x")

ax.set_ylabel ("f(x)")

ax.grid(True, linestyle='—--', alpha=0.56)

def plot_simpson(ax, f_lambdified, a, b, n):
ifn % 2 != 0:
raise ValueError ("A Simpson-mdszerhez n—-nek prosnak kell
— lennie.")
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x_vals = np.linspace(a, b, 1000)
y_vals = f_lambdified(x_vals)
X_simp = np.linspace(a, b, n + 1)
y_simp = f_lambdified (x_simp)
h= (b - a) / n
approx_integral = (h / 3) * (
y_simp[0] +
4 % np.sum(y_simp[l:n:2]) +
2 % np.sum(y_simp[2:n-1:2]) +

y_simp[n]

ax.plot (x_vals, y_vals, label="f(x)", color='blue')

for i in range (0, n, 2):
xi

X_simp[i:1+3]

yi = y_simp[i:1i+3]

coeffs = np.polyfit(xi, yi, 2)

parabola = np.polyld(coeffs)

X_par = np.linspace(xi[0], xi[-1], 100)
y_par = parabola (x_par)

ax.fill_between (x_par, y_par, color='green', alpha=0.3)

ax.set_title(f"Kzelt rtk: {approx_integral:.6f}, n =
— fontsize = 9)

ax.set_xlabel ("x")

ax.set_ylabel ("f(x)")

ax.grid(True, linestyle='--', alpha=0.6)

def plot_monte_carlo_hit_and_miss(ax, f_lambdified, a, b,

—

num_points) :

x_vals = np.linspace(a, b, 1000)

y_vals = f_lambdified(x_vals)

y_min = 0

y_max = 1

x_rand = np.random.uniform(a, b, num_points)

y_rand = np.random.uniform(y_min, y_max, num_points)

f rand = £ lambdified (x_rand)

under_mask = y_rand < f_rand

over_mask = ~under_mask

hits = np.sum(under_mask)

approx_integral = (b - a) * y_max * hits / num_points

ax.plot(x_vals, y_vals, color='blue', label="f(x)")
ax.scatter (x_rand[under_mask], y_rand[under_mask],
— color="green', s=5, alpha=0.6, label='Alatta')
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ax.scatter (x_rand[over_mask], y_rand[over_mask], color='red',
— s=5, alpha=0.6, label='Fltte')

ax.set_title (f"Kzelt rtk: {float (approx_integral):.6f}, \n
— n={num_points}, tallat: {hits}", fontsize=9)
ax.set_xlabel ("x")

ax.set_ylabel ("f(x)")

ax.grid(True, linestyle='—--', alpha=0.56)

def plot_monte_carlo_hit_and_miss_halton(ax, f_lambdified, a, b,

—

num_points) :

x_vals = np.linspace(a, b, 1000)
y_vals = f_lambdified(x_vals)
y_min = 0

y_max = 1

halton_engine = Halton (d=2, scramble=False)
halton_points = halton_engine.random (n=num_points)

x_rand = a + (b - a) * halton_points[:, 0]

y_rand = y_min + (y_max - y_min) = halton_points[:, 1]
f rand = f_lambdified (x_rand)

under_mask = y_rand < f_rand

over_mask = ~under_mask

hits = np.sum(under_mask)

approx_integral = (b - a) * y_max % hits / num_points

ax.plot(x_vals, y_vals, color='blue', label="f(x)")
ax.scatter (x_rand[under_mask], y_rand[under_mask],

— color="green', s=5, alpha=0.6, label='Alatta')

ax.scatter (x_rand[over_mask], y_rand[over_mask], color='red',
— s=5, alpha=0.6, label='Fltte'")

ax.set_title(

f"Kzelt rtk Halton pontokkal: {float (approx_integral):.6f},

< \n n={num_points}, tallat: {hits}",
fontsize=9

ax.set_xlabel ("x")
ax.set_ylabel ("f(x)")
ax.grid(True, linestyle='—--', alpha=0.56)

def plot_monte_carlo_sampling(ax, f_lambdified, a, b, num_points):

x_vals = np.linspace(a, b, 1000)

y_vals = f_lambdified(x_vals)

x_rand = np.random.uniform(a, b, num_points)
y_rand = f_lambdified(x_rand)

avg_value = np.mean (y_rand)
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approx_integral = (b - a) * avg_value
ax.plot (x_vals, y_vals, label="f(x)", color='blue')
ax.hlines (avg_value, a, b, color='purple', linestyle='--",
— label='tlag f(x)")

ax.scatter (x_rand, y_rand, color='orange', s=10, alpha=0.4,
— label="mintk")
ax.fill_between (x_vals, 0, y_vals, alpha=0.2, color='blue')

ax.set_title(f"Kzelt rtk: {approx_integral:.6f},
— n={num_points}", fontsize=9)

ax.set _xlabel ("x")

ax.set_ylabel ("f(x)")

ax.grid(True, linestyle='--', alpha=0.56)

def plot_monte_carlo_sampling halton(ax, f_lambdified, a, b,
<~ num_points) :

x_vals = np.linspace(a, b, 1000)

y_vals = f_lambdified(x_vals)

halton_engine Halton (d=1, scramble=False)
halton_points halton_engine.random (n=num_points)
x_rand = a + (b - a) * halton_points.flatten|()
y_rand = f_lambdified(x_rand)

avg_value = np.mean (y_rand)

approx_integral = (b - a) * avg_value

ax.plot (x_vals, y_vals, label="f(x)", color='blue')
ax.hlines (avg_value, a, b, color='purple', linestyle='--",
— label='tlag f(x)")

ax.scatter (x_rand, y_rand, color='orange', s=10, alpha=0.4,
— label="mintk")
ax.fill_between (x_vals, 0, y_vals, alpha=0.2, color='blue')

ax.set_title(
f"Kzelt rtk Halton pontokkal: {approx_integral:.6f},
— n={num_points}",
fontsize=9

ax.set_xlabel ("x")
ax.set_ylabel ("f(x)")
ax.grid(True, linestyle='—--', alpha=0.56)

X = sp.Symbol ('x")

f = sp.exp(—x*x*2)

f_lambdified = sp.lambdify(x, £, modules=['numpy'])
exact_integral = float(sp.integrate(f, (x, 0, 1)))
x_vals = np.linspace (0, 1, 100)

y_vals = f_lambdified(x_vals)
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plt.figure(figsize=(2, 2))
plt.plot (x_vals, y_vals, label=fr"S${sp.latex(f)}s$", color='b'")

plt.axhline (0, color='black', linewidth=1)
plt.axvline (0, color='black', linewidth=1)
plt.grid (True, linestyle='—--', alpha=0.6)

plt.xlabel ("x
plt.ylabel ("f(x)")
plt.legend()

plt.title("A fggvny brzolsa")
plt.show ()

" n )

n_values = [2, 10, 20, 50, 100]
print ("Trapz mdszer:")
for n in n_values:
approx_trapezodal (f_lambdified, 0, 1, n)
n_values = [2, 10, 20]
print ("Simpson mdszer:")
for n in n_values:
approx_simpson (f_lambdified, 0, 1, n)

n_mc = [1000, 5000, 10000, 20000, 50000, 100000, 200000, 300000,
-~ 500000,1
print ("Monte Carlo - Hit and miss:")

for n in n_mc:
monte_carlo_hit_and_miss (f_lambdified, O, 1, n)

print ("Monte Carlo - Hit and miss - Halton:")
for n in n_mc:
monte_carlo_hit_and_miss_halton(f_lambdified, 0, 1, n)

print ("Monte Carlo - Sampling:")
for n in n_mc:
monte_carlo_sampling(f_lambdified, 0, 1, n)

print ("Monte Carlo - Sampling method - Halton:")
for n in n_mc:
monte_carlo_sampling_halton (f_lambdified, 0, 1, n)

fig, axes = plt.subplots (2, 3, figsize=(7, 7))

fig.suptitle (f"Numerikus s Monte-Carlo mdszerek sszehasonltsa.
— Pontos rtk: {float (exact_integral):.6f}", fontsize=12)
fig.tight_layout (rect=[0, 0, 1, 0.95])

axes_flat = axes.flatten ()

plot_trapezoidal_subplot (axes_flat[0], f_lambdified, 0, 1, 10)
plot_simpson (axes_flat[3], f_lambdified, 0, 1, 10)
plot_monte_carlo_hit_and _miss (axes_flat[1l], f_lambdified, 0, 1,
-~ 10000)
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plot_monte_carlo_sampling (axes_flat[4], f_lambdified, 0, 1, 1000)
plot_monte_carlo_hit_and_miss_halton (axes_flat[2], f_lambdified, O,
—~ 1, 10000)

plot_monte_carlo_sampling halton (axes_flat[5], f_lambdified, 0, 1,
— 1000)

plt.tight_layout ()

plt.show ()

osszehasonlitas_egyvaltozos_integralok2.py

A.osszehasonlitas_egyvaltozos_integralokZ.pyzijf5;#§dmfmmﬂmonin-
tegral értékére ad becslést a numerikus és Monte-Carlo médszerek alkalmazasaval, emellett
abrakkal szemlélteti a modszerek miikodését.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import sympy as sp

from scipy.stats.gmc import Halton
from numpy.random import default_rng
rng = default_rng()

def approx_trapezodal (f_lambdified, a, b, n):
x_trap = np.linspace(a, b, n + 1)
y_trap = f_lambdified(x_trap)

h= (b - a) / n

approx_integral = (h / 2) * (y_trapl[0] + 2 =«

— np.sum(y_trap[l:-1]) + y_trapl[-1])

print (f"\tKzelt rtk: {approx_integral:.6f}, n = {n}")

def approx_simpson (f_lambdified, a, b, n):
ifn % 2 !'=0:
raise ValueError ("A Simpson-mdszerhez n-nek prosnak kell
— lennie.")

X_simp = np.linspace(a, b, n + 1)

y_simp = f_lambdified(x_simp)

h= (b -a) / n

approx_integral = (h / 3) * (
y_simp[0] +
4 % np.sum(y_simp[l:n:2]) +
2 % np.sum(y_simp[2:n-1:2]) +

y_simp[n]
)
print (f"\tKzelt rtk: {approx_integral:.6f}, n = {n}")

def monte_carlo_hit_and miss(f_lambdified, a, b, num_points):

y_min = 0
y_max = 1
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x_rand = rng.uniform(a, b, num_points)

y_rand = rng.uniform(y_min, y_max, num_points)

f_rand = f_lambdified (x_rand)

under_mask = y_rand <= f_rand

hits = np.sum(under_mask)

approx_integral = (b - a) * y_max % hits / num_points

print (£"\tKzelt rtk: {approx_integral:.6f}, n = {num_points}, nt
— = {hits}")

def monte_carlo_hit_and miss_halton(f_lambdified, a, b, num _points):
y_min = 0

y_max = 1

halton_engine = Halton (d=2, scramble=False)
halton_points halton_engine.random (n=num_points)

x_rand = a + (b - a) * halton_points[:, 0]

y_rand = y_min + (y_max — y_min) = halton_points[:, 1]

f_rand = f_lambdified(x_rand)

under_mask = y_rand <= f_rand

hits = np.sum(under_mask)

approx_integral = (b - a) » y_max % hits / num_points

print (£"\tKzelt rtk: {approx_integral:.6f}, n = {num_points}, nt
— = {hits}™)

def monte_carlo_sampling(f_lambdified, a, b, num_points):

x_rand = np.random.uniform(a, b, num_points)
y_rand = f_lambdified(x_rand)

avg_value = np.mean (y_rand)

approx_integral = (b - a) * avg_value

print (£"\tKzelt rtk: {approx_integral:.6f}, n = {num_points}")

def monte_carlo_sampling_halton(f_lambdified, a, b, num_points):
halton_engine = Halton(d=1, scramble=False)
halton_points = halton_engine.random (n=num_points)
x_rand = a + (b - a) * halton_points.flatten|()

# f(x_rand) rtkek s tlaguk

y_rand = f_lambdified(x_rand)

avg_value = np.mean (y_rand)

approx_integral = (b - a) * avg_value

print (f"\tKzelt rtk: {approx_integral:.6f}, n = {num_points}")

def plot_trapezoidal_subplot (ax, f_lambdified, a, b, n):
x_vals = np.linspace(a, b, 1000)

y_vals = f_lambdified(x_vals)

x_trap = np.linspace(a, b, n + 1)
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y_trap = f_lambdified(x_trap)

h= (o -a) / n
approx_integral = (h / 2) * (y_trap[0] + 2 =
— np.sum(y_trap[l:-1]) + y_trap[-1])

ax.plot (x_vals, y_vals, label="f(x)", color='blue')
for i in range(n):

xs = [x_trapl[i], x_trapli], x_trapl[i+l], x_trapl[i+l]]
ys = [0, y_trapli], y_trapl[i+l], O]

ax.fill(xs, ys, color='orange', edgecolor='black', alpha=0.5)

ax.set_title(f"Kzelt: {float (approx_integral):.6f}, n = {n}",
— fontsize=9)

ax.set_xlabel ("x")

ax.set_ylabel ("f(x)")

ax.grid(True, linestyle='--', alpha=0.6)

def plot_simpson(ax, f_lambdified, a, b, n):

ifn % 2 !'=0:
raise ValueError ("A Simpson-mdszerhez n-nek prosnak kell
— lennie.")

x_vals = np.linspace(a, b, 1000)
y_vals = f_lambdified(x_vals)

X_simp = np.linspace(a, b, n + 1)
y_simp = f_lambdified(x_simp)

h= (b -a /n

approx_integral = (h / 3) * (

y_simp[0] +

4 % np.sum(y_simp[l:n:2]) +

2 % np.sum(y_simp[2:n-1:2]) +
y_simp[n]

ax.plot (x_vals, y_vals, label="f(x)", color='blue')

for i in range (0, n, 2):
x1 = x_simp[i:1+3]
yi = y_simp[i:1i+3]
coeffs = np.polyfit(xi, yi, 2)
parabola = np.polyld(coeffs)
X_par = np.linspace(xi[0], xi[-1], 100)
y_par = parabola (x_par)
ax.fill_between (x_par, y_par, color='green', alpha=0.3)

ax.set_title(f"Kzelt rtk: {approx_integral:.6f}, n = {n}",
— fontsize = 9)
ax.set_xlabel ("x")
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ax.set_ylabel ("f(x)")
ax.grid(True, linestyle='—--', alpha=0.56)

def plot_monte_carlo_hit_and_miss(ax, f_lambdified, a, b,

—

num_points) :
x_vals = np.linspace(a, b, 10000)
y_vals = f_lambdified(x_vals)

y_min = 0

y_max = 1

x_rand = np.random.uniform(a, b, num_points)

y_rand = np.random.uniform(y_min, y_max, num_points)
f rand = £ lambdified (x_rand)

under_mask = y_rand <= f_rand

over_mask = ~under_mask

hits = np.sum(under_mask)

approx_integral = (b - a) * y_max % hits / num_points

ax.plot(x_vals, y_vals, color='blue', label="f(x)")
ax.scatter (x_rand[under_mask], y_rand[under_mask],

— color="green', s=5, alpha=0.6, label='Alatta')

ax.scatter (x_rand[over_mask], y_rand[over_mask], color='red',
— s=5, alpha=0.6, label='Fltte'")

ax.set_title(f"Kzelt rtk: {float (approx_integral):.6f}, \n
— n={num_points}, tallat: {hits}", fontsize=9)
ax.set_xlabel ("x")

ax.set_ylabel ("f(x)")

ax.grid(True, linestyle='--', alpha=0.6)

def plot_monte_carlo_hit_and_miss_halton(ax, f_lambdified, a, b,

—

num_points) :
x_vals = np.linspace(a, b, 10000)

y_vals = f_lambdified(x_vals)
y_min = 0
y_max = 1

halton_engine = Halton (d=2, scramble=False)
halton_points

halton_engine.random (n=num_points)

x_rand = a + (b - a) » halton_points[:, 0]
y_rand = y_min + (y_max - y_min) = halton_points[:, 1]

f rand f lambdified (x_rand)

under_mask = y_rand <= f_rand
over_mask = ~under_mask

hits = np.sum(under_mask)

approx_integral = (b - a) * y_max % hits / num_points
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ax.plot(x_vals, y_vals, color='blue', label="f(x)")
ax.scatter (x_rand[under_mask], y_rand[under_mask],

— color='"green', s=5, alpha=0.6, label='Alatta')

ax.scatter (x_rand[over_mask], y_rand[over_mask], color='red',
—~ s=5, alpha=0.6, label='Fltte')

ax.set_title(
f"Kzelt rtk Halton pontokkal: {float (approx_integral):.6f},
< \n n={num_points}, tallat: {hits}",
fontsize=9

)

ax.set_xlabel ("x")

ax.set_ylabel ("f(x)")

ax.grid(True, linestyle='—-', alpha=0.6)

def plot_monte_carlo_sampling(ax, f_lambdified, a, b, num_points):

x_vals = np.linspace(a, b, 1000)

y_vals = f_lambdified(x_vals)

x_rand = np.random.uniform(a, b, num_points)
y_rand = f_lambdified(x_rand)

avg_value = np.mean (y_rand)

approx_integral = (b - a) * avg_value

ax.plot (x_vals, y_vals, label="f(x)", color='blue')
ax.hlines (avg_value, a, b, color='purple', linestyle='--",
— label='tlag f(x)")

ax.scatter (x_rand, y_rand, color='orange', s=10, alpha=0.4,
— label="mintk")
ax.fill_between (x_vals, 0, y_vals, alpha=0.2, color='blue')

ax.set_title(f"Kzelt rtk: {approx_integral:.6f},
— n={num_points}", fontsize=9)

ax.set _xlabel ("x")

ax.set_ylabel ("f(x)")

ax.grid(True, linestyle='--', alpha=0.6)

def plot_monte_carlo_sampling halton(ax, f_lambdified, a, b,

—

num_points) :
x_vals = np.linspace(a, b, 1000)
y_vals = f_lambdified(x_vals)

halton_engine Halton (d=1, scramble=False)
halton_points halton_engine.random (n=num_points)
x_rand = a + (b - a) * halton_points.flatten|()

y_rand = f_lambdified(x_rand)
avg_value = np.mean (y_rand)
approx_integral = (b - a) * avg_value
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ax.plot(x_vals, y_vals, label="f(x)", color='blue')
ax.hlines (avg_value, a, b, color='purple', linestyle='--",
« label='tlag f£(x)")

ax.scatter (x_rand, y_rand, color='orange', s=10, alpha=0.4,
— label="mintk")
ax.fill_between (x_vals, 0, y_vals, alpha=0.2, color='blue')

ax.set_title(
f"Kzelt rtk Halton pontokkal: {approx_integral:.6f},
<~ n={num_points}",
fontsize=9

ax.set_xlabel ("x")
ax.set_ylabel ("f(x)")

ax.grid(True, linestyle='--', alpha=0.6)
X = sp.Symbol ('x")
f =1/ (1 + x*x*2)
a = -5
b =25
f_lambdified = sp.lambdify(x, f, modules=['numpy'])
exact_integral = float(sp.integrate(f, (x, a, Db)))

x_vals = np.linspace(a, b, 10000)
y_vals = f_lambdified(x_vals)

plt.figure(figsize=(2, 2))

plt.plot (x_vals, y_vals, label=fr"S${sp.latex(f)}s$", color='b'")
plt.axhline (0, color='black', linewidth=1)

plt.axvline (0, color='black', linewidth=1)

plt.grid(True, linestyle='--'", alpha=0.56)

plt.xlabel ("x")

plt.ylabel ("f (x)")

plt.legend()

plt.title("A fggvny brzolsa")

plt.show ()

n_values = [2, 10, 20, 30, 40, 50, 100]
print ("Trapz mdszer:")
for n in n_values:

approx_trapezodal (f_lambdified, a, b, n)

print ("Simpson mdszer:")
for n in n_values:
approx_simpson (f_lambdified, a, b, n)

n_mc = [500, 1000, 5000, 10000, 20000, 50000, 100000, 200000,
— 300000, 500000, 1000000, 2000000, 3000000]
print ("Monte Carlo - Hit and miss:")
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for n in n_mc:
monte_carlo_hit_and miss (f_lambdified, a, b, n)

print ("Monte Carlo - Hit and miss - Halton:")
for n in n_mc:
monte_carlo_hit_and_miss_halton(f_lambdified, a, b, n)

print ("Monte Carlo - Sampling:")
for n in n_mc:
monte_carlo_sampling(f_lambdified, a, b, n)

print ("Monte Carlo - Sampling method - Halton:")
for n in n_mc:
monte_carlo_sampling_halton(f_lambdified, a, b, n)

fig, axes = plt.subplots (2, 3, figsize=(7, 7))

fig.suptitle (f"Numerikus s Monte-Carlo mdszerek sszehasonltsa.
— Pontos rtk: {float (exact_integral):.6f}", fontsize=12)
fig.tight_layout (rect=[0, 0, 1, 0.95])

axes_flat = axes.flatten()

plot_trapezoidal_subplot (axes_flat[0], f_lambdified, a, b, 10)
plot_simpson(axes_flat[3], f_lambdified, a, b, 10)
plot_monte_carlo_hit_and _miss (axes_flat[1], f_lambdified, a, b, 1000)
plot_monte_carlo_sampling(axes_flat[4], f_lambdified, a, b, 1000)
plot_monte_carlo_hit_and miss_halton (axes_flat[2], f_lambdified, a,
— Db, 1000)

plot_monte_carlo_sampling halton (axes_flat[5], f_lambdified, a, b,
- 1000)

plt.tight_layout ()

plt.show ()

monte_carlo_animated.py

A monte_carlo_animated.py animécié segitségével mutatja be a Monte-Carlo elutasi-
tasi modszer miikodését. Az animaciét meg lehet allitani, €s folytatni. A kozelitendd hatdrozott
integral : foz(ac2 + 1)dz.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import matplotlib.animation as animation
from matplotlib.widgets import Button

def f (x):
return x**2 + 1

a, b =20, 2

max_y = f(b)
n_points = 0
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x_inside, y_inside = [], []
x_outside, y_outside = [], []

fig, ax = plt.subplots/()
plt.subplots_adjust (bottom=0.15)
ax.set_xlim(a-0.1, b+0.1)
ax.set_ylim(0-0.1, max_y + 0.1)
ax.set_aspect ('equal')
ax.set_xlabel ("x")
ax.set_ylabel ("y")

x_vals = np.linspace(a, b, 500)

y_vals = f(x_vals)

ax.plot (x_vals, y_vals, color='blue', label='f(x) = x'")

scat_inside = ax.scatter([], [], color='green', s=10, label='Fggvny
-~ alatt")

scat_outside = ax.scatter([], [], color='red', s=10, label='Fggvny
- felett')

text_estimate = fig.text (0.5, 0.96, '', ha='center', fontsize=10)
text_hits = fig.text (0.5, 0.92, '', ha='center', fontsize=10)

is_running = [False]

def init () :
scat_inside.set_offsets (np.empty ((0, 2)))
scat_outside.set_offsets (np.empty ((0, 2)))
text_estimate.set_text ('"'")
text_hits.set_text (''")
return scat_inside, scat_outside, text_estimate, text_hits

def update (frame) :
if not is_running[O]:
return scat_inside, scat_outside, text_estimate, text_hits

global n_points, x_inside, y_inside, x_outside, y_outside

x_rand = np.random.uniform(a, b)
y_rand = np.random.uniform(0, max_y)
n_points += 1

if y_rand <= f(x_rand):
X_inside.append (x_rand)
y_inside.append (y_rand)
else:
x_outside.append (x_rand)
y_outside.append (y_rand)

scat_inside.set_offsets(np.column_stack ((x_inside, y_inside)))
scat_outside.set_offsets (np.column_stack ((x_outside, y_outside)))
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ratio = len(x_inside) / n_points
area = (b — a) » max_y
estimate = ratio * area

text_estimate.set_text (f"Kzeltett integrl: {estimate:.4f}")
text_hits.set_text (f"Tallatok szma: {len(x_inside)}; Pontok
— szma: {n_points}")

return scat_inside, scat_outside, text_estimate, text_hits

ax_pause = plt.axes([0.7, 0.05, 0.1, 0.0757])
btn_pause = Button (ax_pause, 'Pause')

ax_continue = plt.axes([0.81, 0.05, 0.1, 0.0757)
btn_continue = Button(ax_continue, 'Continue')

def pause (event) :
is_running[0] = False

def cont (event) :
is_running[0] = True

btn_pause.on_clicked (pause)
btn_continue.on_clicked (cont)

ani = animation.FuncAnimation (
fig, update, init_func=init, interval=500, blit=False,
frames=None, save_count=500, cache_frame_data=False

plt.tight_layout
plt.show ()

kettos_trapez_sulyok.py

A kettos_trapez_sulyok.py apontok silyait mutatja be a trapéz modszer alkalmazasa
esetén dbrakkal szemléltetve.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def trapez_sulyok(n, m):
weights = np.ones((n + 1, m + 1))
for i in range(n+1):
for j in range (m+1l):

if (i == 0 or i == n) and (j == 0 or j == m)
weights[i, Jj] = 1 # sarok

elif (i == 0 or 1 == n) or (j == 0 or j == m)
weights[i, Jj] = 2

else:
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weights[i, j] = 4
return weights

def plot_kettos_trapez_sulyok (ax, x_intervals, y_intervals, n, m):
xa, xXb = x_intervals
ya, yb
x_vals = np.linspace(xa, xb, n + 1)
y_vals = np.linspace(ya, yb, m + 1)

y_intervals

X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals, indexing='ij')
W = trapez_sulyok (n, m)

colors {1: 'black', 2: 'purple', 4: 'blue'}
labels {1: '"Sarok (1)', 2: 'Szln (2)', 4: 'Bels (4)"' }
plotted_labels = set ()

for i in range(n + 1):
for j in range(m + 1):

weight = W[i, 7]
color = colors[weight]
label = labels[weight] if weight not in plotted_labels
—~ else None
ax.scatter (X[i, Jjl, YI[i, 3Jj], color=color, s=50,
— label=label)
ax.text (X[1i, 3Jj]1+0.025, Y[i, Jj], str(int (weight)),
— color='black', fontsize=10)
plotted_labels.add (weight)

ax.set_title(f"n = {n}, m = {m}")
ax.set_xlabel ("x")
ax.set_ylabel ("y")

a, b=20, 1
c, d=20, 1
n, m= 2, 2

fig = plt.figure(figsize=(10, 5))
axl = fig.add_subplot(l, 2, 1)
ax2 fig.add_subplot (1, 2, 2)

plot_kettos_trapez_sulyok (axl, (a, b), (c, d), n, m)
n, m= 3, 2
plot_kettos_trapez_sulyok (ax2, (a, b), (c, d), n, m)

plt.tight_layout ()
plt.show ()

kettos_simpson_bemutatasaZ2.py

A kettos_simpson_bemutatasa?2.py a pontok silyait mutatja be a Simpson-mddszer
alkalmazdsa esetén dbrdkkal szemléltetve.
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

def simpson_weights (nx, ny):
weights = np.ones((nx + 1, ny + 1))
for i in range(nx + 1):
for j in range(ny + 1):
if (i == 0 or i == nx) and (j == 0 or j == ny):
weights[i, Jj] = 1 # sarok
elif (i == 0 or 1 == nx) or (j == 0 or j == ny):
if i $ 2 ==0 and j % 2 == 0:
weights[i, j] = 2 # szln (de nem sarok) - egy
— illesztes sarka
else:
weights[i, j] = 4 # szln (de nem sarok) - egy
— 1lleszts kt sarka kzt
elif i $ 2 == 1 and j % 2 == 1:
weights[i, j] = 16 # bels, mindkett pratlan
elif i $ 2 == 0 and j % 2 ==
weights[i, j] = 4 # bels, mindkett pros
else:
weights[i, j] = 8 # vegyes (egyik pros, msik
— pratlan)
return weights
def plot_kettos_simpson_sulyok (ax, x_interval, y_interval, n, m):
a, b = x_interval
c, d = y_interval
x_vals = np.linspace(a, b, n + 1)
y_vals = np.linspace(c, d, m + 1)
X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals, indexing='ij")
W = simpson_weights(n, m)
colors = {1: 'black', 2: 'purple', 4: 'blue', 8: 'orange',K 16:
- 'red'}
labels = {1: 'Sarok (1)', 2: 'Szln (2)', 4: 'Szln (4)', 8:
— 'Vegyes (8)', 16: 'Bels (16)"}

plotted_labels set ()

for i in range(n + 1):
for j in range(m + 1):

lotted_labels

weight = W[i, J]

color = colors|[weight]

label = labels[weight] if weight not in p

< else None

ax.scatter (X[i, jl, YI[i, 3Jj], color=color, s=50,
— label=label)

ax.text (X[1, 3j]+0.025, Y[i, Jj], str(int (weight)),

— color="'black', fontsize=10)
plotted_labels.add (weight)
ax.set_title(f"n = {n}, {m}™)

m
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ax.set_xlabel ("x")
ax.set_ylabel ("y")

a, b =20, 1
c, d=20, 1
n, m=4, 2

fig = plt.figure(figsize=(10, 5))

axl = fig.add_subplot (1, 2, 1)

ax2 fig.add_subplot (1, 2, 2)
plot_kettos_simpson_sulyok (axl, (a, b), (c, 4d), 2, 2)
plot_kettos_simpson_sulyok (ax2, (a, b), (c, 4d), 4, 2)
plt.tight_layout ()

plt.show ()

kettos_trapez_peldal_n.py

Akettos_trapez_peldal_n.pya fol fol (22 4 y)dydx hatdrozott kettSs integral értékére
ad becslést a trapéz modszer alkalmazasédval és bemutatdsdval abrdkon keresztiil.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import sympy as sp

def trapez_sulyok(n, m):
weights = np.ones((n + 1, m + 1))
for i in range(n+1):
for j in range (m+1):

if (i == 0 or 1 == n) and (j == 0 or j == m):
weights[i, j] =1

elif (i == 0 or 1 == n) or (j == 0 or j == m)
weights[i, Jj] = 2

else:
weights[i, j] = 4

return weights

def plot_2d_function (func, x_interval, y_interval):

a, b = x_interval
c, d = y_interval
num_points_x = int (abs(b - a) = 100)
num_points_y = int(abs(d - c) = 100)

X = np.linspace(a, b, num_points_x)

y = np.linspace(c, d, num_points_y)

X, Y = np.meshgrid(x, vy, indexing='ij")
Zz = func (X, Y)

fig = plt.figure(figsize=(10, 7))

ax = fig.add_subplot (111, projection='3d")
ax.plot_surface(X, Y, Z, cmap='viridis', edgecolor='k',
— alpha=0.8)
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ax.set_title("Ktdimenzis fggvny brzolsa")
ax.set _xlabel ("x")

ax.set_ylabel ("y")

ax.set_zlabel ("f(x, v)")
plt.tight_layout ()

plt.show ()

def plot_kettos_trapez_nm(ax, f_numpy, xa, xb, vya, yb, n, m =

if m ==
m = n
hx = (xb - xa) / n
hy = (yb - ya) / m
x_vals = np.linspace(xa, xb, n + 1)

y_vals = np.linspace(ya, yb, m + 1)

X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals, indexing='ij')

Z = f_numpy (X, Y)

weights = trapez_sulyok (n, m)

approx_integral = (hx * hy / 4) * np.sum(Z » weights)

ax.plot_surface(X, Y, Z, cmap='viridis', edgecolor='k',

— alpha=0.7)

ax.set_title(f"Kzelt rtk: {approx_integral:.

< {m}")

ax.set_xlabel ("x")

ax.set_ylabel ("y")

ax.set_zlabel ("f(x, v)")

ax.scatter (X, Y, Z, color='red', s=10)

a, b =20, 1
c, d=20, 1

X, y = sp.symbols('x y")
f_sym = x*x%x2 + y
exact_integral = sp.integrate(f_sym, (y, c, d),

6f}, n = {n},

(x, a, b))

f_numpy = sp.lambdify((x, y), f_sym, modules=['numpy'])

plot_2d_function (f_numpy, (0, 1), (0, 1))

fig = plt.figure(figsize=(12, 6))

fig.suptitle (f"Trapz mdszer ketts integrl esetn
— {float (exact_integral) :.6f}", fontsize=12)
fig.tight_layout (rect=[0, 0, 1, 0.95])

axl = fig.add_subplot(l, 3, 1, projection='3d")
ax2 = fig.add_subplot(l, 3, 2, projection='3d")
ax3 fig.add_subplot (1, 3, 3, projection='3d")
plot_kettos_trapez_nm(axl, f_numpy, a, b, c, d,
plot_kettos_trapez_nm(ax2, f_numpy, a, b, c, d,

90

\n Pontos rtk:

2)
10)

m =



plot_kettos_trapez_nm(ax3, f_numpy, a, b, c, d, 20)

plt.tight_layout ()
plt.show ()

fig = plt.figure(figsize=(12, 6))

fig.suptitle (f"Trapz mdszer ketts integrl esetn \n Pontos rtk:
— {float (exact_integral):.6f}", fontsize=12)
fig.tight_layout (rect=[0, 0, 1, 0.95])

axl = fig.add_subplot(l, 3, 1, projection='3d")

ax2 fig.add_subplot (1, 3, 2, projection='3d")

ax3 fig.add_subplot (1, 3, 3, projection='3d")
plot_kettos_trapez_nm(axl, f_numpy, a, b, ¢, 4, 2, 3)
plot_kettos_trapez_nm(ax2, f_numpy, a, b, c, 4, 7, 5)
plot_kettos_trapez_nm(ax3, f_numpy, a, b, c, 4, 17, 18)
plt.tight_layout ()

plt.show ()

kettos_simpson_bemutatasa_kozelites.py

Akettos_simpson_bemutatasa_kozelites.pyaj;j;@?+yﬁ@dthébﬂﬁﬂmb
t6s integral értékére ad becslést a Simpson-modszer alkalmazdsdval és bemutatasaval dbrdkon
keresztiil.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

import sympy as sp

def simpson_weights_for plot (nx, ny):
weights = np.ones((nx + 1, ny + 1))
for i in range(nx + 1):
for j in range(ny + 1):

if (i == 0 or 1 == nx) and (j == 0 or j == ny):
weights([i, j] = 1 # sarok
elif (i == 0 or 1 == nx) or (j == 0 or j == ny):
if i $ 2 ==0 and j % 2 == 0:
weights[i, j] = 2 # szln (de nem sarok) - egy
— illesztes sarka
else:
weights[i, j] = 4 # szln (de nem sarok) - egy
— 1lleszts kt sarka kzt
elif i $ 2 == 1 and j % 2 == 1:
weights[i, j] = 16 # bels, mindkett pratlan
elif i % == 0 and j % 2 ==
weights([i, j] = 4 # bels, mindkett pros
else:
weights[i, j] = 8 # vegyes (egyik pros, msik

— pratlan)
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return weights

def simpson_weights_for_approx(n, m):
weights = np.ones((n + 1, m + 1))

for i in range(n + 1):

for j in range(m + 1)
wx = 4 if 1 $ 2 == 1 else 2
wy = 4 if §J % 2 == 1 else 2
if i == 0 or 1 ==
wx = 1
if j == 0 or j == n:
wy = 1
weights[i, J] = wx * wy

return weights

def approx_simpson(ax, f, xa, xb, ya, vb, n, m):
hx = (xb - xa) / n
hy = (yb - ya) / m

x_vals = np.linspace(xa, xb, n + 1)

y_vals = np.linspace(ya, yb, m + 1)

X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals, indexing='ij")
Z = £(X, Y)

W = simpson_weights_for_approx(n, m)

approx_integral = (hx * hy / 9) % np.sum(Z = W)
print (f"Kzelt rtk: {approx_integral:.6f}, n = {n}, m = {m}")

WPlot = simpson_weights_for_plot (n, m)

ax.plot_surface(X, Y, 72, cmap='viridis', alpha=0.6,

— edgecolor="k")

colors = {1: 'black', 2: 'purple', 4: 'blue', 8: 'orange',K 16:
- 'red'}

for i in range(n + 1):
for j in range(m + 1):
weight = WPlot[i, 7J]
color = colors[weight]
ax.scatter (X[i, 3j1, YI[i, 3], Z2[i, J], color=color, s=50)

ax.set_title(f"Kzelt rtk: {approx_integral:.6f}, n = {n}, m =
- {m}")

ax.set_xlabel ("x")

ax.set_ylabel ("y")
ax.set_zlabel ("f(x, v)")

X, y = sp.symbols('x y'")

f_expr = x*x%x2 + vy

f_lambdified = sp.lambdify((x, y), f_expr, modules=['numpy'])
exact_integral = sp.integrate(f_expr, (y, 0, 1), (x, 0, 1))
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a, b =20,
c, d =20, 1

print (f"Simpson mdszer bemutatsa\n\tPontos rtk:
— {float (exact_integral):.6f}")

fig = plt.figure(figsize=(6, 4))

axl = fig.add_subplot (1, 3, 1, projection='3d")
ax2 = fig.add_subplot (1, 3, 2, projection='3d")
ax3 = fig.add_subplot(l, 3, 3, projection='3d")

approx_simpson (axl, f_lambdified, O, 1, 0, 1, 2, 2)
approx_simpson (ax2, f_lambdified, 0, 1, 0, 1, 4, 2)
approx_simpson (ax3, f_lambdified, O, 1, 0, 1, 8, 6)

plt.tight_layout ()
plt.show ()

kettos_monte_carlo_peldal.py

<Akettos_monte_carlo_peldal.pyaj;jg@?+yﬁ@d$hmmbﬂﬁﬂwn6sm&gnﬂéﬂé
kére ad becslést a Monte-Carlo mdédszerek alkalmazasaval és bemutatasaval abrakon keresztiil.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

import sympy as sp
from scipy.stats import gmc

def plot_monte_carlo_hit_and_miss(ax, f, xa, xb, va, yb, n):
x_vals = np.linspace(xa, xb, 1000)
y_vals = np.linspace(ya, yb, 1000)
X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals)
Z = f£(X, Y)

z_max = Z.max ()

x_rand = np.random.uniform(xa, xb, n)
y_rand = np.random.uniform(ya, yb, n)
z_rand = np.random.uniform(0, z_max, n)

f _vals = f(x_rand, y_rand)

hits_mask = z_rand <= f_vals

hits = np.sum(hits_mask)

box_volume = (xb - xa) * (yb - ya) * z_max
approx_integral = box_volume = (hits / n)

print (f"Hit-and-Miss - MT: {approx_integral:.6f}, n = {n},
— tallat: {hits}")

nx, ny = 50, 50
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def

x_vals = np.linspace(xa, xb, nx)

y_vals = np.linspace(ya, yb, ny)

X
z

ax

ax.

ax.

ax.

ax

ax.
ax.

pl

Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals)
= £(X, Y)

.plot_surface (X, Y, Z, cmap='viridis', alpha=0.7,
edgecolor="none')

scatter
z_rand

x_rand[hits_mask], y_rand[hits_mask],
hits_mask], color='green', s=1, label='Tallat')
x_rand[~hits_mask], y_rand[~hits_mask],
~hits_mask], color='red', s=1, label='Hiba')

scatter

— o~ o~

z_rand

set_title(f"Elutastsi mdszer - pszeudovletlen pontokkal:

{approx_integral:.6f},\n n = {n}, tallat: {hits}", fontsize

= 9)
.set_xlabel('x")
set_ylabel ('y"')
set_zlabel('z")

ot_monte_carlo_hit_and_miss_with_halton(ax, f, xa, xb, vya,

n) :

X_

y_

X
z

vals = np.linspace(xa, xb, 1000)

vals = np.linspace(ya, yb, 1000)
Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals)
= £(X, Y)

z_max = Z.max ()

sampler = gmc.Halton (d=3, scramble=True)

ha

X_
y_
z_

f vals

hi
hi

VO

lton_points = sampler.random (n)

rand = xa + (xb - xa) * halton_points[:, 0]
ya + (yb - ya) % halton_points[:, 1]
0 + z_max » halton_points[:, 2]
f(x_rand, y_rand)

ts = z_rand <= f_vals

t_count = np.sum(hits)

rand
rand

lume = (xb - xa) » (yb - ya) % z_max

approx_integral = volume »* (hit_count / n)
int (f"Hit-and-Miss - Halton-pontokkal: {approx_integral:.6f},

pr

—

ax
<
ax
<
ax

—

n = {n}, tallat: {hit_count}")

.plot_surface (X, Y, Z, cmap='viridis', alpha=0.6,
edgecolor="none')

.scatter (x_rand[hits], y_rand[hits], z_rand[hits],
color='"'green', s=1, label='Tallat (alatta)"')

.scatter (x_rand[~hits], y_rand[~hits], z_rand[~hits],
color="'red', s=1, label='Mell (fltte)")
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def

def

ax.set_title(f"Elutastsi mdszer - Halton-pontokkal:

— {approx_integral:.6f},\n n = {n}, tallat: {hit_count}",
— fontsize = 9)

ax.set_xlabel('x")
ax.set_ylabel ('y")
ax.set_zlabel('z")

\l

plot_monte_carlo_sampling(ax, f, xa, xb, ya, yb, n):
x_rand = np.random.uniform(xa, xb, n)
np.random.uniform(ya, yb, n)

y_rand

f_rand = f(x_rand, y_rand)
area = (xb - xa) * (yb - ya)
approx_integral = area » np.mean (f_rand)

print (f"Sampling - MT: {approx_integral:.6f}, n = {n}")
nx, ny = 50, 50

x_vals = np.linspace (xa, xb, nx)

y_vals = np.linspace(ya, yb, ny)

X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals)

Z = £(X, Y)

ax.plot_surface(X, Y, 72, cmap='viridis', alpha=0.6,

— edgecolor="'none')

ax.scatter (x_rand, y_rand, f_rand, color='blue', s=1, label='MT
— pontok")

ax.set_title(f"Mintavtelezs - pszeudovletlen pontokkal:
« {approx_integral:.6f}, \n n = {n}", fontsize = 9)
ax.set_xlabel ('x")

ax.set_ylabel ('y")

ax.set_zlabel ('f(x, v)")

plot_monte_carlo_sampling with_halton(ax, £, xa, xb, vya, yb, n):
sampler = gmc.Halton (d=2, scramble=True)
halton_points = sampler.random (n)

x_halton = xa + (xb - xa) = halton_points[:, 0]
y_halton ya + (yb - ya) = halton_points[:, 1]
f_vals = f(x_halton, y_halton)

area = (xb - xa) * (yb - vya)

approx_integral = area x np.mean(f_vals)

print (f"Sampling - Halton pontokkal: {approx_integral:.6f}, n =
- {n}")

nx, ny = 50, 50

X_vals = np.linspace(xa, xb, nx)
Y_vals = np.linspace(ya, yb, ny)
X, Y = np.meshgrid(X_vals, Y_vals)
Zz = f£(X, Y)
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ax.plot_surface(X, Y, Z, cmap='viridis', alpha=0.6,
— edgecolor="'none')

ax.scatter (x_halton, y_halton, f_vals, color='darkorange', s=1,
— label='Halton pontok")

ax.set_title(f"Mintavtelezs - Halton pontokkal:

« {approx_integral:.6f},\n n = {n}", fontsize = 9)
ax.set_xlabel ('x")

ax.set_ylabel ('y")

ax.set_zlabel ('f(x, v)")

a, b =20, 1

c, d =20, 1

X, y = sp.symbols('x y'")

f_expr = x*x%2 + vy

f_lambd = sp.lambdify((x, y), f_expr, modules=["'numpy'])
exact_integral = sp.integrate(f_expr, (y, a, b), (x, c, d))

fig = plt.figure(figsize=(10, 7))
fig.suptitle (f"Monte Carlo mdszerek bemutatsa ketts integrlok
< kzeltsre:\nPontos rtk:{exact_integral:.6f}")

axl = fig.add_subplot (2, 2, 1, projection='3d")
ax2 = fig.add_subplot (2, 2, 2, projection='3d")
ax3 = fig.add_subplot (2, 2, 3, projection='3d")
ax4 = fig.add_subplot (2, 2, 4, projection='3d")

plot_monte_carlo_hit_and _miss(axl, f_lambd, a, b, c, d, 1000)
plot_monte_carlo_hit_and_miss_with_halton (ax2, f_lambd, a, b, c, d,
— 1000)

plot_monte_carlo_sampling(ax3, f_lambd, a, b, c, d, 1000)
plot_monte_carlo_sampling with_halton(ax4, f_lambd, a, b, c, d, 1000)

plt.tight_layout ()
plt.show ()

kettos_monte_carlo_kozelites_peldal.py

Akettos_monte_carlo_kozelites_peldal.pya fol fol (22 +y)dydx hatérozott ket-
t6s integrél értékére ad becslést a Monte-Carlo médszerek alkalmazasaval.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

import sympy as sp
from scipy.stats import gmc

def monte_carlo_hit_and miss(f, x_interval, y_interval, n):

Xa, xb = x_interval
ya, yb = y_interval
x_vals = np.linspace(xa, xb, 1000)
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def

y_vals = np.linspace(ya, yb, 1000)

X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals)

z = £(X, Y)

z_max = Z.max ()

x_rand = np.random.uniform(xa, xb, n)
y_rand = np.random.uniform(ya, yb, n)
z_rand = np.random.uniform(0, z_max, n)

f vals = f(x_rand, y_rand)

hits_mask = z_rand <= f_vals

hits = np.sum(hits_mask)

box_volume = (xb - xa) * (yb — ya) * z_max
approx_integral = box_volume * (hits / n)

return approx_integral, hits

monte_carlo_hit_and_miss_halton(f, x_interval, y_interval,
xa, xb = x_interval
va, yb = y_interval
x_vals

np.linspace(xa, xb, 1000)
y_vals = np.linspace(ya, yb, 1000)
X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals)
Z = £(X, Y)

z_max = Z.max ()

sampler = gmc.Halton (d=3, scramble=True)

halton_points = sampler.random (n)

x_rand = xa + (xb - xa) * halton_points[:, 0]
y_rand = ya + (yb - ya) * halton_points[:, 1]
z_rand = 0 + z_max % halton_points[:, 2]

f _vals = f(x_rand, y_rand)

hits = z_rand <= f_vals

hit_count = np.sum(hits)

volume = (xb - xa) * (yb - ya) * z_max

approx_integral = volume * (hit_count / n)
return approx_integral, hit_count

monte_carlo_sampling(f, x_interval, y_interval, n):

Xxa, xb = x_interval

ya, yb = y_interval

x_rand = np.random.uniform(xa, xb, n)
y_rand = np.random.uniform(ya, yb, n)

f _rand = f(x_rand, y_rand)

area = (xb - xa) * (yb - ya)
approx_integral = area * np.mean (f_rand)
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return approx_integral

def monte_carlo_sampling_halton(f, x_interval, y_interval, n):
Xa, xb = x_interval
ya, yb = y_interval
sampler = gmc.Halton(d=2, scramble=True)
halton_points = sampler.random (n)

x_halton = xa + (xb - xa) = halton_points[:, 0]
y_halton = ya + (yb - ya) » halton_points[:, 1]
f vals = f(x_halton, y_halton)

area = (xb - xa) * (yb - vya)
approx_integral = area x np.mean(f_vals)
return approx_integral

a, b =20, 1

c, d=20, 1

X, y = sp.symbols('x y'")

f_expr = x*x%x2 + vy

f_lambd = sp.lambdify((x, y), f_expr, modules=["'numpy'])
exact_integral = sp.integrate(f_expr, (y, a, b), (x, c, d))
print (f"Pontos rtk: {exact_integral:.6f}")

num_points = [1000, 5000, 10000, 50000, 100000, 500000 1]

print ("Hit and Miss - pszeudovletlen:")

for n in num_points:
approx, hits = monte_carlo_hit_and miss (f_lambd, (a, b), (c, d),
— n)

for i in range(l, 20):
approx_new, hits_new = monte_carlo_hit_and miss(f_lambd, (a,
< b)), (c, d), n)

if np.abs(exact_integral - approx_new) <
— np.abs(exact_integral - approx):
AppProx = approx_new

hits = hits_new
print (f"\tKzelt rtk: {approx:.6f}, n = {n}, nt = {hits}")

print ("Hit and Miss - Halton:")
for n in num_points:
approx, hits = monte_carlo_hit_and_miss_halton (f_lambd, (a, b),
N (c, d), n)
for i in range(l, 20):
approx_new, hits_new =
— monte_carlo_hit_and miss_halton(f_lambd, (a, b), (c, d),

— n)
if np.abs (exact_integral - approx_new) <
— np.abs(exact_integral - approx):

approx = approx_new
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hits = hits_new
print (f"\tKzelt rtk: {approx:.6f}, n = {n}, nt = {hits}")

print ("Sampling - pszeudovletlen:")
for n in num_points:
approx = monte_carlo_sampling(f_lambd, (a, b), (c, d), n)
for i in range (1, 20):
approx_new = monte_carlo_sampling(f_lambd, (a, b), (c, d), n)

if np.abs(exact_integral - approx_new) <
— np.abs(exact_integral - approx):
approx = approx_new

print (f"\tKzelt rtk: {approx:.6f}, n = {n}")

print ("Sampling - Halton:")
for n in num_points:
approx = monte_carlo_sampling_halton (f_lambd, (a, b), (c, d), n)
for i in range (1, 20):
approx_new = monte_carlo_sampling_halton (f_lambd, (a, b),

- (c, d), n)

if np.abs(exact_integral - approx_new) <

— np.abs(exact_integral - approx):
approx = approx_new

print (f"\tKzelt rtk: {approx:.6f}, n = {n}")

kettos_hasonlitas_abrak_peldaZ2.py

A kettos_hasonlitas_abrak_pelda2.py a f02 foi y%dydm hatérozott kettds integral
értékére ad becslést a numerikus €s Monte-Carlo mddszerek alkalmazasaval abrakon keresztiil
szemléltetve.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.stats import gmc

import sympy as sp

def plot_2d_function(ax, func, x_interval, y_interval):

a, b = x_interval
c, d = y_interval
num_points_x = int(abs(b - a) = 500)
num_points_y = int(abs(d - c) = 500)

x = np.linspace(a, b, num_points_x)

y = np.linspace(c, d, num_points_y)

X, Y = np.meshgrid(x, y, indexing='ij")
Zz = func (X, Y)

ax.plot_surface(X, Y, Z, cmap='viridis', edgecolor='none',
— alpha=0.8)

ax.set_xlabel ('x")

ax.set_ylabel ('y")

ax.set_zlabel ('f(x, v)")
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ax.set_aspect ('equal')

def trapez_sulyok(n):
weights = np.ones((n + 1, n + 1))
for i in range(n+l):
for j in range(n+1):

if (1 == 0 or 1 == n) and (j == 0 or j == n):
weights([i, j] = 1 # sarok

elif (i == 0 or 1 == n) or (j == 0 or j == n):
weights[i, Jj] = 2

else:
weights([i, j] = 4

return weights

def plot_kettos_trapez(ax, x_intervals, y_intervals, n):

Xa, xb = x_intervals
ya, yb = y_intervals
x_vals = np.linspace(xa, xb, n + 1)
y_vals = np.linspace(ya, yb, n + 1)

X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals, indexing='ij')
W = trapez_sulyok (n)

colors = {1: 'black', 2: 'purple', 4: 'blue'}
labels = {1: 'Sarok (1)', 2: 'Szln (2)', 4: 'Bels (4)"' }
plotted_labels = set ()

for i in range(n + 1):
for j in range(n + 1):

weight = W[i, Jl
color = colors[weight]
label = labels[weight] if weight not in plotted_labels
— else None
ax.scatter(X[i, jl, YI[i, 3Jj], color=color, s=50,
- label=label)
ax.text (X[1i, 3j1+0.025, Y[i, J], str(int (weight)),
— color="'black', fontsize=10)
plotted_labels.add(weight)

ax.set_title(f"Trapz szably: n = {n}")

ax.set_xlabel ("x")

ax.set_ylabel ("y")

def simpson_weights_for plot(n):
weights = np.ones((n + 1, n + 1))
for i in range(n + 1):
for j in range(n + 1):

if (i == 0 or 1 == n) and (j == 0 or j == n):
weights[i, Jj] = 1 # sarok

elif (i == 0 or 1 == n) or (j == 0 or j == n):
if 1 $ 2 ==0 and j % 2 ==
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def

weights[i, j] = 2 # szln (de nem sarok) - egy
— 1llesztes sarka

else:
weights[i, j] = 4 # szln (de nem sarok) - egy
— 1lleszts kt sarka kzt
elif i $ 2 == 1 and j % 2 == 1:
weights([i, j] = 16 # bels, mindkett pratlan
elif i $ 2 == 0 and j % 2 == 0:
weights([i, j] = 4 # bels, mindkett pros
else:
weights[i, j] = 8 # vegyes (egyik pros, msik

— pratlan)
return weights

plot_simpson(ax, x_intervals, y_intervals, n):

xa, xXb = x_intervals
ya, yb = y_intervals
x_vals = np.linspace(xa, xb, n + 1)
y_vals = np.linspace(ya, yb, n + 1)

X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals, indexing='ij')

WPlot = simpson_weights_for_plot (n)
colors = {1: 'black', 2: 'purple', 4: 'blue', 8: 'orange',K 16:
- 'red'}

labels = {1: 'Sarok (1)', 2: 'Szln (2)', 4: 'Szln (4)', 8:
-~ 'Vegyes (8)', 16: 'Bels (16)"}
plotted_labels = set ()

for i in range(n + 1):
for j in range(n + 1):

weight = WPlot[i, 7J]
color = colors[weight]
label = labels[weight] if weight not in plotted_ labels
— else None
ax.scatter (X[i, jl, YI[i, 3Jj], color=color, s=50,
—~ label=label)
ax.text (X[1i, 3j]1+0.025, Y[i, Jj], str(int (weight)),
— color='black', fontsize=10)
plotted_labels.add (weight)

ax.set_title(f"Simpson-mdszer: n = {n}t")
ax.set_xlabel ("x")

ax.set_ylabel ("y")

plot_racs_szerkezet (ax, f_numpy, xa, xb, va, yb, n):

x_vals = np.linspace(xa, xb, n + 1)
y_vals = np.linspace(ya, vb, n + 1)
X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals, indexing='ij")

Z = f_numpy (X, Y)
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ax.plot_surface(X, Y, Z, cmap='viridis', edgecolor='k',
— alpha=0.7)

ax.scatter(X, Y, Z, color = 'red', s = 5)
ax.set_title(f"Rcs, n = {n}", fontsize = 10)
ax.set_xlabel ("x")

ax.set_ylabel ("y")

ax.set_zlabel ("f(x, v)")

def plot_monte_carlo_hit_and_miss(ax, £, xa, xb, va, yb, n):

x_vals = np.linspace(xa, xb, 10000)
y_vals = np.linspace(ya, yb, 10000)

X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals)

z = £(X, Y)

z_max = Z.max ()

x_rand = np.random.uniform(xa, xb, n)
y_rand = np.random.uniform(ya, yb, n)
z_rand = np.random.uniform(0, z_max, n)

f vals = f(x_rand, y_rand)

hits_mask = z_rand <= f_vals

hits = np.sum(hits_mask)

box_volume = (xb - xa) * (yb - ya) * z_max
approx_integral = box_volume * (hits / n)
x_vals = np.linspace(xa, xb, 100)

y_vals = np.linspace(ya, yb, 100)

X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals)

Zz = £(X, Y)

ax.plot_surface(X, Y, 72, cmap='viridis', alpha=0.7,
— edgecolor="'none')

ax.scatter (x_randl[hits_mask], y_rand[hits_mask],

— z_randlhits_mask], color='green', s=5, label='Tallat')
ax.scatter (x_rand[~hits_mask], y_rand[~hits_mask],

— z_rand[~hits_mask], color='red', s=5, label='Hiba')

ax.set_title(f"Elutastsi mdszer - pszeudovletlen pontokkal:
« {approx_integral:.6f},\n n = {n}, tallat: {hits}", fontsize
- = 12)

ax.set_xlabel ('x")
ax.set_ylabel ('y")
ax.set_zlabel ('f(x, y)")

def plot_monte_carlo_hit_and_miss_with_halton(ax, f, xa, xb, ya, yb,
- n):

x_vals = np.linspace(xa, xb, 10000)
y_vals = np.linspace(ya, yb, 10000)
X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals)
Zz = f£(X, Y)
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Z.max ()
gmc.Halton (d=3,
sampler.random (n)

z_max =
sampler =
halton_points =

scramble=True)

x_rand = xa + (xb - xa) * halton_points]|:
y_rand = ya + (yb - ya) * halton_points]:
z_rand = 0 + z_max % halton_points[:, 2]
f vals = f(x_rand, y_rand)

hits = z_rand <= f vals

hit_count = np.sum(hits)

volume = (xb - xa) * (yb - vya) * z_max

approx_integral = volume =
print (f"Hit-and-Miss - Halton-pontokkal:
—~ n = {n}, tallat: {hit_count}")
xb, 100)
y_vals = yb, 100)
X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals)
z = £(X, Y)
ax.plot_surface (X, Y,
— edgecolor="none')

x_vals = np.linspace (xa,

np.linspace (ya,

Z, cmap='viridis',

.scatter (x_rand[hits], y_rand[hits],
— color='green', s=5, label='Tallat
scatter (x_rand[~hits], y_rand[~hits],
s=5, label="'Mell

ax

ax.
— color='"red',

r 0]
r 1]

(hit_count / n)

{approx_integral:.6f},

alpha=0.6,

z_rand[hits],
(alatta) ")

z_rand[~hits],

(fltte) ")

ax.set_title(f"Elutastsi mdszer - Halton-pontokkal:

— {approx_integral:.6f},\n n = {n}, tallat: {hit_count}",
— fontsize = 12)

ax.set_xlabel('x")

ax.set_ylabel ('y")

ax.set_zlabel ('f(x, v)")

plot_monte_carlo_sampling(ax, f, xa, xb, vya, yb, n):
x_rand = np.random.uniform(xa, xb, n)

y_rand = np.random.uniform(ya, yb, n)

f_rand = f(x_rand, y_rand)

area = (xb - xa) x (yb - vya)

approx_integral = area x np.mean (f_rand)

print (f"Sampling — MT: {approx_integral:.6f}, n = {n}")

nx, ny = 50, 50

x_vals = np.linspace(xa, xb, nx)
y_vals = np.linspace(ya, yb, ny)
X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals)
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ar
Cr

Xy

Z = £(X, Y)
ax.plot_surface(X, Y, 72, cmap='viridis', alpha=0.6,
— edgecolor="none')

ax.scatter (x_rand, y_rand, f_rand, color='blue', s=5, label='MT
— pontok")

ax.set_title(f"Mintavtelezs - pszeudovletlen pontokkal:
« {approx_integral:.6f}, \n n = {n}", fontsize = 12)
ax.set_xlabel ('x")

ax.set_ylabel ('y")

ax.set_zlabel ('f(x, y)")

plot_monte_carlo_sampling with_halton(ax, £, xa, xb, vya, yb, n):

sampler = gmc.Halton (d=2, scramble=True)
halton_points = sampler.random (n)
x_halton = xa + (xb - xa) = halton_points[:, 0]

y_halton = ya + (yb - ya) x halton_points[:, 1]
f _vals = f(x_halton, y_halton)

area = (xb - xa) x (yb - vya)

approx_integral = area x np.mean (f_vals)

print (f"Sampling — Halton pontokkal: {approx_integral:.6f}, n =
= {n}")

nx, ny = 50, 50

X_vals = np.linspace (xa, xb, nx)

Y _vals = np.linspace(ya, yb, ny)

X, Y = np.meshgrid(X_vals, Y_vals)

Z = f£(X, Y)

ax.plot_surface(X, Y, 72, cmap='viridis', alpha=0.6,
— edgecolor="'none')

ax.scatter (x_halton, y_halton, f_vals, color='darkorange',6 s=5,
— label="Halton pontok")

ax.set_title(f"Mintavtelezs - Halton pontokkal:

— {approx_integral:.6f},\n n = {n}", fontsize = 12)
ax.set_xlabel ('x")

ax.set_ylabel ('y")

ax.set_zlabel ('f(x, y)")

b =20, 2
d=0.1, 4
y = sp.symbols('x y'")

f_expr = x/y**2

f_lambd = sp.lambdify((x, y), f_expr, modules=['numpy'])
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fig = plt.figure(figsize=(10, 7))

ax = fig.add_subplot (111, projection='3d")
plot_racs_szerkezet (ax, f_lambd, a, b, c, d, 10)
plt.show ()

fig = plt.figure(figsize=(10, 10))
axl = fig.add_subplot (1,2, 1)
ax2 = fig.add_subplot (1,2, 2)

plot_kettos_trapez(axl, (a, b), (c, d), 10 )
plot_simpson(ax2, (a, b), (c, d), 10)

plt.tight_layout ()
plt.show ()

fig = plt.figure(figsize=(10, 7))
ax3 = fig.add_subplot (1, 2, 1, projection='3d")
ax4 = fig.add_subplot (1, 2, 2, projection='3d")

plot_monte_carlo_hit_and_miss (ax3, f_lambd, a, b, ¢, d, 1000)
plot_monte_carlo_hit_and_miss_with_halton (ax4, f_lambd, a, b, c, d,
— 1000)

plt.tight_layout ()

plt.show ()

fig = plt.figure(figsize=(10, 7))

ax5b fig.add_subplot (1, 2, 1, projection='3d")

axb6 fig.add_subplot (1, 2, 2, projection='3d")
plot_monte_carlo_sampling(ax5, f_lambd, a, b, ¢, d, 1000)
plot_monte_carlo_sampling with_halton (ax6, f_lambd, a, b, c, d, 1000)
plt.tight_layout ()

plt.show ()

kettos_hasonlitas_kozelitesek_peldaZ2.py

z%kettos_hasonlitas_kozelitesek_peldaZ.pya]ﬁjﬁl%dydxhamnmonkaﬁ%
integral értékére ad becslést a numerikus és Monte-Carlo mddszerek alkalmazésaval.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import sympy as sp

from scipy.stats import gmc

from scipy.integrate import dblguad

def approx_trapezoid(f, x_interval, y_interval, n):
xa, xb = x_interval
ya, yb = y_interval
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hx = (xb - xa) / n

hy = (yb - ya) / n

x_vals = np.linspace(xa, xb, n + 1)

y_vals = np.linspace(ya, yb, n + 1)

X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals, indexing='ij')
Zz = £(X, Y)

weights = np.ones_like (2)

weights [0, :] %= 0.5

weights[-1, :] %= 0.5

weights[:, 0] %= 0.5

weights[:, —-1] %= 0.5

approx_integral = hx % hy * np.sum(Z * weights)

print (f"\tKzelt rtk: {approx_integral:.6f}, n = {n}")

def simpson_weights_for_ approx(n) :
weights = np.ones((n + 1, n + 1))

for i in range(n + 1):

for j in range(n + 1):
wx = 4 if 1 % 2 == 1 else 2
wy = 4 if 7 % 2 == 1 else 2
if i == 0 or 1 ==
wx = 1
if j == 0 or j == n:
wy = 1
weights[i, J] = wx * wy

return weights

def approx_simpson (f, x_interval, y_interval, n):

Xxa, xb = x_interval

va, yb = y_interval

hx = (xb - xa) / n

hy = (yb - vya) / n

x_vals = np.linspace(xa, xb, n + 1)

y_vals = np.linspace(ya, yb, n + 1)

X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals, indexing='ij')
Zz = £(X, Y)

W = simpson_weights_for_approx(n)

approx_integral = (hx * hy / 9) * np.sum(Z *» W)

print (£"\tKzelt rtk: {approx_integral:.6f}, n = {n}")

def monte_carlo_hit_and miss(f, x_interval, y_interval, n):

xa, xb = x_interval
ya, yb = y_interval
x_vals = np.linspace(xa, xb, 1000)

y_vals = np.linspace(ya, yb, 1000)
X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals)
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def

7 = £(X, Y)

z_max = Z.max ()
x_rand = np.random.uniform(xa, xb, n)
y_rand = np.random.uniform(ya, yb, n)

z_rand = np.random.uniform(0, z_max, n)

f vals = f(x_rand, y_rand)

hits_mask = z_rand <= f_vals

hits = np.sum(hits_mask)

box_volume = (xb - xa) * (yb - ya) * z_max
approx_integral = box_volume * (hits / n)

return approx_integral, hits

monte_carlo_hit_and_miss_halton(f, x_interval, y_interval,

xa, xb Xx_interval

ya, yb = y_interval

x_vals = np.linspace(xa, xb, 1000)
y_vals = np.linspace(ya, yb, 1000)
X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals)
z = £(X, Y)

z_max = Z.max ()

sampler = gmc.Halton(d=3, scramble=True)

halton_points = sampler.random (n)

x_rand = xa + (xb - xa) * halton_points[:, 0]
y_rand = ya + (yb - ya) * halton_points[:, 1]
z_rand = 0 + z_max % halton_points[:, 2]

f _vals = f(x_rand, y_rand)

hits = z_rand <= f vals

hit_count = np.sum(hits)

volume = (xb - xa) * (yb - vya) * z_max

approx_integral = volume * (hit_count / n)
return approx_integral, hit_count

monte_carlo_sampling(f, x_interval, y_interval, n):

Xxa, xb = x_interval

va, yb = y_interval

x_rand = np.random.uniform(xa, xb, n)
y_rand = np.random.uniform(ya, yb, n)

f _rand = f(x_rand, y_rand)

area = (xb - xa) * (yb - ya)
approx_integral = area * np.mean (f_rand)

return approx_integral
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def monte_carlo_sampling_halton(f, x_interval, y_interval, n):
Xxa, xb = x_interval
ya, yb = y_interval

sampler = gmc.Halton (d=2, scramble=True)
halton_points

sampler.random(n)

x_halton = xa + (xb - xa) = halton_points[:, 0]
y_halton = ya + (yb - ya) = halton_points[:, 1]
f _vals = f(x_halton, y_halton)

area = (xb - xa) x (yb - vya)

approx_integral = area x np.mean (f_vals)

return approx_integral

a, b =20, 2
c, d =

|
O
-

~
NN

X, y = sp.symbols('x y'")

f_expr = x/y**2

f_lambd = sp.lambdify((x, y), f_expr, modules=['numpy'])
exact_integral, _ = dblquad(lambda y, x: f_lambd(x, y), a, b, lambda
-~ X: ¢, lambda x: d)

num_intervals = [10, 20, 50, 100, 150, 200, 250, 300, 350, 400, 450,
&  500]
num_points = [1000, 5000, 10000, 50000, 100000, 500000, 1000000,

— 2000000, 3000000 1
print (f"Pontos rtk: {exact_integral:.6f}")

print ("Trapz mdszer alkalmazsa:")
for n in num intervals:
approx_trapezoid (f_lambd, (a, b), (c, d), n)

print ("Simpson mdszer alkalmazsa:")
for n in num intervals:
approx_simpson (f_lambd, (a, b), (c, d), n)

print ("Hit and Miss - pszeudovletlen:")
for n in num_points:
approx, hits = monte_carlo_hit_and_miss (f_lambd, (a, b), (c, d),
— n)
for i in range (1, 20):
approx_new, hits_new = monte_carlo_hit_and _miss(f_lambd, (a,
- b), (¢, d), n)

if np.abs(exact_integral - approx_new) <
— np.abs(exact_integral - approx):
approx = approx_new
hits = hits_new

print (£"\tKzelt rtk: {approx:.6f}, n = {n}, nt = {hits}")
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print ("Hit and Miss - Halton:")
for n in num_points:
approx, hits = monte_carlo_hit_and_miss_halton (f_lambd, (a, b),
- (c, d), n)
for i in range (1, 20):
approx_new, hits_new =
— monte_carlo_hit_and miss_halton(f_lambd, (a, b), (c, d),

— n)
if np.abs(exact_integral - approx_new) <
— np.abs(exact_integral - approx):
approx = approx_new
hits = hits_new

print (f"\tKzelt rtk: {approx:.6f}, n = {n}, nt = {hits}")

print ("Sampling - pszeudovletlen:")
for n in num_points:
approx = monte_carlo_sampling(f_lambd, (a, b), (c, d), n)
for i in range(l, 20):
approx_new = monte_carlo_sampling(f_lambd, (a, b), (c, d), n)
if np.abs(exact_integral - approx_new) <
— np.abs(exact_integral - approx):
approx = approx_new
print (£"\tKzelt rtk: {approx:.6f}, n = {n}")

print ("Sampling - Halton:")
for n in num_points:
approx = monte_carlo_sampling_halton (f_lambd, (a, b), (c, d), n)
for i in range (1, 20):
approx_new = monte_carlo_sampling_halton(f_lambd, (a, b),

— (cl d)l fl)
if np.abs(exact_integral - approx_new) <
— np.abs(exact_integral - approx):

aApprox = approx_new
print (£"\tKzelt rtk: {approx:.6f}, n = {n}")

kettos_hasonlitas_abrak_pelda3.py

f\kettos_hasonlitas_abrak_pelda3.pyajjlﬁi\/4——x2—@dedthﬁﬂmoukeb
t0s integral értékére ad becslést a numerikus és Monte-Carlo mddszerek alkalmazasédval dbrdkon
keresztiil szemléltetve.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.stats import gmc

import sympy as sp
from scipy.integrate import dblquad

def plot_2d_function(ax, func, x_interval, y_interval):
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def

def

a, b = x_interval
c, d = y_interval
num_points_x = int(abs(b - a) = 500)
num_points_y = int(abs(d - c) = 500)

X = np.linspace(a, b, num_points_x)

y = np.linspace(c, d, num_points_y)

X, Y = np.meshgrid(x, y, indexing='ij")
Zz = func (X, Y)

ax.plot_surface(X, Y, Z, cmap='viridis',
— alpha=0.8)

ax.set_xlabel ('x")

ax.set_ylabel ('y")

ax.set_zlabel ('f(x, v)")

trapez_sulyok(n) :

weights = np.ones((n + 1, n + 1))
for i in range(n+l):
for j in range(n+1):
if (i == 0 or i == n) and (j ==
weights[i, j] = 1 # sarok
elif (i == 0 or 1 == n) or (j ==
weights([i, j] = 2
else:
weights([i, j] = 4

return weights

plot_kettos_trapez (ax, x_intervals, y_intervals, n):
Xa, xb = x_intervals
ya, yb = y_intervals
x_vals = np.linspace(xa, xb, n + 1)
y_vals = np.linspace(ya, yb, n + 1)
X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals, indexing='ij')
W = trapez_sulyok (n)
colors = {1: 'black', 2: 'purple', 4: 'blue'}
labels = {1: 'Sarok (1)', 2: 'Szln (2)', 4: 'Bels (4)"' }
plotted_labels = set ()
for i in range(n + 1):
for j in range(n + 1):
weight = W[i, 7Jl
color = colors[weight]
label = labels[weight] if weight not in plotted_labels
— else None
ax.scatter (X[i, jl, YI[i, 3Jj], color=color, s=50,
— label=label)
ax.text (X[1, 3j]1+0.025, Y[i, 3J], str(int (weight)),

— color="'black', fontsize=10)
plotted_labels.add (weight)
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ax.set_title(f"Trapz szably: n = {n}")
ax.set_xlabel ("x")
ax.set_ylabel ("y")

def simpson_weights_for plot(n):
weights = np.ones((n + 1, n + 1))
for i in range(n + 1):
for j in range(n + 1):

if (i == 0 or 1 == n) and (j == 0 or j == n):
weights([i, j] = 1 # sarok
elif (i == 0 or 1 == n) or (j == 0 or j == n):
if i $ 2 ==0 and j % 2 ==
weights[i, j] = 2 # szln (de nem sarok) - egy
— 1llesztes sarka
else:
weights[i, j] = 4 # szln (de nem sarok) - egy
— 1lleszts kt sarka kzt
elif i $ 2 == 1 and j % 2 == 1:
weights([i, j] = 16 # bels, mindkett pratlan
elif 1 % == 0 and j $ 2 == 0:
weights[i, j] = 4 # bels, mindkett pros
else:
weights[i, j] = 8 # vegyes (egyik pros, msik

— pratlan)
return weights

def plot_simpson(ax, x_intervals, y_intervals, n):
Xxa, xb = x_intervals
ya, yb = y_intervals

x_vals = np.linspace(xa, xb, n + 1)
y_vals = np.linspace(ya, yb, n + 1)
X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals, indexing='ij')

WPlot = simpson_weights_for_plot (n)
colors = {1: 'black', 2: 'purple', 4: 'blue', 8: 'orange', 16:
— 'red'}

labels = {1: 'Sarok (1)', 2: 'Szln (2)', 4: 'Szln (4)', 8:
- 'Vegyes (8)', 16: 'Bels (16)"}
plotted_labels = set ()

for i in range(n + 1):
for j in range(n + 1):

weight = WPlot[i, J]
color = colors|[weight]
label = labels[weight] if weight not in plotted labels
— else None
ax.scatter (X[i, jl, YI[i, 3Jj], color=color, s=50,
— label=label)
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def

ax.text (X[1, 3j]1+0.025, Y[i, Jj], str(int (weight)),

— color="'black', fontsize=10)
plotted_labels.add (weight)

ax.set_title(f"Simpson-mdszer: n = {n}")
ax.set_xlabel ("x")
ax.set_ylabel ("y")

plot_racs_szerkezet (ax, f_numpy, x_interval, y_interval,
xa, xXb = x_interval
ya, yb = y_interval

x_vals = np.linspace(xa, xb, n + 1)
y_vals = np.linspace(ya, yb, n + 1)
X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals, indexing='ij")

Z = f_numpy (X, Y)

ax.plot_surface (X, Y, Z, cmap='viridis', edgecolor='k"',
— alpha=0.7)

ax.scatter(X, Y, 72, color = 'red', s = 5)
ax.set_title(f"Rcs, n = {n}", fontsize = 10)
ax.set_xlabel ("x")

ax.set_ylabel ("y")

ax.set_zlabel ("f(x, v)")

n) :

plot_monte_carlo_hit_and miss(ax, f, x_interval, y_interval,

z_max, n):

Xa, xXb = x_interval

va, yb = y_interval

x_rand = np.random.uniform(xa, xb, n)
y_rand = np.random.uniform(ya, yb, n)
z_rand = np.random.uniform(0, z_max, n)

f vals = f(x_rand, y_rand)

hits_mask = z_rand <= f_vals

hits = np.sum(hits_mask)

box_volume = (xb - xa) * (yb — ya) * z_max
approx_integral = box_volume % (hits / n)
x_vals = np.linspace(xa, xb, 100)

y_vals = np.linspace(ya, yb, 100)

X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals)

Zz = £(X, Y)

ax.plot_surface(X, Y, Z, cmap='viridis', alpha=0.7,
— edgecolor="'none')

ax.scatter (x_randl[hits_mask], y_randl[hits_mask],

ax.scatter (x_rand[~hits_mask], y_rand[~hits_mask],

(

— z_randlhits_mask], color='green', s=5, label='Tallat')
(
[

< z_rand[~hits_mask], color='red', s=5, label='Hiba')
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def

ax.

ax.
ax.
ax.

rl

y_

Xa
ya

set_title(f"Elutastsi mdszer - pszeudovletlen pontokkal:
{approx_integral:.6f},\n n = {n}, tallat: {hits}", fontsize
= 12)

set_xlabel ('x")

set_ylabel('y")

set_zlabel('f(x, y)")

ot_monte_carlo_hit_and miss_with_halton(ax, f, x_intervals,
intervals, z_max, n):

, xb = x_intervals

, yb = y_intervals

sampler = gmc.Halton(d=3, scramble=True)

halton_points = sampler.random (n)

x_rand = xa + (xb - xa) * halton_points[:, 0]
y_rand = ya + (yb - ya) * halton_points[:, 1]
z_rand = 0 + z_max * halton_points[:, 2]

f vals = f(x_rand, y_rand)

hits = z_rand <= f vals

hit_count = np.sum(hits)

volume = (xb - xa) * (yb - vya) * z_max

approx_integral = volume * (hit_count / n)

print (f"Hit-and-Miss - Halton-pontokkal: {approx_integral:.6f},
—~ n = {n}, tallat: {hit_count}")

x_vals = np.linspace(xa, xb, 100)

y_vals = np.linspace(ya, yb, 100)

X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals)

z = £(X, Y)

ax.plot_surface(X, Y, 72, cmap='viridis', alpha=0.6,

— edgecolor="none')

ax.scatter (x_randlhits], y_rand[hits], z_rand[hits],

— color='"green', s=5, label='Tallat (alatta)"')

ax.scatter (x_rand[~hits], y_rand[~hits], z_rand[~hits],

— color='"red', s=5, label='Mell (fltte)')
ax.set_title(f"Elutastsi mdszer - Halton-pontokkal:

« {approx_integral:.6f},\n n = {n}, tallat: {hit_count}",
— fontsize = 12)

ax.set _xlabel('x")

ax.set_ylabel ('y")

ax.set_zlabel ('f(x, v)")

plot_monte_carlo_sampling(ax, f, x_intervals, y_intervals, n):
xa, xXb = x_intervals

ya, yb = y_intervals
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x_rand np.random.uniform(xa, xb, n)
y_rand = np.random.uniform(ya, yb, n)
f_rand = f(x_rand, y_rand)

area = (xb - xa) * (yb - vya)
approx_integral = area » np.mean (f_rand)
print (f"Sampling - MT: {approx_integral:.6f}, n = {n}")

nx, ny = 50, 50

x_vals = np.linspace(xa, xb, nx)

y_vals = np.linspace(ya, yb, ny)

X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals)

z = £(X, Y)

ax.plot_surface(X, Y, Z, cmap='viridis', alpha=0.6,

— edgecolor="'none')

ax.scatter (x_rand, y_rand, f_rand, color='blue', s=5, label='MT
— pontok")

ax.set_title(f"Mintavtelezs - pszeudovletlen pontokkal:
— {approx_integral:.6f}, \n n = {n}", fontsize = 12)
ax.set_xlabel ('x")

ax.set_ylabel ('y")

ax.set_zlabel ('f(x, v)")

def plot_monte_carlo_sampling with_halton(ax, f, x_intervals,
— y_intervals, n):

Xa, xb = x_intervals

ya, yb = y_intervals

sampler = gmc.Halton (d=2, scramble=True)

halton_points = sampler.random (n)
x_halton = xa + (xb - xa) » halton_points[:, 0]
y_halton = ya + (yb - ya) = halton_points[:, 1]

f _vals = f(x_halton, y_halton)

area = (xb - xa) * (yb - ya)

approx_integral = area x np.mean (f_vals)

print (f"Sampling - Halton pontokkal: {approx_integral:.6f}, n =
- {n}")

nx, ny = 50, 50

X_vals = np.linspace (xa, xb, nx)

Y _vals = np.linspace(ya, yb, ny)

X, Y = np.meshgrid(X_vals, Y_vals)

z = £(X, Y)

ax.plot_surface(X, Y, 72, cmap='viridis', alpha=0.6,
— edgecolor="'none')

ax.scatter (x_halton, y_halton, f_vals, color='darkorange', s=5,
— label='Halton pontok"')
ax.set_title(f"Mintavtelezs - Halton pontokkal:

« {approx_integral:.6f},\n n = {n}", fontsize = 12)
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ax.set_xlabel ('x")
ax.set_ylabel ('y")
ax.set_zlabel ('f(x, y)")

a, b=-1, 1
c, d= -1, 1

X, y = sp.symbols('x y'")
f_expr = sp.sgrt (4 — xx*x2 — y**x2)
f_lambd = sp.lambdify((x, y), f_expr, modules=["'numpy'])

fig = plt.figure(figsize=(10, 7))

ax = fig.add_subplot (111, projection='3d")
plot_racs_szerkezet (ax, f_lambd, (a, b), (c, d), 10)
plt.show ()

fig = plt.figure(figsize=(10, 5))
axl = fig.add_subplot (1,2, 1)
fig.add_subplot (1,2, 2)

ax?2

plot_kettos_trapez (axl, (a, b), (c, 4d), 10 )
plot_simpson (ax2, (a, b), (c, d), 10)

plt.tight_layout ()
plt.show ()

fig = plt.figure(figsize=(10, 7))
ax3 = fig.add_subplot(l, 2, 1, projection='3d")
ax4 = fig.add_subplot(l, 2, 2, projection='3d")

plot_monte_carlo_hit_and_miss(ax3, f_lambd, (a, b)), (c, d), 2, 1000)
plot_monte_carlo_hit_and_miss_with_halton(ax4, f_lambd, (a, b), (c,
- d), 2, 1000)

plt.tight_layout ()

plt.show ()

fig = plt.figure(figsize=(10, 7))

ax5 = fig.add_subplot(l, 2, 1, projection='3d")

ax6 = fig.add_subplot(l, 2, 2, projection='3d")
plot_monte_carlo_sampling(ax5, f_lambd, (a, b), (c, d), 1000)
plot_monte_carlo_sampling with_halton(ax6, f_lambd, (a, b), (c, d),
-~ 1000)

plt.tight_layout ()

plt.show ()
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kettos_hasonlitas_kozelitesek_pelda3.py

[\kettos_hasonlitas_kozelitesek_pelda3.pyajjlfi\/4——x2—gﬂdydth&
tarozott kettSs integrél értékére ad becslést a numerikus és Monte-Carlo mddszerek alkalmaza-
saval.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import sympy as sp

from scipy.stats import gmc

from scipy.integrate import dblquad

def approx_trapezoid(f, x_interval, y_interval, n):

Xa, xb = x_interval
ya, yb = y_interval
hx = (xb - xa) / n
hy = (yb - va) / n
x_vals = np.linspace(xa, xb, n + 1)
y_vals = np.linspace(ya, yb, n + 1)

X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals, indexing='ij')
Z = f(X, Y)

weights = np.ones_like (Z)
weights [0, :] %= 0.5
weights[-1, :] %= 0.5
weights[:, 0] %= 0.5
weights[:, —-1] »= 0.5

approx_integral = hx » hy * np.sum(Z *» weights)
print (f"\tKzelt rtk: {approx_integral:.6f}, n = {n}")

def simpson_weights_for_ approx(n) :
weights = np.ones((n + 1, n + 1))

for i in range(n + 1):

for j in range(n + 1):
wx = 4 if i % 2 == 1 else 2
wy = 4 if §J % 2 == 1 else 2
if i == 0 or 1 == n:
wx = 1
if j == 0 or j == n:
wy = 1
weights[i, J] = wx * wy

return weights

def approx_simpson (f, x_interval, y_interval, n):
xa, xXb = x_interval

ya, yb = y_interval
hx = (xb - xa) / n
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def

hy = (yb - ya) / n
x_vals = np.linspace(xa, xb, n + 1)
y_vals = np.linspace(ya, yb, n + 1)

X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals, indexing='ij")
Z = £(X, Y)
W = simpson_weights_for_approx(n)

approx_integral = (hx * hy / 9) * np.sum(Z *» W)

print (f"\tKzelt rtk: {approx_integral:.6f}, n

{n}")

monte_carlo_hit_and_miss(f, x_interval, y_interval, n):

xa, xXb = x_interval

ya, yb = y_interval

x_vals = np.linspace(xa, xb, 1000)
y_vals = np.linspace(ya, yb, 1000)
X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals)
Z = £(X, Y)

Zz_max = Z.max()
x_rand = np.random.uniform(xa, xb, n)
y_rand = np.random.uniform(ya, yb, n)

z_rand = np.random.uniform(0, z_max, n)

f _vals = f(x_rand, y_rand)

hits_mask = z_rand <= f_vals

hits = np.sum(hits_mask)

box_volume = (xb - xa) * (yb - ya) *» z_max

approx_integral = box_volume * (hits / n)
return approx_integral, hits

monte_carlo_hit_and miss_halton(f, x_interval,

Xxa, xb = x_interval

va, yb = y_interval

x_vals = np.linspace(xa, xb, 1000)

y_vals = np.linspace(ya, yb, 1000)

X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals)

Z = £(X, Y)

z_max = Z.max ()

sampler = gmc.Halton (d=3, scramble=True)
halton_points = sampler.random (n)

x_rand = xa + (xb - xa) * halton_points[:, 0]

y_rand = ya + (yb - ya) * halton_points[:, 1]
z_rand
f _vals = f(x_rand, y_rand)

0 + z_max = halton_points[:, 2]

hits = z_rand <= f_vals
hit_count = np.sum(hits)
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volume = (xb - xa) * (yb - vya) *x z_max

approx_integral = volume »* (hit_count / n)
return approx_integral, hit_count

def monte_carlo_sampling(f, x_interval, y_interval, n):
Xa, xb = x_interval
ya, yb = y_interval

x_rand = np.random.uniform(xa, xb, n)
np.random.uniform(ya, yb, n)

y_rand

f_rand = f(x_rand, y_rand)
area = (xb - xa) * (yb - ya)
approx_integral = area » np.mean (f_rand)

return approx_integral

def monte_carlo_sampling_halton(f, x_interval, y_interval, n):
Xa, xb = x_interval
ya, yb = y_interval

sampler = gmc.Halton (d=2, scramble=True)
halton_points sampler.random (n)

x_halton = xa + (xb - xa) » halton_points[:, 0]
y_halton = ya + (yb - ya) = halton_points[:, 1]
f_vals = f(x_halton, y_halton)

area = (xb - xa) * (yb - vya)
approx_integral = area x np.mean(f_vals)
return approx_integral

a, b=-1, 1
c, d -1, 1

X, y = sp.symbols('x y")
f_expr = sp.sqgrt (4 — x**2 — y*x*2)
f_lambd = sp.lambdify((x, y), f_expr, modules=['"'numpy'])

exact_integral, _ = dblquad(lambda y, x: f_lambd(x, y), a, b, lambda

-~ X: ¢, lambda x: d)

num_intervals = [10, 20, 50, 100, 150, 200, 250, 300, 350, 400,
- 500]
num_points = [1000, 5000, 10000, 50000, 100000, 500000, 1000000,

-~ 2000000, 3000000 1
print (f"Pontos rtk: {exact_integral:.6f}")
print ("Trapz mdszer alkalmazsa:")

for n in num_intervals:
approx_trapezoid(f_lambd, (a, b), (c, d), n)
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print ("Simpson mdszer alkalmazsa:")
for n in num_intervals:
approx_simpson (f_lambd, (a, b), (c, d), n)

print ("Hit and Miss - pszeudovletlen:")

for n in num_points:
approx, hits = monte_carlo_hit_and _miss (f_lambd, (a, b), (c, d),
— n)

for i in range(l, 20):
approx_new, hits_new = monte_carlo_hit_and miss(f_lambd, (a,
- b)), (c, d), n)

if np.abs(exact_integral - approx_new) <
— np.abs(exact_integral - approx):
AppProx = approx_new

hits = hits_new
print (f"\tKzelt rtk: {approx:.6f}, n = {n}, nt = {hits}")

print ("Hit and Miss - Halton:")
for n in num_points:
approx, hits = monte_carlo_hit_and_miss_halton (f_lambd, (a, b),
N (c, d), n)
for i in range(l, 20):
approx_new, hits_new =
— monte_carlo_hit_and miss_halton(f_lambd, (a, b), (c, d),

— n)
if np.abs(exact_integral - approx_new) <
— np.abs(exact_integral - approx):
approx = approx_new
hits = hits_new

print (£"\tKzelt rtk: {approx:.6f}, n = {n}, nt = {hits}")

print ("Sampling - pszeudovletlen:")
for n in num_points:
approx = monte_carlo_sampling(f_lambd, (a, b), (c, d), n)
for i in range(l, 20):
approx_new = monte_carlo_sampling(f_lambd, (a, b), (c, d), n)
if np.abs(exact_integral - approx_new) <
— np.abs(exact_integral - approx):
approx = approx_new
print (f"\tKzelt rtk: {approx:.6f}, n = {n}")

print ("Sampling - Halton:")
for n in num_points:
approx = monte_carlo_sampling_halton (f_lambd, (a, b), (c, d), n)
for i in range (1, 20):
approx_new = monte_carlo_sampling_halton(f_lambd, (a, b),

— (cl d)l n)
if np.abs (exact_integral - approx_new) <
— np.abs(exact_integral - approx):

aApprox = approx_new
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print (f"\tKzelt rtk: {approx:.6f}, n = {n}")
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Pe3omMme

Y cBoili poOoTi s 3aliMaBcs OI[IHIOBAaHHSIM BH3HAYEHUX IHTETPATiB 3 OJHIEI0 Ta JBOMA
3MIHHUMH. J{J1s1 IbOTO 51 OCITiIMITa pi3HI uncenbHi Ta MeToau MonTe-Kapio sk 3 TeopeTu4Hoi,
TaK 1 3 MPaKTUYHOI TOUKH 30py. [1i yac HamrcaHHS POOOTH sI 0O3HAMOMMIIACH 3 BUKJIAJaHHSIM
IHTErpaJliB y CepeHiil IIKOJIi, a TAKOXK, CIIMPAIOYHCh Ha CUCTEMY BUKJIaJJaHHS MaTEMaTHKU B
YKpaTHChKUX CEPE/IHIX IIKOJaX, Hamarajaach 3BaXKHUTH, Y4 MO>KHA HABYaTH YYHIB SIKOMYChH 13
MeToniB 200 xo4a O 03HANMOMUTH X 3 HUM.

VY neprioMy po3ii s 03HaHOMUIIACh 3 OCHOBHOIO 17e€t0 MeToay MonTe-Kapio ta ioro
ICTOPUYHUM TIATPYHTAM. Y JAPYroMy pO3IUTi s pO3MIIsAHYyJa YUCENbHI Meronu. Sl BUBUMIA
HEOOXIHICTh X BHKOPUCTAHHS, 30KpeMa JCTAJbHIIIEC 30Ceperiach Ha JABOX 3 HHUX: METOII
Tpareniii Ta meroai Cimrcona. fl BuBuUmMIIa 1 3acTOCyBaia iX SIK JUIsl BU3HAYCHHUX IHTETPAJIiB 3
OJHI€IO, TAK 1 3 IBOMA 3MIHHUMH.

Y TpeTboMy po3/iii 5 JOKJIAIHO PO3IIIAHYIA 3acTOCyBaHHsS MeToiB MonTe-Kapio mis
OIIIHIOBaHHS BU3HAYCHHMX IHTETPAJIIB 3 OJHIEIO Ta JIBOMA 3MIHHUMH. Sl TakoXX JOCTianIa, K
MO>KHa 3aCTOCOBYBATH IIi METOAH IS OIL[IHKHU TUIOINII HenpaBuWiIbHUX ¢iryp. Ha Teopetnunomy
pIBHI s pO3IJIAHY/IA aHalli3 IMOXMOOK Ta JesKi CkiagHimi meroau Monte-Kapio, sk-ot
BaYKJIMBICHE BHOIPKOBE NIOCHiKeHHs (importance sampling) Ta KOHTposb Bapialii (control
variates).

VY dgerBepTOMY PO3JUII S BUKJIAQJa OCHOBH Ta METOAM TE€HEpalii BUIAJKOBHX YHCEI,
OCKUTbKM BUIAJIKOBE BUOIPKOBE MOCTI/DKEHHS € KIIOUYOBHM €JIEMEHTOM ()YHKIIOHYBaHHS
MeTo1iB MonTe-Kapio. Tyt st Takox MOpiBHSUIA ICEBIOBUTIAAKOBI TOYKHU 3 TOYKaMu ["anToHa
(Halton).

Y m’satoMy po3Aini s poO3TIsHyIa METOAU 3 MPAaKTHYHOI TOYKK 30py. CrouaTky s
JEeTalbHO OMKcala, SK MPAIfOI0Th METOAW JUIsl OI[IHKM BU3HAYEHHX IHTETPAiB 3 OJHIEIO
3MIHHOIO, a TOTIM TOpIBHsJA IX Ha MPHUKIAAlI ABOX 3afad. AHAIOTIYHO, AJ TMOJABIMHHX
IHTETpaJliB I CIOYATKy Ha MPUKIAAl MPOJAEMOHCTpyBala JeTalbHE 3aCTOCYBAaHHS, a MOTIM
Mokasaja e(QeKTUBHICTh METOJIB 1€ Ha JABOX Npukiafax. Jus gemMoHcTpaiii METOAIB S
Hanucaiza Python-koau, siki OyayroTh Hao4HI rpadiku Ta 0OUYHCITIOITh HAOIMKEH] 3HAYCHHS
JUIA 33/IaHUX TPUKIAAiB. S [iiiiuia BUCHOBKY, 1O JJIsl OJHOBUMIPHMX IHTErpalliB MpOCTillIe
OTpUMATH TapHYy YHCENbHY OI[IHKY, HI)K BUKOpUCTOBYBaTH MeToa Monte-Kapmno. V Bumaaky
NOJBIHHUX 1HTEerpaniB Meroa Monrte-Kapio BHUABHMBCA 3HAaYHO €(EKTUBHIIINM, XOo4a HOTro
MOBHUI MOTEHINaN y JESKUX CHUTYaIlisX I He PO3KPUBAETHCS. Te, SIKHH METOJ JOIIBHO
BUKOPUCTOBYBATH B KOHKPETHOMY BHUIIAJIKY, BU3HAUAETHCS BIACTUBOCTIIMH (PYHKIII].

VY ocTaHHBOMY PO31LJII POOOTH S PO3TIISTHYJA, SIK YUCEIbHI METOJIM Ta METOau MoHTe-
Kapnmo moxyte OyTm mnpencTtaBieHl y cepenHiil mkomi. S gocmigwna, sKi METOIWYHI
MOXJIMBOCTI ICHYIOTh ISl TOTO, 1100 3pOOUTH I METOAHM 3PO3YMUTUMHU Ta 3aXOIUTUBUMHU JIJIS
YYHIB.
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