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Bevezetés

Diplomamunkamban az integralszamitas oktatasanak aspektusait vizsgalom a ko-
zépiskolai oktatas titkrében. Az Ukran Oktatasi és Tudomanyos Minisztériuma al-
tal kiadott alaptantervet megvizsgalva, elsésorban azokat az integralszamitashoz
kapcsol6dd témakat mutattam be és fogalmait irtam le, melyet tudnia kell egy 11.
osztalyos tanulénak. Majd sz esik a Bloom-féle taxonémiérol,

Az integralszamitas elsajatitas nehézséget okoz a legtobb tanuld szamar, ezért
meg akartuk vizsgalni, hogy milyen akadalyokba iitkoznek a tanuldk a tananyag
elsajatitasa soran. Legfobb célunk, hogy bebizonyitsuk a tanulék csak mechaniku-
san elvégezheté miveleteket képesek elvégezni a témaval kapcsolatban, az integral
fogalmanak valodi jelentését nem értik. Munkdmban nem egy 1j tanitasi modszert
szerettem volna kitalalni, inkabb felkutatni, milyen médszerekkel is probaloztak ez-
elott.

A kutatasbsn a II. Rakoczi Ferenc Karpataljai Magyar Foiskola Szakgimnéziu-
manak szamvitel és adoiigy, szocidlismunkds, turizmus szakjait, valamint a Karpat-
aljai Magyar Liceum nagydobronyi, péterfalvi, kisgejoci és beregszéaszi egységeinek
szépészet, autoszerelés, informatika (adatfeldolgozés és szoftverkezelés), szakacs és
vallalkozastan szakok tanuléit vontam be. Kontrolecsoportnak a féiskola informatika
tanari szakos hallgatoéit valasztottam.

A munkamban bemutatasra kertilnek a kutatas eredményei, ahol a kovetkezo
kérdéseket fogalmaztuk meg "Van-e kiillonbség a mechanikus cselekvést igényl6 és
megértésen alapulé feladatok kozott?", "Van-e kiillonbség a csoportok medidnjai ko-
zott a feladatok esetében?', "Van-e kiilonbség a fiuk és lanyok kozott a feladatok
megoldasaban?". Tovabba ismertetem az altalam elvégzett kisérleti oktatas folya-
matat és annak eredményeit, majd levonom az ezekbdl szarmazé kovetkeztetéseket
a kozépiskolai integralszamitds tanitas fejlesztésének lehetoségeirol.

A kutatéds eredményeit a XVI. Tani-tani (Online) Nemzetkozi Konferencian, va-
lamint a XIX. Kéarpataljai Tudoményos Didkkori Konferencia Tanulds- és Tanitéas-

mobdszertani Szekcigjaban publikaltam konferencia eléadas forméjaban.



1. Elmélet az integralszamitas oktatasahoz

1.1. Az integralszamitas alapjai, fogalma és alkalmazasi te-

riletei

Az integralas a matematika egyik alapvet6 miivelete, amely a diffferencidlas inverz
folyamata. Amig a differencialas egy fiiggvénynek a véaltozasi sebességét hatarozza
meg, addig az integralassal a fliggvény alatti teriiletet szamithatjuk ki. Az integra-
last szamos teriileten lehet alkalmazni, példaul fizikaban, mérnoki tudomanyokban
és kozgazdasigtanban is.

Az integralas soran kiilonb6zo médszereket alkalmazunk a fiiggvények integra-
lasara. Az els6 és leggyakrabban hasznalt médszer a kozvetlen integralas, amikor
a fliggvény egy ismert primitiv fiiggvény. Ezt a folyamatot alkalmazzuk a kozépis-
kolai oktatas soran, viszont ezen kiviil ismeriink més integralszamitasi modszereket
is. Példaul ilyen a helyettesitéses integralas, amely akkor hasznos mikor a fiiggvény
nem kozvetlen integralhato, Ismeretes még tobbek kozott a parcidlis integralds is,
amelyet akkor alkalmazunk, ha a fliggvény szorzat formajaban van megadva. Az

integralszamitas szamos tertileten alkalmazhatto, ilyen példaul:
o teriilet- és térfogat szamitas
o munka- és energiaszamitas
o valdsziniliségszamitas és statisztika
« differencidlegyenletek megoldésa
o mérnoki tertileteken valé alkalmazésok (pl. aramlastechnika elektromégnes-
s6g)

A hatarozatlan integral fogalmanak és alapmiiveleteinek bevezetése a
kozépiskolai matematikatanitasban

Adott fiiggvény hatarozatlan integralja minden olyan fiiggvény, amelynek deri-
valtja az adott fliggvény. Példaul legyen egy fiiggvény derivaltja 22. Meg kell hata-
rozni az eredeti fiiggvényt! Az eredeti fiiggvény, amit differencidlunk lehet az y = 2.
Ha barmelyik fiiggvényt differencidljuk, amely ettol csak egy konstans osszeadando-

val kiilonbozik, akkor annak a derivaltja szintén 2z. Ezek alapjan belathatjuk, hogy
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az Osszes olyan fiiggvény, melynek derivaltja 2z, felirhaté az y = 2% + C alakban,
ahol a C tetsz6leges szam [2].
Az F(x) fiuggvényt az f(x) fiiggvény primitivjének nevezziik az adott intervallu-

mon, ha ezen az intervallumon az f(x) fiiggvény az F(x) fliggvény derivaltja, vagyis:

F'(z)=f(x) [16].

Jelolése: ha f(z) = dZ—gf) = F(x), akkor [ f(z)dx = F(z). Az f(z) fuggvényt
integrandusnak nevezzik.

Legyen az f(z) figgvény valamely primitiv fiiggvénye F(z), akkor F(x) 4 C' is
primitiv fiiggvénye f(z)-nek:

[F(z) + C) = F'(z), mert %€ = 0, konstans derivaltja nulla.

Valamely f(z) fliggvény primitiv fiiggvényei koordinatarendszerben ébrazolva

(1.abra):

)

7
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1. dbra. Primitiv fiiggvény abrazolasa koordinatarendszerben

Ezek a gorbék egymasba parhuzamos eltoldssal atvihetok. A gérbéknek ugyanaz
az értelmezési tartomanya, értékkészlete pedig az F'(x) értékkészletén kiviil figg a

C értékétdl is. A primitiv fliggvényt ezentil a konstans feltiintetésével jeloljiik:
y=[f(z)dx = F(x)+C.

Ha a primitiv fiiggvények koziil egy bizonyosat keresiink, akkor annak egy pont-
jat meg kell adnunk, Py(zo;y0). A pont koordindtdinak ismeretében meg tudjuk
hatérozni a C' konstans értékét. Az f(x) fiiggvény primitiv figgvénye:

y=F(x)+C.



Ebbe behelyettesitve Py koordinatait, C a kovetkez6 képen fejezheto ki:

Yo = F(zo) + C,C = yo — F(x0).

Tehat:

y = F(x) +[yo — F(20)].

A hatarozatlan integralds, vagy masnéven a primitiv fliggvények keresése, bizo-
nyos értelemben a differencidldasnak a megforditésa [2].

A hatéarozatlan integral f6bb tulajdonsagai:

1. A hatarozatlan integral derivaltja megegyezik az integrandussal:

(J f(z)dz) = (F(z) + C) = F'(z) = f(x).
2. A hatarozatlan integral differencidlja is megegyezik az integrandussal:
d([ f(z)dz) = d(F(z) + C) = dF(z) = f(x)dz.

3. A differencial integralasa egy folytonosan differencialhaté fiiggvény esetén a

fliggvényt adja vissza, konstans hozzaadasaval:
[dF(z) = F(z) + C.
4. A konstans szorzo6 kiemelhetd az integraljel elé:
[k- f(zx)de =k - [ f(z)dz, ahol k = const # 0.

5. Két folytonos fiiggvény integralja az integralok osszegeként vagy kiilonbsége-

ként is felirhatd:

Jf(z) £ g(x))de = [ f(z)dz £ [ g(x)dx [16].

Az integralszamitas témakorének elsajatitasahoz elengedhetetlen az alapintegra-
lok ismerete, amelyek hozzajarulnak a feladatok gyorsabb és konnyebb megoldasa-
hoz.

Alapintegralok:

1. f[de=2+C.

2. [z"dx = 2 4 Cn # —1.

n+1



3. [% =In|z|+ C,(z #0).

4. [ sinxdx = —cosx + C.

5. [cosxdr = sinx + C.

6. [—Sde=tgr+C,(x#%F+mn,neZ).

7. [ =-dx = —ctgx + C, (v # 7n,n € Z)

sin?x

8. [a*dr =2 +C,(0<a#1).

Ina

9. e%dx =¢e* + C.

10. [ %25 = Larctg2 + C, (a #0) [2]

(l2+$2

A hatarozott integral fogalmanak és alapmiiveleteinek bevezetése a
kozépiskolai matematikatanitasban

Egy gorbevonali trapéz tertiletét szeretnénk meghatarozni. Nézziink egy ABC' D
jelolésii gorbevonald trapézt (2.4bra), melyet feliilrél az y = f(x) fiiggvény hatérol

és adott az [a, b] pozitiv intervallum, f(z) > 0.

b}

2. dbra. Gorbevonalui trapéz tertiletszamitdsra

A trapéz alapja az Ox tengelyen fekszik, a jobb és bal oldala megfeleléen x = a és
x = b, valamint felilr6l az y = f(x) hatarolja. Az iskolaban tanultak alapjan, meg-
probélahtjuk a teriiletet feldarabolni tobb kisebb teriiletre (példaul téglalapokra) és

ezen teriiletek 0sszegeként megkozeliteni.
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A gorbevonald trapéz S teriiletének meghatarozasahoz, felosztjuk az [a;b] sza-
kaszt n részre a = 19 < 11 < 19 < ... < x; < ... < x, = b. Minden ponton keresztiil
hizunk egy merdleges egyenest az y = f(z) fliggvény grafikonjara (3.4bra). Ek-
kor kapunk n darab trapézt. Minden szakasz hossza [zo; x1], [x1;x2], ..., [Tno1, Tnl,
amelynek jelolésére a kovetkezot hasznédljuk Ax; = x; — zi — 1, (i = 1, n).

Legyen S - az ABC'D gorbevonalu trapéz teriilete, AS; - az i-edik gérbevonalt
trapéz teriilete, [x; 1, z;] szalaszok alapjan. Akkor S = AS; +ASy+ ...+ AS;+ ...+
AS,, vagy S = §:1 AS;.

y=fx)

3. abra. Fliggvény alatti teriilet felosztasa

Az adott [z;_1,x;] szakaszokon vegyiink fel ¢; pontot, z; 1 < ¢; < x;, i = 1,n
és ekkor mindegyik gorbevonalu trapézbdl téglalap lesz, melynek magassaga f(c;).
Ennek a téglalapnak a teriilete f(c¢;) - (z; — xi — 1).

Az i-edik gorbevonali trapéznak a teriilete megkozelitoleg egyenl6 az i-edik tra-
péz teriiletével.

AS; =~ f(e;)(x; — x4-1), és a teljes S gérbevonali trapéz teriilete:

S~ Z:lf(Cl)(:Ul — $i,1).
Ezt az 0sszeget nevezziik integral 6sszegnek.

Jeloljitk A-val a legnagyobb részét az [x;_ i, z;] szakasznak: A = max Ax;. A

AS; =~ f(c;)(x; — x;_1) értéke annal pontosabb, minél kisebb a \. Tehét:
S = lim i f(e) - Ax; [18].
A—0i=1
Hatarozott integral tulajdonsagai

11



. Ha az f(x) integrélhaté az [a; b] intervallumon, akkor integralhaté lesz a [b; a],

tehat

. Ha egy hatarozott integral also és fels6 hatara megegyezik, akkor az integral

értéke nulla

[ —p

f(x)dx = 0.

. A konstans szorzotényezo ki emelhet6 az integraljel elé:

be’ - flx)de =C - fbf(x)dx, C' = const.

. Az [a; b] intervallumon véges szamu integralhato6 fliggvény algebrai 6sszegének
hatérozott integrélja egyenlé ezen fiiggvények [a; b] intervallumon 1é6v6 hataro-
zott integraljainak algebrai 0sszegével:

/() g = [ () = [ g(x)d

a

Q-

. Ha az f(x) figgvény integralhaté [a; b] intervallumon és ¢ € [a; b, akkor

f@:)dx/f Fla)da + fb f(@)dz [16].

SY—

A hatérozott integral kiszamitasdhoz leggyakrabban hasznélt képlet, a Newton-

Leibniz formula, amely a kovetkezéképpen néz ki:

[ f(o)de = @)k = F®) ~ F(@), F'() = f(2),

Két integralhaté fiiggvény grafikonja kozotti sikidom teriiletének ki-

szamitasa

Legyen f és g az [a;b] intervallumon integralhat6 fiiggvények, és legyen |[a; b

minden pontjdban f(z) > g(x) > 0. Hatdrozzuk meg az x = a és x = b, valamint a

két fiiggvény grafikonja altal hatarolt S sikidom teriiletét!

Nézziik meg az f fiiggvény grafikonja, az x = a és x = b vaslamint az x tengely

b
altal hatérolt teriiletet, amit az S; = [ f(x)dx képlettel irhatunk fel. Hasonl6képpen

a g figgvény grafikonjanak. az x = a és © = b egyenesek, valamint az x tengely

12



b )
altal hatéarolt tertiletet, az Sy = [ g(x)dx képlettel hatdrozhatjuk meg. Igy a két
figgvény grafikonja kozotti teriilet a két sikidom teriiletének kiillonbségével egyenlo,
b b
vagyis S = [ f(z)dr — [ g(x)dx. Tehat a két fuggvény grafikonja kozotti sikidom

tertiletét a két fliggvény hatdrozott integralja adja meg.

1.2. Integralszamitas szerepe az ukrajnai alaptantervben

Az integralszamitas bevezetéséhez sok olyan elozetes tudasra van sziikségiink, amely
az ukrajnai alaptantervben nincs biztositva. Elsosorban a hatarérték szamitast kel-
lene bevezetni a didkok fogalomtaraba, hogy aztan jol és hosszi tavon el tudjak
sajatitani mind a derivalas témakorét, mind pedig az integralas témakorét. A ha-
tarérték fogalmanak bevezetése és megértése elengedhetetlen eleme annak, hogy
kés6bb a derivalast, majd pedig az integralast megértsék.

Az alaptanterv szerint a differencidl fogalmat és annak tulajdonsagait minimali-
san, mindossze 14 éraban tanitjak a kozépiskoldkban. Ez alatt a rovid id6 alatt kell

elsajatitani a kovetkezo kompetencidkat:

— A derivalt fogalméanak jelentésége, a geometriai és fizikai folyamatokban.

— Meghatarozza a fliggvény érintéjének meredekségét és hajlasszogét az

adott pontban.
— Flggvényeket derivél a tablazat és a differencidlasi szabalyok segitségével.

— Alkalmazza a derivaltat a fiiggvény monotonitasi intervallumainak és szél-

soértékeinek meghatarozasara, valamint grafikonok abrazolaséara.
— Meghatarozza a fliggvény legnagyobb és legkisebb értékét.

— Egyszert alkalmazott feladatokat old meg a valés mennyiségek legna-

gyobb és legkisebb értékeinek meghatéarozasara [17].

Ezen dolgok mind hasznosak a fiiggvényvizsgalatban, azonban ilyen révid ido
nem elég arra, hogy ezeket a fogalmakat hosszi tavon is elsajatitsak és azokat majd
megfelel6en alkalmazni tudjak a késobbiekben.

Megnézve az alaptantervet az integralszamitasra adott érak szama, még a deri-

valt szamitasra adott orak szamatol is kevesebb, Gsszesen 10 ora. Ez ido alatt kell
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megismerkedni a primitiv fliggvény fogalmaval, a primitiv fiiggvény meghatarozasa-
nak szabdlyaival, valamint a gorbevonalua trapéz teriiletének és hatarozott integralok
kiszamitasaval.

Az altalam vizsgalt alaptantervhez tartozé tankonyvben, amit a karpataljai ma-
gyar iskolak hasznalnak. A primitiv fogalménak bevezetéséhez Gsszesen 12 feladat
van, amib6l az utolsé6 3 mar jobb képességli didkok szamara késziilt. A kovetkezo
téma alatt, amelyben a tulajdonsagokat taglaljak szintén 12 feladat talalhato, itt
mar a feladatok fele a magas tudasszintnek megfelel feladatok kozé sorolhatd. A
gorbevonalu trapéz tertiletének és a hatarozott integral kiszamitasara osszesen 15

feladat van, ebbdl 6 olyan feladat van, ami mar magasabb szinti tudast igényel.

1.3. Bloom-féle taxonémia

A matematika oktatasa, kilonosen az integralszamitas tanitasa, kézponti szerepet
jatszik a kozépiskolai tananyagban. Az integralszamitas egy Osszetett és absztrakt
témakor, amely nemcsak a matematikai fogalmak megértését, hanem azok alkalma-
zasat is igényli. Az oktatas egyik alapveté célja, hogy a tanuldk tartos és alkal-
mazhaté tudast szerezzenek, amely tulmutat az iskolai évek keretein. A maradék
tudas mérése — vagyis annak felmérése, hogy a didkok milyen ismereteket Oriznek
meg hosszu tavon — kulcsfontossagu az oktatas hatékonysaganak értékelésében, kii-
lonosen a matematikai oktatdsban, ahol az egyes témakorok egymasra épiilnek [15].

A Bloom-féle taxonémia ebben a folyamatban hasznos eszkozként szolgal, mivel
rendszerezi a tanulasi célokat a kognitiv képességek hierarchidja mentén, az isme-
retektdl kezdve a megértésen és alkalmazason at egészen az elemzésig, szintézisig
és értékelésig [3]. Ez a rendszer segit abban, hogy a tanitds ne csupan a tények
memorizalasara koncentraljon, hanem eldsegitse a mélyebb megértést és a kritikai
gondolkodast is. Az integralszamitas oktatdsaban kiilonosen fontos, hogy a didakok
ne csak a fogalmakat és képleteket sajatitsak el, hanem képesek legyenek azokat
kiilénbo6z6 problémak megoldasaban alkalmazni.

A kutatas célja felmérni, hogy a kozépiskolai oktatdsban részt vevd tanuldk az
integralszamitas témakor tanuldsa soran milyen mélységli tudast szereznek: csak
fogalmakat sajatitanak el vagy alkalmazni is tudjak azokat, netalan attitiidként is

tekinthetiink az itt megszerzett ismeretre. Ez a kutatas hozzdjarulhat ahhoz, hogy
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az oktatasi modszerek és tantervek hatékonyabbak legyenek, és a tanuldk hosszi
tavon is megorizzék a megszerzett tudast.

A kutatas f6 célja feltarni az integralszamitas kozépiskolai oktatasanak lehetosé-
geit és kihivasait. A maradék tudas mérése lehetéséget nyujt az oktatasi modszerek
és tantervek hatékonysiganak feliillvizsgalatdara, valamint a tanulék egyéni fejlédé-

sének nyomon kovetésére. Feltehetjiik magunknak, a kovetkezo kérdéseket:

o Milyen mértékben és mélységben kell tanulni az integralszamitast egy kozép-

iskoldsnak?

o Milyen el6zetes tudasra van ahhoz sziikség, hogy ezt az U témat sikeresen el

tudjak sajatitani?

o Milyen médszereket és eszkozoket tudunk felhaszndlni ahhoz, hogy hatékony

legyen az integralszamitas oktatasa?
o Hogyan tudjuk bemutatni a gyakorlati alkalmazasat a didkoknak?

o Milyen hatéssal lehet ennek a témanak az elsajatitdsa a didkok matematikai

gondolkodasara és problémamegoldd készségeire [8]7

A Bloom-féle taxonémia egy széles korben elismert és alkalmazott oktatasi keret-
rendszer, amely segit a tanulasi célok és eredmények meghatarozasaban, valamint az
oktatasi folyamatok tervezésében és értékelésében [6][14]. A taxonémiat Benjamin
Bloom és munkatarsai dolgoztak ki 1956-ban, és azéta is meghatarozo szerepet tolt
be az oktatdskutatasban és a pedagdgiai gyakorlatban [6] [12].

A Bloom-féle taxonémia harom személyiségfejlesztési teriiletet hataroz meg, ame-
lyek a kovetkezok: kognitiv (értelmi), affektiv (érzelmi-akarati), pszichomotoros
(mozgasos) [6]. Ezeket tartjak a Bloom-féle taxonémia f6 jellemzéinek.

A taxonomia legismertebb része kozzé a kognitiv tertilet tartozik, amely hat
szintre osztja a gondolkodasi készségeket:

Ismeret — Az alapvetd informéciok memorizalasa és felidézése, példaul egy ma-
tematikai képlet vagy egy torténelmi datum megjegyzése.

Megértés — Az informaciok értelmezése és Osszefoglalasa, példaul egy szoveg ro-

viditett valtozatanak elkészitése.
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Alkalmazas — Az ismeretek gyakorlati szitudciokban torténd alkalmazasa, példaul
egy matematikai képlet hasznalata egy valos probléma megoldésaban.

Elemzés — Az informéciok szétbontasa részekre, hogy megértsiik azok kapcsola-
tait és strukturajat, példaul egy szoveg vagy egy matematikai probléma elemeinek
azonositasa.

Szintézis — Uj informécidk vagy megoldésok létrehozdsa az elemzés soran szerzett
ismeretek alapjan, példaul egy 1j termék vagy szolgaltatas kifejlesztése.

Ertékelés — Az informécick értékének, pontossdganak vagy hasznossigénak meg-
itélése, példaul egy forras megbizhatésdganak értékelése [12] [5].

A kovetkezokben betekintést nyerhetiink a taxonémia alkalmazasaba is. A Bloom-

féle taxondmia szamos terileten hasznalhatd az oktatésban:

1. Tanulédsi célok meghatarozasa: Segit a tandroknak pontosan megfogalmazni,

hogy mit szeretnének elérni a didkokkal [1].

2. Ertékelés tervezése: Utmutatdst nyujt a kilonbozé szintli kognitiv készségek

mérésére szolgalo feladatok kidolgozasahoz [1] [4].

3. Tananyagfejlesztés: Tamogatja a tananyagok strukturalasat és a kiilonb6zo

gondolkodasi szintek fejlesztését [14].

4. Kompetencidk kialakitdsa: Segit a szakmai kompetenciak meghatarozasaban

és fejlesztésében [4] [13].

A Bloom-féle taxonémia kiilonosen hasznos eszkoz szamos helyen lathaté hasz-
nalatanak a jelentésége:
— A programozas oktatdsaban és a szamitastechnikai gondolkodas fejlesz-
tésében [1] [14].
— A mérnoki oktatdasban, beleértve a kornyezetmérnoki képzést is [13].

— A szoftvermérnoki ismeretek és készségek értékelésében [4] [5].
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2. Kutatas koriilménye

A felmérés 2024 tavaszan vette kezdetét. A mérésben részt vettek a II. Rakoczi
Ferenc Karpataljai Magyar Foéiskola Szakgimnaziumanak szocialis munkas, turiz-
mus, szamvitel és adotigy szakos didkjai, a Karpataljai Magyar Liceum beregszaszi,
kisgejoci, nagydobronyi és péterfalvai egységeinek 11. osztalyos didkjai, valamint a
IT. Réakoczi Ferenc Karpataljai Magyar Fdiskola informatika tanari szakjanak elso
éves hallgatéi. A kutatasban a didkoknak egy 9 feladatbdl allé kérdéssort kellett
megoldaniuk, melyben megtalalhatoak tesztes, parosités és kidolgozds feladatok is.
A feladatsorokat Osszesen 131 didkkal sikeriilt megiratni. Ezen feladatok elvégzésre
mindossze 45 perc allt rendelkezésiikre.

A feladatokat két csoportra osztottuk. A feladatok elsé csoportjaban azok a
feladatok tartoznak, amelyek megoldasa automatikus cselekvést igényel. Ilyen fel-
adatnak szamit a feladatsor 1., 2., 3., 5., 6. és 8. feladatai. Ezeknél a feladatoknal a
megtanult képleteket, alapintegralokat és intergal tulajdonsiagokat kell alkalmazni.
A masik csoport a megértésen alapuld feladatok, ahol a didkoknak az integral lénye-
gét kell megéteniiik, azt hogy mire is hasznaljuk és, hogy ezt nem csak egy betanult
mechanizmusként kell értelmezni.

A feladatsor megoldasa soran Osszesen 24 pontot lehetett Osszegytjteni. Az elso
és masodik feladat 1-1 pontot ért, mivel ezek egyszert feleletvalasztés feladatok.
A harmadik feladat 3 pontot, minden helyes parositas esetén 1 pont. A negyedik
feladat 2 pontos volt, itt fel kellett ismerni, hogy a primitiv mar adott és csak fel
kell irni a képletet egy konstans C hozzdadasaval. Az 5., 6. és 7. feladatok 3
pontot értek, itt a részpontokat a miveleti lépések alapjan osztottam ki. A 8. és 9.
feladatok pedig 4 pontosak, hasonldéan értékelve mint az elétte 1évo feladatok.

A feladatsor kidolgozasa elott elemeztem az Ukrajna Oktatasi és Tudomanyos
Minisztériuma altal kiadott mintaterveket. Ennek a témakornek a tananyagban valo
szerepe jelentos kihivasokat tartogat a pedagoégusok szamara, mivel absztrakt gon-
dolkodast igényel és gyakorlati alkalmazasok iranti érzékenységet, amelyhez nincs
elegendd oraszam a kozépiskolai tanterv szerint. Egy ilyen elvont témakor meg-
értésére a didkoknak sokkal tobb idére lenne sziikségiik, ahhoz, hogy hosszutavi
megértésen alapuld eredményeket érjiink el.

A kutatasunk egyik alapfeltevése az volt, hogy az iskolas tanuldék nagy része, bar
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probal meghirkozni az integralszamitas témakor elsajatitasanak kihivasaival mégis
csak a mechanikusan berogziilt miiveletek képes elvégezni, amint olyan szinti fel-
adattal taldlkozik, amely esetében mar magasabb szintli gondolkodésra van sziikség,
igy nem tud tovabblépni. A feltételek koziil a normalitas nem teljesiilt az elsé cso-
portnél sem a Kolmogorov-Smirnov (W (59) = [0,206] p < 0,001), sem a Shapiro-
Wilk teszt (W (59) = [0,882] p < 0,001) alapjan, igy a fuggetlen mintéds t-préba
nem alkalmazhat6. Ezért, hogy a mintank ne sériiljon a nemparaméteres Wilcoxon
el6jeles rangteszt eredményei szerint az iskolas tanulok nagy része a mechanikusan
(Mdn = 53,33) berogzillt miiveleteket képes elvégezni a magasabb gondolkoddasi
szinten 1év6é (Mdn = 11,11) feladatokkal szemben az integralszamitas témakorben
(T =188 Z = —9,377 p < 0,001 (1-tailed) r = 0,819)). Tehét, a statisztikai
vizsgalat sordn megbizonyosodhattunk, arrél, hogy az adott témakor oktatasa adott
oraszammal nem ad olyan alapot, ami sziikséges a magasabb szintli gondolkodés el-
éréséhez. Igy az itt elsajititott tananyagot, csak képletek formédjdban memorizaljik
a tanulok, amit a tovabbiakban mar nem képesek alkalmazni.

A 4. abran lathajuk a kutatasban szereplo 6sszes didknak, hogyan sikeriilt meg-
oldaniuk a feladatokat. A feladatsort megnézve leolvashaté az abrardl, hogy azok a
feladatok és képletek, amelyeket folyamatosan gyakoroltak érték el a magasabb sza-
zalékokat. Mig azok a feladatok, amelyek mar 6sszetettebb gondolkodast igényeltek,

vagy rosszul oldottak meg, de legtobb esetben hozza sem kezdtek.
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o |

1.feladat 2.feladat 3.feladat 4.feladat 5.feladat 6.feladat 7.feladat 8.feladat 9. feladat

4. abra. A tesztben szerepl6 feladatok megoldottsdganak mértéke

A kovetkez6 5. abra azt mutatja meg, csoportonként hogyan szerepeltek a didkok

a teszteken. Valamitn, hogy milyen csoportokénti atlagot értek el, a csoportokban
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szerepl6k kozott elért legkisebb (Min) és legmagasabb (Max) pontokat.
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5. abra. A kutatasban szerepl6 csoportok eredményeinek atlaga, minimuma és ma-

ximuma

Kovetkezo feltevésiink az volt , hogy a kiilonb6z6 csoportok kézotti eloszlas azo-
nos a mechanikus cselekvést igénylo feladatok esetében. Ennek vizsgalatara a meg-
efelel6 statisztikai proba segitségével osszehasonlkitottuk a csoportok eredményeit.
Mivel az adatok nem minden esetben mutattak normalis eloszlast, ezért Kruskal-
Wiallis nem paraméteres probat alkalmaztam a medidnok dsszehasonlitasara. A me-
chanikus cselekvést igénylo feladatok megoldasaban szignifikdans kiilonbség figyelhet6
meg a csoportok kozott x?(7, N = 131) = 36,710 p < 0,001. A csoportok kozott
el6forduld kiilonbségeket is megvizsgaltam részletesebben. A csoportok utdelemzése
soran Bonfferoni-korrekciét alkalmaztunk, az eredmények o < 0,05 szignifikancia
szinten keriilnek értelmezésre.

A kévetkez6 csoportokat hasonlitjuk 6ssze: Autdszerels (Mdn = 60, 00) Informa-
tika, Adatfeldolgoz6 és Szoftverfejleszté (Mdn = 20,00), Szakacs (Mdn = 60,00),
Szamvitel és adéugy (Mdn = 46,67), Szépészet (Mdn = 66,67), Szocidlismunka
(Mdn = 66,67), Turizmus (Mdn = 43,33) és Vallalkozastan (Mdn = 60,00). Nem
talaltunk szignifikans kiilonbségeket a kovetkezé csoportok kozott: Informatika -
Turizmus (H = —18,549 Z = —1,588 p = 0,112); Turizmus - Szamvitel és adé-
tgy (H = 5,536 Z = 0,451 p = 0,652); Turizmus - Autdszerelé (H = 23,338
Z = 1,944 p = 0,052); Turizmus - Szakics (H = 26,611 Z = 1,935 p = 0,053);
Szamvitel és adotigy - Autdszerelé (H = 17,802 Z = 1,525 p = 0,127); Szamvitel
és adoiigy - Szakacs (H = 21,075 Z = 13,460 p = 0,117); Szamvitel és adoiigy
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- Véllalkozastan (H = —34,275 Z = —1,814 p = 0,070); Autészereld - Szakacs
(H = —-3,273 Z = —0,248 p = 0,804); Autdszerels - Szocidlismunka (H = —12,273
Z = —0,970 p = 0,332); Autészereld - Szépészet (H = —13,427 Z = —1,016
p = 0,310); Autoészerels - Véllalkozastan (H = —16,473 Z = —0,880 p = 0, 379);
Szakacs - Szocidlismunka (H = —9,000 Z = —0,629 p = 0, 530); Szakécs - Szépészet
(H = —10,154 Z = —0,685 p = 0,493); Szakdcs - Véllalkozdstan (H = —13,200
Z = —0,664 p = 0,507); Szocialismunka - Szépészet (H = 1,154 Z = —0,081
p = 0,936); Szocidlismunka - Véllalkozastan (H = —4,200 Z = —0,215 p = 0,830);
Szépészet - Véllalkozastan (H = —3,046 Z = —0153 p = 0, 878).

Szignifkans kiilonbség volt a kovetkezo csoportok mechanikust cselekvést igényld
feladatainak medidnjai kozott: Informatika - Szamvitel és adoiigy (H = —24,085
Z = —2,125 p =,034); Informatika - Autészerel6 (H = 41,887 Z = 3,793 p <
0,001); Informatika - Szakacs (H = —45,160 Z = —3,496 p < 0,001); Informatika
- Szocidlismunka (H = —54,160 Z = —4,389 p < 0,001); Informatika - Szépészet
(H = —55,314 Z = —4,282 p < 0,001); Informatika - Vallalkozastan (H = —58, 360
Z = =3,153 p = 0,002); Turizmus - Szocidlismunka (H = 35,611 Z = 2,696
p = 0,007); Turizmus - Szépészet (H = 36,765 Z = 2,673 p = 0,008); Turizmus
- Vallalkozastan (H = —39,811 Z = —2,084 p = 0,037); Szamvitel és addigy -
Szocidlismunka (H = —30,075 Z = —2,330 p = 0,020); Szamvitel és adoiigy -
Szépészet (H = —31,229 Z = —2,320 p = 0, 020).

Ugyanazt a feltevést szeretnénk megvizsgalni, most viszont a magasabb szintii
gondolkodast igénylo6 feladatok esetében. Minden vizsgalatot ugyaniugy elvégeztem,
mint az el6zoekben. A Kruskal-Wallis nem paraméteres probat alkalmazva kap-
tam, hogy a magasabb szinti gondolkodast igénylo feladatok megoldasaban szig-
nifikdns kiilonbség figyelheté meg a csoportok kozott x?(7, N = 131) = 24,371
p = 0,001. A csoportok kozott eloforduld kiilonbségeket is megvizsgaltam részle-
tesebben. A csoportok utdelemzése soran Bonfferoni-korrekciét alkalmaztunk, az

eredmények a < 0,05 szignifikancia szinten keriilnek értelmezésre.
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6. abra. Csoportok Osszehasonlitasa az automatikus cselekvést igénylé és megértésen

alapulé feladatai alapjan

A kovetkezé csoportokat hasonlitjuk ossze: Autdszerel (Mdn = 44,44) Infor-
matika, Adatfeldolgozo és Szoftverfejleszté (Mdn = 0,00), Szakacs (Mdn = 11,11),
Szamvitel és adétugy (Mdn = 0,00), Szépészet (Mdn = 22,22), Szocidlismunka
(Mdn = 33,33), Turizmus (Mdn = 0,00) és Véllalkozastan (Mdn = 11,11). Nem
talaltunk szignifikans kiilonbségeket a kovetkezé csoportok kozott: Informatika -
Turizmus (H = —7,202 Z = —0,647 p = 0,517); Informatika - Szamvitel és adoiigy
(H =-8,130 Z = —0,753 p = 0,451); Informatika - Vallalkozastan (H = —20, 580
Z = —1,167 p = 0,243); Informatika - Szakécs (H = —21,365 Z = —1,736

= 0,083); Turizmus - Szamvitel és adotgy (H = 0,928 Z = 0,079 p = 0,937);
Turizmus - Vallalkozastan (H = —13,378 Z = —0,735 p = 0,462); Turizmus - Sza-
kics (H = 14,162 Z = 1,081 p = 0,280); Turizmus - Szocidlismunka (H = 21,478
Z = 1,707 p = 0,088); Turizmus - Szépészet (H = 23,970 Z = 1,830 p = 0,067);
Szamvitel és addtgy - Véllalkozastan (H = —12,450 Z = —0,692 p = 0, 489); Szdm-
vitel és adoiigy - Szakdcs (H = 13,235 Z = 1,032 p = 0, 302); Szamvitel és adoiigy -
Szocidlismunka (H = —20,550 Z = —1,672 p = 0,095); Szamvitel és adoiigy - Szé-
pészet (H = —23,042 Z = —1,797 p = 0,072); Vallalkozastan - Szakacs (H = 0,785
Z = 0,041 p = 0,967); Vallalkozastan - Szocidlismunka (H = 8,100 Z = 0,436
p = 0,663); Vallalkozastan - Szépészet (H = 10,592 Z = 0,559 p = 0,576); Val-
lalkozastan - Autészerelé (H = 23,877 Z = 1,339 p = 0, 181); Szakécs - Szocidlis-
munka (H = —7,315 Z = —0,536 p = 0,592); Szakacs - Szépészet (H = —9,808
Z = —0,695 p = 0,487); Szakécs - Autészereld (H = 23,093 Z = 1,834 p = 0,067);

21



Szocidlismunka - Szépészet(H = 2,492 Z = 0, 183 p = 0, 855); Szocidlismunka - Au-
tészerel6 (H = 15,777 Z = 1,309 p = 0,190); Szépészet - Autdszerels (H = 13,285
Z =1,055 p=0,291).

Szignifkans kiilonbség volt a kdvetkezd csoportok magasabb szintii gondolkodast
igénylé feladatainak medidnjai kozott: Informatika - Szocidlismunka (H = —28, 680
Z = —2,440 p = 0,015); Informatika - Szépészet (H = —31,172 Z = —2,533
p = 0,011); Informatika - Autdszerels (H = 44,457 Z = 4,226 p < 0,001); Turizmus
- Autédszerel$ (H = 37,255 Z = 3,257 p = 0,001); Szamvitel és adoiigy - Autdszereld
(H = 36,327 Z = 3,267 p = 0,001).

Szerettiik volna megvizsgalni azt a feltevést is, hogy a fitik és lanyok csoportja ko-
z0Ott jelentos eltérések vannak a mechanikusan begyakorolt miiveletekkel megoldott-

és a megértésen alapuld feladatok kozott is.
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7. dabra. A megirt feladatok nemek szerinti megoszlasa

Nem teljesiilt a normalitas egyik esetben sem, sem a Kolmogorov-Smirnov (fitk-
mechanikus miiveletek elvégzése: W (69) = [0, 159] p = 0,000; fiik-megértésen ala-
pulé feladatok: W (69) = [0,286] p = 0,000; lanyok-mechanikus miiveletek elvég-
zése: W(62) = [0,133] p = 0,008; ldnyok-megértésen alapuld feladatok: W (62) =
[0,240] p = 0,000 ), sem a Shapiro-Wilk teszt (fitk-mechanikus miiveletek elvégzése:
W(69) = [0,932] p = 0,001; fitk-megértésen alapul6 feladatok: W (69) = [0, 768]
p = 0,000; lanyok-mechanikus miiveletek elvégzése: W (62) = [0,953] p = 0,018;
lanyok-megértésen alapulé feladatok: W (62) = [0,837] p = 0,000 ) alapjén. Nempa-
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raméteres fiiggetlen mintas Mann-Whitney tesztet alkalmaztam, és a kovetkezdket
kaptam:
1. Mechanikusan begyakorolt miiveletekkel oldott feladatok

Mann-Whitney tesztet hasznalva a mechanikus cselekvéseket igénylo felada-
toknal szignifikdns eltérés van a két nem kozott U = 1692 Z = —2,070
p = 0,038 (1-tailed) r = 0, 181.

2. Megértésen alapulé feladatok esetében

Mann-Whitney tesztet hasznalva a magasabb szinti gondolkodast igényl6 fel-
adatoknal nincs szignifikans eltérés a két nem kozott U = 1993 Z = —0, 710
p=0,478 (1-tailed) r = 0, 062.
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3. Kisérleti oktatas

3.1. Az oktatas folyamata és koriilménye

A vizsgalatra a I1. Rdkdczi Ferenc Karpataljai Magyar Féiskoldn keriilt sor. Osszesen
7 els6éves informatika tanari szakos hallgaté vett részt a vizsgalatban. A hallgatok
tudasat irasbeli bemeneti- és kimeneti feladatsorral mértiik fel.

A hallagtok integrallal kapcsolatos tudasat méré bemeneti- és kimentei feladatsor
kilenc feladatbol allt. Mindkét feladatsorban ugyanazt a kérdéssort hasznaltuk an-
nak érdekében, hogy a tanuldsi eredmények Osszehasonlithatbak legyenek. Az egyes
feladatok pontszama feladatonként eltéro, a feladatok nehézségi szintjének valamint
bonyolultsaganak megfeleléen.

A hallgaték 45 percet kaptak a feladatsor megoldasara. Technikai eszk6zok,
példaul grafikus szamologépek hasznalata nem volt megengedett. A résztvevok cso-
portjanak kivalasztasa, azért volt adott mivel tudasuk egyenértékii volt eloképzett-
ségiiket tekintve egy kozépiskolai 11. osztalyos didkkal.

A tovabbiakban megnézziik a bemeneti- és kimeneti tesztekben szerepld kérdé-
seket:

1. kérdés: Melyik képlettel szamithato ki a gérbevonali trapéz teriilete?

a) [y f(o)de = F(x) = F(b)
b) J, f(z)dz = A(z) — B(x)
¢) X f(x)dx = F(a) — F(b)

) Ja ) —
d) J° f(a)da = F(b) - F(a)

Az els6 kérdés célja az volt, hogy a didkok felismerjék a képletet, amelyet mar ez-
elott tanultak. Ezzel nemcsak a korabban megtanultakat hivjuk el,hanem elokészit-
jik Oket az Osszetetebb feladatok megoldasara. Fzt a kérdést egyfajta ravezetésnek
tekinthetjiik.

2. kérdés: Vilaszd ki az [ \/xdx hatdrozatlan integrdljdt!

a) 5= +C b) 2V/a3 4+ C c) 3Vad +C d) 2vz +C

Ez a tesztes kérdés is hasonlé megfontolasok alapjan keriilt be a feladatsorba,

mint az el6z6. A didkoknak fel kellett ismerni a hatarozatlan integral kiszamitasa-

nak menetét, az integralasi szabalyokat, valamint hogy minden hatarozatlan integral

esetében hasznaljuk a konstans C-t.
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3. kérdés: Pdarositsd az integrdlt a megoldasdval!

1) [xtdx a) &+ C

2) [4a3dx b) 2+ C

3) [ 3dx c) 4z + C
d) 3z+C

A harmadik kérdés célja annak felmérése, hogy a tanulok mennyire sajatitottak
el a hatarozatlan integralas alapvetd szabalyait, és képesek-e azokat helyesen alkal-
mazni. A feladat kifejezetten a hatvanyfliggvények integralasara Osszpontosit, igy
alkalmas annak ellendérzésére, hogy a diakok értik-e az adott tipusu fiiggvényekre
vonatkozo6 integralasi eljarast.

4. kérdés: Szamitsdatok ki az f(x) = xf—_l integrdlt, melynek primitivje az F(x) =
ln|§—; . Hatdrozd meg [ gcfﬁdx integrdl értékét!

Ez a kérdés mélyebb szintii megértést kivan: a tanulénak észre kell vennie, hogy a
feladatban mar megadtak a primitiv fliggvényt, igy a megoldas egyszeriien az adott
F(z) és egy konstans osszege. A cél itt az, hogy a didkok helyesen értelmezzék a
hatarozatlan integral fogalmat, és tudjak, hogy egy primitiv fiiggvény mindig csak
egy altalanos alak, amelyben a konstans valtozhat.

5. kérdés: Szamitsd ki a fog cosxdx hatarozott integrdlt!

Ez a kérdés egy egyszerti hatarozott integralas kiszamitasara iranyul. Fel kell
ismerni az els6 feladatban 1év6 Newton-Leibniz formulanak az alkalmazhatosagat,
aminek segitségével hatarozhaté meg a hatarozott integral.

6. kérdés: Szdmitsd ki a [} (x? 4 2)dx hatdrozott integrdlt!

Ez a feladat nemcsak a hatarozott integral szamitasdnak képességét méri fel,
hanem azt is vizsgalja, hogy a tanulok mennyire képesek alkalmazni az integrél
additiv tulajdonsagat, azaz felismerik-e, hogy az integral t6bb részre bonthato és az
egyes részintegralok osszege adja a teljes értéket.

7. kérdés: Adott az f(x) = ﬁ fiigguény, amelynek F(x) a primitivje és
F(0) =0, F(1) = 5. Szdmitsd ki az [y i=da!

A 7. feladat célja, hogy a tanuldk felismerjék a Newton—Leibniz-formula alkal-
mazhatdsagat, és megértsék, hogyan kell kiszamitani egy hatarozott integralt egy
adott primitiv fliggvény segitségével. A feladat soran nemcsak a képlet felismerésére

van szilkkség, hanem arra is, hogy tudjak: a hatarozott integral értékének megha-
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tarozasahoz a primitiv fiiggvény felsé hatarnal vett értékébol kell kivonni az alsd
hatarnal vett értékét.

8. kérdés: Hatdrozd meg az f(x) = \/x fugguény grafikonja alatti sikrész teriletét
az [0; 5] intervallumon!

Ez a kérdés mar bevezeti a tanulokat az integral geometriai értelmezésébe, célja
annak tudatositasa, hogy a hatarozott integral egy fliggvény grafikonja alatti teri-
letet jelenti. A feladat arra 6sztonzi a didkokat, hogy ne csak kiszamoljdk a tertilet
értékét, hanem rajzoljak meg a fiiggvényt és vizudlisan azonositsak azt a teriilet-
részt, amelyet az integral reprezentdl. Igy a tanulék mélyebb megértést szereznek
az integralas gyakorlati alkalmazéasarol és a fogalom szemléletes jelentésérol is.

9. kérdés: Hatdrozd meg az dbrdn ldthato grafikon kijeldlt részének teriiletét!

a

A\

£
!

w
5
!

)
(X
w

Ez a feladat a hatdarozott integral geometriai értelmezésére helyezi a hangsilyt
vizudlis eszkozokkel. A tanuléknak egy adott fiiggvény grafikonja alapjan kell meg-
hatarozniuk a kijelolt tertilet nagysagat, amely fejleszti a grafikonok értelmezéséhez
szitkséges készségeket. A cél, hogy a didkok megtanuljak leolvasni a fiiggvényt és a
hatarokat.

Els6 foglalkozas

Az elso kisérleti foglalkozas célja az volt, hogy a tanuldok képesek legyenek vizua-

lisan értelmezni egy hatarozatlan gorbe alatti tertiletet, és megalapozzuk a késobbi,
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formalisabb integralszamitasi ismereteket. A foglalkozas soran egy olyan gorbe alatti

tertiletet vizsgaltunk, amelynek teriilete nem hatarozhaté meg egyszert képlettel.

A tanuldk feladata az volt, hogy négyzetracsos lap segitségével, egységnyi széles-

ségli savokra bontva kozelitoleg hatarozzak meg a teriiletet.

Az éra végén GeoGebra programban is bemutattam nekik egy hasonlé hatéaro-

zatlan gorbe tertiletének a felosztasat.

£

B Ll 17120016708
[T B

J|E| LI
5 15 -1 -0.5 o 05 1 1.5 2.

8. abra. Hatarozatlan sikteriilet felosztdsa GeoGebra segitségével

Ez a médszer lehetoséget adott arra, hogy tapasztalati tton, fokozatosan jussa-

nak el az integral fogalmahoz. Az éra tehat egyfajta bevezetésként szolgalt a késobbi
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foglalkozasokhoz, mikozben fejlesztette a tanuldok térlatasat és becslési készségét is.

Masodik foglalkozas

A bevezeto els6 foglalkozas utan, a masodik foglalkozason a hatarozatlan- vala-
mint hatarozott integralok megoldasaval foglalkoztunk. Olyan feldatokat kaptak a
hallgatok, melyek megoldasahoz az alapintegralok téablazatat, az integral tulajdon-
sagait és a Newton-Leibniz képletet kellett tudniuk alkalmazni. A foglalkozas alatt
nagyobb hangsilyt kapott az, hogy milyen kapcsolatban all az integral fiiggvény és a
primitiv fliggvény, igy rogzitve annak jelentését. Fzen foglalkozasnak az volt a célja,
hogy fel elevenitsiik a mar elézetesen kozépiskolaban megszerzett tudast és elmé-
lyitsiik azt a begyakorolt feladatokkal. Emellett a foglalkozas végén volt két olyan
feladat, melyben adott volt a primitiv fiiggvény is, igy lathattak, hogy a megoldas
szinte adott, ebben a feladatban csak egy konstans tényez6 hianyzik.

Harmadik foglalkozas

Az utolsé foglalkozas teljes mértékben a teriiletszamitasrol szolt kilonbozo fel-
adat tipusokban. El6szor fiiggvényeket kaptak, melyeknek meg volt adva az also-
és felso hataruk. Ezekhez rajzot kellett készitenitik, megmutatni a rajzon mit szert-
nénk meghatarozni, majd kiszamitani annak teriiletét. A feladatok masik része
pedig olyan volt, hogy az adott dbrak alapjan kellett felirni a fiiggvény az also- és

fels6 hataraival egyiitt, valamint kiszamitani.

flx) =
A = Pant{xTengely)
= (L) ® 3\

@ B={L.0 H Y

8 = FelsSéurep(f x[A}.=[E}, n)

= 0. 7232500863106

b = Akdbszes(f. [A). x(B).n)
@ 288 ]

= 0612132051659

9. abra. Riemann fels6- és alsé Osszegek szemléltetése

[9] Itt bemutattam nekik a GeoGebra segitségével, hogyan lehet als-és felsd
Osszegekként is kiszamitani az egész alakzat teriiletét. Azt is bemutattam, hogy

mennyire szamit az, ha a beosztaskozok minél kisebbek, igy annal pontosabb értékek
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kaphatéak. Ugy gondolom, hogy ez a vizudlis elemekkel valé dbrazolds nagyban

hozzajarul a feladatok megoldasahoz.

3.2. Kisérleti oktatas eredményei

A kisérleti oktatas célja az volt, hogy a hallgatok fejldést mutassanak a kimeneti fel-
adatsor megoldasaban, kiilonosen azokban a feladatokban, amelyek magasabb szitnii
gondolkodast igényelnek. Ezzel azt kivantuk igazolni, hogy a mélyebb megértés elo-
segithetd olyan fogalmak bevezetésével, mint a primitiv fliggvény. Emellett fontos
szerepet kaptak a vizualis szemlélteto eszkozok, valamint a tapasztalati, érzékszervi
tanulas, amelyek mind hozzajarultak a tananyag alaposabb elsajatitasahoz.

A 10. abra a hallgaték bemeneti és kimeneti feladatsorainak eredményeiben
bekovetkezett valtozasokat szemlélteti. A legfébb célunk az volt, hogy elérelépés
torténjen a magasabb szintli gondolkodast igénylo feladatok terén. Ezt sikertilt
elérni, hiszen a 4., 7. és 9. feladatok esetében is egyértelmii javulas mutatkozik,

amelyek éppen az elmélyiilt megértés és az absztrakcié képességét igénylik.
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10. abra. Bemeneti- és kimeneti feladatsor feladatonkénti eredményei szézalékokban

A kovetkezd 11. abran azt szemléltetjiik, hogyan teljesitettek az egyes halgatok
a bemeneti és kimeneti feladatsorok megirasa soran. Mivel a kimeneti mérésre méar
a kisérleti oktatasok utdn kertilt sor, az eredményeket egy oszlopdiagrammon is
osszehasonlitottuk. Az adatok alapjan jol lathatd, hogy néhany tanuléndl pozitiv
eredményeket figyelhetiink meg, ami azt jelzi, hogy ezek a foglalkozasok segitettek
nekik a fejlodésben.
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11. abra. Hallgatok pontszamai a bemeneti- és kimeneti feladatsor megirasa utan

A késObbiekben egy késleltetett mérést is elvégeztiink, melynek eredményeit a
12.4bra szemlélteti. Ezen a mérésen mar csak 6t hallgato vett részt, igy az 6 eredmé-
nyeiket hsonlitottuk 6ssze a korabbi felmérések eredméyneivel. A késleltetett mérés
lehetdséget ad arra is, hogy megvizsgaljuk, milyen mértékben sikeriilt a tanult is-
mereteket hosszli tavon is elraktarozni, azaz mennyire volt tartos a foglalkozasok
hatasa.
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12. abra. Hallgaték pontszamai bemeneti-, kimeneti- és késleltetett feladatsorok

megirasakor

Végil kiilon is megvizsgaltam a kizdrdlag megértésen alapulé feladatok (a 4., 7.
és 9. feladatok) eredményeit a bemeneti-, kimeneti- és késleltetett tesztek titkkrében.
Az Osszehasonlitdas célja az volt, hogy képet kapjunk arrdl, milyen mértékben fej-

lodtek a hallgatok a mélyebb gondolkodast és az integral fogalmanak értelmezését
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igényld feladatok terén, illetve mennyire sikeriilt hosszabb tavon is rogzitenitik a

megszerzett tudast.
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13. dbra. A magasabb szintli gondolkodést igényl6 feladatok eredményei bemeneti-,

kimeneti- és késleltett teszteléskor szdzalékokban

A 13. abra szerint a késleltetett mérés eredményei visszaesést mutatnak a kime-
neti teszthez viszonyitva. Két tanulo teljesen elhagyta a feladatok megoldasat, ami
motivaciés probléméakra vagy egyéni akadalyokra (pl. idéhidny, egyéb elfoglaltsig)
utalhat. Mindez arra utal, hogy a hosszu tavi tudasmegérzés és a tanuldi aktivitas

fenntartasa még tovabbi fejlesztést igényel az oktatasi folyamat soran.
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Kovetkeztetés

Diplomamunkam célja az volt, hogy megvizsgaljam a kozépiskolas 11. osztalyos
tanulék integralszamitassal valé kapcsolatat. Az volt a feltevéstink, hogy a kozép-
iskolas didkoknak ez a témakor nehezen elsajatithato, amit a dolgozatban szerepld
kutatas eredményei igazolnak.

A kutatasi eredmények elemzésérol szolo részben harom kérdésre szerettiink vol-
na valaszt kapni. Az els6 megallapitasunk az volt, hogy az automatikus cselekvést
igényld feladatok és a magasabb gondolkodast igénylo feladatok esetében eltérés van
a tanulok eredményei kozott, ami be is igazolodott. Masik vizsgalat soran azt probal-
tuk kideriteni, hogy van-e kiilonbség a csoportok feladatok pontszaméanak medianjai
kozott mind az automatikus-, mind pedig a megértést igénylo feladatok esetében. Itt
azt az eredményt kaptuk mindkét esetben, hogy a csoportok medianjai kozott szig-
nifikans eltérések figyelhetéek meg. Végiil pedig azt vizsgaltuk, hogy a fitik és lanyok
feladtmegoldasai kozott vannak-e eltérések, ahol azt az eredményt kaptuk, hogy a
mechanikusan begyakorolt miiveletknél van, mig a megértésen alapulé feladatoknal
nincs szignifikdns eltérés a fituk és lanyok feladat megoldésai kozott.

Megallapithatjuk, hogy a kisérleti oktatas hozzajarult a mélyebb megértést igény-
16 feladatok eredményességéhez, viszont a késleltetett mérés alapjan megfigyelheto,
hogy a tartés tuddsmegorzés és belsé motivacio erdsitése tovabbra is kihivast je-
lent. Egy 1jabb kisérleti oktatas tervezésekor tobb idot kell fektetni az ismétlésre és
gyakorlati alkalmazésra, hogy a megszerzett tudas jobban beépiiljon a hosszl tavi
memoriaba.

Az el6z6ekben levont kiévetkeztetések alapjan megallapithatd, hogy a témakor
kozépiskolai oktatasa jelen formajaban nem bizonyult kelléen hatékonynak. En-
nek fényében indokolt lehet a témakor eltavolitassa azon oktatdsi intézmények tan-
tervébdl, ahol annak elhagyasa varhatéan nem befolyasolja hatranyosan a tanulok
eredményességét. Ugyanakkor javasolt a témakor éraszamanak novelése azokban az

iskolakban, ahol a didkok kompetencidi és tanulasi igényei ezt indokoltta teszik.
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IITKOJIA JI0 IHTErpaJIbHOTO YUC/IeHHd. Dysia BUCYHYyTa TinoTe3a, Io Igd TeMa € CKJIa-
JTHOIO JIJISl 3aCBOEHHS CTaPIIOKJIACHUKAMU, 1 Pe3yIbTaTH JIOC/IiI7KEHHS, BUKJIQ/IEH] B
JlaHiit poOOTi, 1€ MATBEPKYIOTh.

Y po3ii, IPUCBAYEHOMY aHAJII3y Pe3y/IbTATIB JOCIIIKEHHS, S TPArHyJIa BiIImo-
BiCTH Ha TPW KJIIOYOBI 3anutannd. [lepmmm BUCHOBKOM CTaJIO Te, IO iCHYE CYyTTEBA
PIBHUIIA MiK pe3y/IbTaTaM# YUYHIB Y 3aBJaHHSIX, IO MOTPEOYIOTH aBTOMaTH30BaHUX
Jiit, Ta 3aBJIAHHSIX, SKI BUMAraloTh BUAIIOTO PIBHS MUCJIEHHS — Il€ MPUILYTIIeHHS T11/1-
TBEPAWIOCH. ¥ JIPYTOMY JIOCJI/IKeHH] 51 HAMarajacs 3’ siCyBaTH, UU € BiIMIHHOCTI
MiK MeJiaHaMU pe3yJIbTaTiB IPYIl Y 3aBJaHHAX Ha aBTOMATH3AIl0 Ta Ha PO3YMiH-
Hs. B 0060x Bumajkax Oys10 BHABJIEHO 3HAYYI PO30iKHOCTI MixK Memianamu. Hape-
IITi, g HepeBipu/ia, YU ICHYIOTh BIJIMIHHOCTI MiK BUKOHAHHAM 3aBJ/IaHb XJIOMIAMUI
Ta JgiBuaTaMu. 3’sCyBaJIOCH, IO JJIs 3aBIaHb MEXaHITHOIO XapaKTepy Taka Pi3HUIlS
€, TOI 9K JIJId 3aB/JaHb Ha PO3YMIHHA CTATUCTUYHO 3HATYIIMX BiIMIHHOCTEH MizK
pe3yJibTaTaMu JIiBYAT 1 XJIOIIIIB HEe BUSBJIEHO.

Otke, MOZKHA 3pOOUTHU BUCHOBOK, ITI0 €KCIIEPUMEHTAJIbHE HABYAHHS CIIPUSLIO 110~
KpaIeHHIO Pe3y/IbTaTIB y 3aB/IaHHAX, AKi TOTPEOYIOTH ITUOIIOrO PO3yMiHHS, OJIHAK
pe3yJIbTaTU BiJITEPMIHOBAHOTO BUMIPIOBAHHS CBi4aTh PO Te, IO IpobJieMa TpH-
BaJIOro 30eperKeHHs 3HAHb 1 IMITPUMKN BHYTPIITHBOI MOTHBAIIIT 3aJIUIIAETHCHA aKTY-
apnoio. [Ipu po3podbii HOBUX eKCIepUMEHTAJIBLHUX IPOrpaM BapToO Iepei0avnTu
OisIbIIe Yacy Jijisi IOBTOPEHHs Ta MMPAKTUYHOI'O 3aCTOCYBaHHA, MO0 Kpalle iHTerpy-
BaTH 3/100yTi 3HAHHSA y JIOBIOTPUBAJIY IIaM ATh.

Buxongan 3 naBeJieHnX BUIE MipKyBaHb, MOXKHA CTBEP/ZKYBaTH, IO BUKJIA A~
HHS I7i€] TeMU y 3araJbHOOCBITHIX IMTKOJIaX y HOro HUHINMITHBOMY BUIVIS/IL € HEJI0CTa-
THBO e(PEeKTUBHUM. ¥ 3B'dA3KYy 3 IIUM JOILIBHUM BHIAETHCA BUJIyUeHHS ITi€l TeMU 3
HaBYaJIbHUX IJIAHIB TUX 3aKJ/a/11B, Je 11 BUKJIIOUYEeHHs He 3allKOJUTh 3arajbHiii Ha-
BYAJIBHIN ycmimuocTi yuniB. BogHodac peKoMeH1y1o 301/IbITUTH KiJTLKICTh HaBYa Ib-
HUX TOJMH y THUX TITKOJIaX, Jie Tle BIJMOBIIa€ piBHIO KOMIIETEHTHOCTEN 1 HaBYATbHUX

noTped yUHiB.

36



Nyilatkozat

Alulirott, Pinte Edina, 014. Kozépiskolai oktatds (Matematika) képzési program hallgatdja,
kijelentem, hogy a dolgozatomat a II. Rakoczi Ferenc Karpataljai Magyar Foiskolan, a
Matematika és Informatika Tanszéken készitettem, 014. Kozépiskolai oktatas (Matematika)
MSc diploma megszerzése végett.
Kijelentem, hogy a dolgozatot mas szakon korabban nem védtem meg, sajat munkam
eredménye, ¢s csak a hivatkozott forrasokat (szakirodalom, eszkdzok stb.) hasznaltam fel.
Tudomasul veszem, hogy dolgozatomat a II. Rakoczi Ferenc Karpataljai Magyar

Foiskola konyvtaraban a kolesondzhetd konyvek kozott helyezik el.



HHOACHIOBAJIBHA 3AIIMCKA

A, Ilinte Exina IBaniBHa, miaTBepKyro, mo kopucryBaitach Chat GPT
(https://chat.openai.com/) st penaryBaHHs, CTHII3AIlli TEKCTy Ta MEPEBIPKH
MOMMJIOK Yy BJIacHii poOoTi. S 3aBaHTa)KMiIa CBOIO POOOTY B MOBHOMY 00CsI31 1
BBEJIa HACTYIIHI JaHi y nepion 3 6 ciuns no 15 tpaBus 2025 poky:

1. TTokparieHHs akaIeMiYHOTO CTHIIIO Ta TIPAaBUILHOCTI MOBH, BKJIIOUAIOUU
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3. Tenepaumis imeil Ta OTpUMaHHS HATXHEHHS [UIA IOAAJBIIOTO
OTIPAIIFOBAHHS 3MICTY.

OTprMaHi TakKMM YMHOM JiaHi Oyl BUKOPHCTaHI JIJIsl JOOIPALIOBaHHS Ta

HepCPOGHCHH}I TCKCTY 3 MCTOIO OTPUMAHHA KiHI_ICBOFO BapiaHTy pO6OTI/I.
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