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Bevezetés

A matematika hosszu ideje kulcsfontossagu szerepet jatszik a tudomanyos kutatdsokban,
a technoldgiai fejlddésben és a tarsadalmi véaltozdsokban. A 19. szdzad meghatarozé id6-
szak volt, amelyet nagyszabdsu véltozdsok és dinamikus fejlodési folyamatok jellemez-
tek. A mult évszdzadban a nyugat-eurépai matematikai felfogds mélyrehat6 valtozason
esett at, amelynek kovetkezménye meghatdrozoan alakitotta a tudomanyos gondolkodds
korszert torekvéseinek kibontakozasat. Az elmult két évszazad tudomanyos moédszertana
¢s kutatdsi megkozelitései ma is meghatdarozo szerepet jatszanak a fizika, a kozgazdasag-
tan, a mérnoki tudomdanyok €s az informatika teriiletén.

Ezen id6szak igazi jelentésége abban rejlik, hogy a matematikai fejlédés nem-
csak elméleti attoréseket hozott, hanem tobb tudomanydagat is mélyrehatdan és alapvetden
megvaltoztatott. A matematika nélkiilozhetetlen eszkoz, amely dtszovi a tudoményos ku-
tatds €s innovéacid szinte minden teriiletét, legyen sz6 mérnoki munkardl, gazdasagi elem-
z€sekrdl, informatikai fejlesztésekrdl vagy fizikai kutatdsokrél. A matematika korszerd
againak — példaul a szamelméletnek, differencidlgeometrianak, topologidnak és modern
algebranak — alkalmazdsaval a kutatok mélyebb és pontosabb elemzéseket tudnak végez-
ni, ami lehet&vé teszi a bonyolult tudomanyos problémadk drnyaltabb megértését és meg-
oldasat. A matematikai gondolkoddsmdd atalakitotta a szdmitdsi mdodszereket, és teljesen
Uj perspektivat nyujtott a valosag felfogasarol.

Diplomamunkdm célja a XIX. szdzad A XX. szdzad Nyugat-Eurépa matematikai
fejlodésének kulcsfontossdgu dllomadsait vizsgalja, kiemelve azokat az uttord felfedezé-
seket, amelyek meghataroz6 szerepet jitszottak a modern tudoményos gondolkodés ki-
alakuldsdban. Kiilonos figyelmet forditok, irdnyzatokra €s tudésokra, amelyek és akik
kiemelkedd jelent6séggel birtak ebben a torténelmi periédusban. A diplomamunkdm to-
véabbi célja, hogy a meghatdrozott korszak Osszegyijtott adatait egy weboldalra kiilonb6z6

csoportositdsok alapjan egy kis lexikonként feltoltsem.



1. fejezet

A 19. szazadi matematika fejlodése

1.1. A korszak {6 jellemzoi

1.1.1. Az analizis és algebra fejlodése

Az analizis fejlodése a XIX. szazadban

A 19. szdzad matematikai vizsgdloddsai mélyrehaté elméleti valtozasokat és uj-
szer(i tudomdnyos megkozelitéseket hoztak 1étre, amelyek alapvetden forméltdk at a mate-
matika tudomanyanak szerkezetét és modszertanat. A matematikai analizis fejlédésének

legjelentsebb mérfoldkoveit és elméleti fordulatait ismertetjiik a kovetkez6kben.

A XIX. szazad eleje: Az analizis megerositése és a hatarértékek fogalmanak
kialakitasa

A XIX. szdzad sordn bekovetkez6 szocidlis és kulturdlis valtozasok gyokeresen
atalakitottdk Eurdpa civilizacidjanak karakterét, mikdzben a technikai innovaciok és tu-
domadnyos feltdrasok gyokeresen megvaltoztattdk az emberek életmddjat. A mult szdzad
elsé harmaddban a matematikai analizis még alakuléban volt: bar a differencial- €s integ-
ralszdmitds médszertana mér kellen kidolgozott volt, addig a kapcsolédé matematikai
fogalmak és definiciok tudomdanyos héatterének teljes korli megalapozdsa még varatott ma-
gara. A matematika teriiletén a sorozatok és végtelen sorok elemzése régéta ismert volt,
am a konvergencia €s a hatarérték tudomédnyos szempontbdl pontos meghatdrozasa még
vdaratott magara. Akkoriban a matematikai kutatasok f6 irdnya a gyakorlati alkalmazdsok
felé fordult az integral- és differencidlszdmitas terén, mikozben egyidejilileg az elméleti

fejlodés is szdmottevd volt.

1820-1830: A hatarértékek és a sorozatok elméleti alapjai
A 19. szdzad folyamdn a miivészeti €s kulturdlis szféra mélyrehat6 véltozasokon
esett at, amelyeket kiillonbozd stilusirdnyzatok, mint a romantika és a realizmus alaki-

tottak és formédltak. A korszak bovelkedett miivészeti és szellemi 4ttorésekben, amelyek



mélyrehatéan alakitottdk at a kor szellemi horizontjat és kifejezésmddjait. A mualt szdzad
elsé évtizedeiben a tudésok aprolékos munkdval alakitottdk ki és vezették be a hatarér-
ték fogalméat, ami dont6 jelentdséglinek mutatkozott a matematikai analizis tudoméanya-
nak el6relenditésében. A matematika torténetében az egyik uttoré fogalommeghatdrozast
Augustin-Louis Cauchy végezte el, aki rendkiviil pontos és alapos munkdjaval tudoma-
nyos szempontbdl megalapozta és megreformaélta a fogalom addigi értelmezését. Cauchy
matematikai munkdssdga rendkiviil jelentSs volt az analizis tudomanyédban, mivel 6 dol-
gozta ki a konvergencia modern értelmezését, amelyet mind sorozatokra, mind fiiggvé-
nyekre alkalmazni lehetett [35].

A XIX. szazad kozepe: A modern analizis alapjainak kialakitasa

A 19. szdzad kozepén az analizis alaposabb kidolgozasa révén a matematikai tu-
domdanyok egzaktsidga és megalapozottsdga egyre precizebbé valt. Az analizis innovativ
teriiletei, dgymint a funkciondlis analizis és a topoldgia, fokozatosan nagyobb figyelmet
kaptak és egyre szélesebb korben terjedtek el. Matematikai korokben egyre inkabb elfo-
gadottd valik az a nézet, miszerint a tobb dimenzidval rendelkez6 és Osszetett rendszerek
alapos vizsgélata elengedhetetlen a tudomanyteriilet jovobeni elérehaladdsédhoz.

Ebben az iddszakban jelentds munkdk sziilettek a linedris operédtorok, Hilbert-tér,
€s a differencialhato fiiggvények elméletében, amelyek mind hozz4djarultak a modern ana-

lizis megerdsitéséhez.

A XIX. szazad vége: Az analizis és az algebra integralasa

A 19. szazad végén az analizis és az algebra egyre mélyebb kolcsonhatasba 1¢-
pett, modszereik €s szemléletmddjuk kolcsondsen formdlva és kiegészitve egymadst, ez-
altal mindkét tudoménytertiilet jelentds fejlddésen ment keresztiil. A tudomanyos vizs-
galatok sordn innovativ médszerek keriiltek kidolgozasra az analitikus és differencidl-
egyenletek megolddsdnak teriiletén. A matematika dinamikusan alakulé dgai, példaul a
komplex analizis, szervesen kapcsolddnak az algebrai megkozelitésekhez és geometriai
kihivasokhoz. Ebben az id6szakban a klasszikus vizsgélati eljardsok dsszekapcsolddtak a
matematika korszer(i szemléletmodjaval, igy lefektették a huszadik szdzad elemzésének

elméleti alapjait.

Az algebra fejlodése a XIX. szazadban

A XIX. szdzadban az algebra jelentds valtozasokon ment keresztiil, amelyek alap-
vetden formaltdk a modern algebrai gondolkodasmodot. A korszak folyaman az algebra
nemcsak dj elméletekkel és médszerekkel gazdagodott, hanem a matematikai problémak
megoldédsdnak uj megkozelitései is megsziilettek. Az alabbiakban az algebra fejlodésének

fontosabb mérfoldkoveit €s elméleti valtozasait tekintjiik 4t.
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A XIX. szazad eleje: Az algebrai egyenletek és csoportelmélet kezdetei

A XIX. szazad elején az algebra alapvetSen az algebrai egyenletek megoldasaval
foglalkozott. A legfontosabb feladat a masodfoku, harmadfoki és negyedfoku egyenletek
megolddsi médszereinek pontos kidolgozdsa volt. A masodfoku egyenletek megoldasa
mar kordbban, a 17. szdzad végén €s a 18. szdzad elején is ismert volt, de a harmadfoku
¢és negyedfoku egyenletek megolddsa ekkoriban még nem volt teljesen vilagos.

A XIX. szdzad elején Niels Henrik Abel és Evariste Galois kutatdsai jelentds
attorést hoztak ezen a téren. Abel 1824-ben bebizonyitotta, hogy az 6tddfoku €s ennél
magasabb foku algebrai egyenletek altaldnos megoldasa nem létezik. Galois pedig az
algebrai egyenletek megoldhatdsagat €s az algebrai struktirdkat egy dj szemszogbdl ko-
zelitette meg, a csoportelmélet révén. Galois munkassdga megalapozta az algebrai egyen-

letek megoldhatésdgaval kapcsolatos modern elméleteket.

1820-1850: A csoportelmélet és a modern algebra sziiletése

A XIX. szdzad kdzepén az algebra maés teriileteken is Uj irdnyvonalakra talalt. A
csoportelmélet, amely az algebrai struktirdk szimmetridjat vizsgalja, kiemelkedd szerepet
kapott. Evariste Galois munkdssdga nemcsak az algebrai egyenletek megoldhatésdganak
megértését alapozta meg, hanem hozzajarult a csoportelmélet és az algebrai struktirdk
alapvetd elveinek kifejlesztéséhez is. A Galois-elmélet az algebrai egyenletek gyokeinek
szerkezetét és a gyokok kozotti kapcsolatok alakuldsat irja le a csoportelmélet nyelvén.

Ebben az id6szakban jelentSs fejlddés kovetkezett be a linedris algebra és a mat-

rixok elméletében is, amely alapvetd eszkozzé vilt az algebrai problémak megolddsdban.

A XIX. szazad vége: Az algebrai struktirak és a modern algebra kialakulasa

A szézad végére az algebrai kutatdsok még szélesebb spektrumot oleltek fel. A
szimbolikus algebra, amely a matematikai miveletek absztrakt jelolésére épit, elterjedt
a matematikai kozosségben. Az algebrai struktirdk, mint a gy(rik, testek és modulok
fogalma, egyre inkdbb kdzponti szerepet kaptak az algebrai kutatdsokban.

Ebben az id6szakban a matematika més teriiletei is szorosabb kapcsolatba kertil-
tek az algebrdval. Az algebrai struktirdk és azok alkalmazdsa a geometria, a szamelmélet
€s a topoldgia kiillonboz6 teriiletein is megjelentek, eldsegitve a modern matematika ki-
alakuldsat.

A modern algebra kialakuldsa szoros kapcsolatban allt a 20. szdzadi matematikai
gondolkoddsmdd eldrehaladdsdval. Az algebrai struktirdk elméleti és gyakorlati alkal-
mazasai hozzdjarultak a matematikai tudomdnyok fejlddéséhez és a kés6bbi matematika

alapvet6 iranyvonalainak meghatarozdsahoz [4].

11



1.1.2. A XIX. szazadi nyugat-eurépai matematika formalizmusanak

erosodése

A 19. szdzad folyamdn a nyugat-eur6pai matematikai gondolkodasban jelentds dtalaku-
l4s ment végbe, amelynek f6 jellemzdje a formalizmus fokozatos térnyerése és tudatos
kimunkaldsa volt. A formalizmus célja a matematikai eszk6zok €s gondolatok egyre pon-
tosabb, szigoribban meghatdrozott rendszerbe foglaldsa, amelynek elsddleges torekvése
a matematikai gondolkodds logikai alapjainak megerdsitése és belsd koherencidjanak ga-

rantalasa.

Analizis formalizalasa

A 20. szdzad kezdetén a matematikusok a hatdrérték, folytonossag és derivdlhato-
sdg fogalmait tobbnyire 0sztonos moédon kozelitették meg, rendszerint fizikai jelenségek-
bdl és szemléletes példakbol kiindulva. A német matematikusok, koztiik Karl Weierstrass
€s Bernhard Riemann munkdjdnak kdszonhetden kifejlesztésre keriilt az epsilon-delta de-
finiciéos mddszer, amely lehetévé tette az analizis alapvetd fogalmainak pontos matema-
tikai megalapozdsat. Ez képezte a matematikai gondolkodds megalapozasinak kezdeti

szakaszat a tudomanyos precizitds irdnyaba.

Halmazelmélet és a végtelen formalizalasa

Cantor forradalmasitotta a matematikat azzal, hogy kidolgozta az végtelen halma-
zok atfogo elméletét, és ezzel atalakitotta a tudomanyéag egy addig rendkiviil bonyolult
teriiletét. Introdukalta a szdmossdg elméleti keretét, és részletesen elhatdrolta egymastdl
a végtelen tipusok sajatossdgait. Ez a megkozelités dontd jelentdséglivé valt a matemati-

z 2

kai logika €s az axiomatikus gondolkodas kés6bbi kibontakozasdban.

Algebrai struktirak kialakulasa

A XIX. szdzad kozepén és végén fokozatosan eltolodott a figyelem az egyenletek
megolddsardl az algebrai miiveletek mogotti szerkezetekre. Az absztrakt algebrai fogal-
mak, mint a csoport, gy(liri és test, mind ebben a korszakban jelentek meg. Ez a valtozds
elokészitette az algebra teljes formalizédldsat, amely a kovetkez6 szdzadban csticsosodott

ki.

A logikai alapok erdositése

A XIX. szazad végére vilagossa vélt, hogy a matematika csak akkor lehet teljesen
megbizhaté tudomdny, ha a logikai alapjai is szilardak. Ekkor kezdtek el matematiku-
sok — példaul Frege és Peano — axiomatikus rendszereket alkotni, amelyekbdl formélisan
levezethetok voltak a matematikai tételek. Ez a torekvés vezette el a tudomédnyt a XX.

szazadi formalista iskoldk, példaul David Hilbert programjahoz.
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1.2. Meghataroz6é matematikusok és munkassaguk

1.2.1. Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

Elete

1.1. abra. Carl Friedrich Gauss arcképe

Carl Friedrich Gauss 1777. aprilis 30-an sziiletett a németorszagi Braunschweig
vérosaban, szerény koriilmények kozott. Edesapja kertészként dolgozott, édesanyja fras-
tudatlan volt. Gauss kivételes tehetsége mar gyermekkordban megmutatkozott: harom-
évesen kijavitotta apja szamitasi hibait, 6tévesen pedig mar atvette a csaladi koltségvetés
vezetését [5].

Hét éves kordban kezdte meg tanulmanyait a helyi iskoldban, ahol hamar kit{int
matematikai képességeivel. Egy hires anekdota szerint, amikor tandra azt a feladatot
adta, hogy a didkok adjak Ossze az 1-t8l 100-ig terjedd szamokat, a kis Gauss azonnal
felismerte a sorozat szimmetridjat, és gyorsan kiszdmolta az 6sszeget (5050) [37].

Tehetségére felfigyelt Braunschweig hercege, aki 6sztond{jat biztositott szdmara.
Ennek koszonhetSen Gauss 1795-ben megkezdte tanulmdnyait a gottingeni egyetemen,
ahol hdrom év alatt jelent6s matematikai felfedezéseket tett. 1799-ben doktoralt az algeb-
ra alaptételének els6 rigorézus bizonyitdsaval [11].

Munkassaga
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Gauss munkdssaga rendkiviil sokrétd volt, és szamos tudomdnyteriiletre kiterjedt:

* Szamelmélet: 1801-ben jelent meg f6 miive, a Disquisitiones Arithmeticae, amely
megalapozta a modern szdmelméletet. Ebben a miiben tobbek kozott bemutatta a

kvadratikus reciprocitds tételét, amely a szamelmélet egyik alapkove [11].

* Geometria: 1796-ban Gauss bebizonyitotta, hogy egy szabdlyos 17-szdg szerkeszt-
hetd csak korzd és vonalzo segitségével. Ez volt az elsé ilyen felfedezés az 6kori

gorogok ota, és jelentSs attorést jelentett a geometria teriiletén [37].

* Csillagaszat: Gauss 1801-ben sikeresen kiszamitotta a Ceres kisbolygé palyédjat,
amelyet korabban elveszettnek hittek. Szamitasai alapjdn a csillagdszok djra meg-

talaltdk az égitestet, ami nagy elismerést hozott szaméra [5].

* Geodézia és fizika: Gauss jelentGs munkat végzett a geodézia teriiletén, és ki-
dolgozta a normadl eloszlds (Gauss-gorbe) elméletét, amely alapvetd fontossagu a
statisztikdban és a hibaszdmitdsban. Emellett hozzajarult az elektromagnesesség

elméletéhez is [11].

* Nem-euklideszi geometria: Gauss mar kordn felismerte a nem-euklideszi geomet-
ria lehet&ségét, azonban nem publikdlta eredményeit, attol tartva, hogy azok nem
lesznek elfogadottak a tudoményos kdzosségben. Késébb Bolyai Janos és Nyikolaj

Lobacsevszkij fiiggetleniil dolgoztdk ki ezt az elméletet [5].

Gauss 1807-t61 haldldig a gottingeni egyetem professzora és a csillagvizsgald igaz-
gatdja volt. Munkdssdga sordn tobb mint 150 tudoméanyos dolgozatot irt, amelyek koziil
sokat csak haldla utan publikdltak. 1855. februar 23-an hunyt el Gottingenben.
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1.2.2. Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)

Elete

1.2. dbra. Augustin-Louis Cauchy arcképe

Augustin-Louis Cauchy 1789. augusztus 21-én sziiletett Parizsban, egy jomodu
és miivelt csaldd elsé gyermekeként. Edesapja, Louis-Frangois Cauchy, jogdsz és kiralyi
hivatalnok volt, aki nagy figyelmet forditott gyermekei oktatdsara. A francia forradalom
idején a csalad menekiilni kényszeriilt, és Arcueilbe kolt6zott, ahol Cauchy fiatalon meg-
ismerkedett Lagrange €s Laplace munkdssdgaval, akiknek hatdsa egész életében érezhetd
volt [42].

1805-ben Cauchy felvételt nyert az Ecole Polytechnique-re, ahol kivalé eredmé-
nyeket ért el. Tanulményait az Ecole des Ponts et Chaussées mérndki iskoldban folytatta,
majd 1810-ben mérnokként kezdett dolgozni a Cherbourg-i kikotd épitésén. Azonban
szenvedélye a matematika irdnt arra 6sztonozte, hogy 1813-ban visszatérjen Parizsba, és
teljes mértékben a tudomanynak szentelje életét [42].

1815-ben tandri 4llast kapott az Ecole Polytechnique-en, ahol hamarosan pro-
fesszorra nevezték ki. 1818-ban feleségiil vette Aloise de Bure-t, akivel két lednygyer-
meket neveltek. Cauchy mélyen valldsos katolikus volt, é€s konzervativ nézetei miatt tobb
alkalommal is konfliktusba kertiilt a korabeli tudomanyos kozosséggel. Ennek ellenére
rendkiviil termékeny szerzd volt: élete sordn mintegy 800 tudoményos cikket és tobb
tankonyvet irt [40].
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Munkassaga

/////

mat és tételt vezetett be vagy formalizalt:

* Analizis: 1821-ben megjelent Cours d’analyse cimii mtivében Cauchy elsSként
adott rigorézus definiciét a hatarértékre és a folytonossagra, bevezetve a ma is hasz-

nélt e-9 jelolést. Ezzel megalapozta a modern analizis szigord médszertanat [46].

* Cauchy-sorozat: A konvergencia fogalmanak pontositasara bevezette a réla elne-
vezett Cauchy-sorozat fogalmat, amely alapvetd szerepet jatszik a teljes metrikus
terek elméletében [27].

* Komplex analizis: Cauchy uttor6 munkét végzett a komplex fiiggvénytan terii-
letén. Nevéhez fliz6dik a Cauchy-integraltétel és a Cauchy-féle integralformula,
amelyek a komplex analizis alapkovei. Bevezette a reziduum fogalmat is, amely

kulcsfontossdgu a komplex integralok szdmitdsaban [46].

» Taylor-tétel: Els6ként adott rigorézus bizonyitast a Taylor-tételre, meghatarozva a
maradéktag pontos alakjat, ami jelentds elorelépést jelentett a fiiggvények kozelité-
se terén [46].

* Mechanika és rugalmassagtan: Cauchy jelents hozzajaruldst tett a mechanika és
a rugalmassdgtan teriiletén is. Bevezette a Cauchy-féle fesziiltségi tenzort, amely a
szilardtestek belso fesziiltségallapotanak leirdsara szolgdl, és alapvet6 fontossagu a

kontinuummechanikaban [46].

* Csoportelmélet: A permuticiés csoportok elméletének egyik megalapozdja volt.
Nevéhez flizodik a Cauchy-tétel, amely kimondja, hogy ha egy primszdm osztja
egy véges csoport rendjét, akkor a csoportnak van olyan eleme, amelynek rendje ez

a primszam [46].

Cauchy munkdassaga rendkiviil szertedgaz6 volt, és hatdsa a matematika szamos
teriiletén érezhetd. Nevéhez tobb mint tizenhat fogalom és tétel fliz6dik, tobbek kozott
a Cauchy-sorozat, Cauchy-féle egyenl6tlenség, Cauchy-tétel és Cauchy-féle reziduumté-
tel. Munkai jelentds hatdst gyakoroltak a matematika fejlédésére, €s alapot szolgaltattak

szamos késobbi eredményhez [40].
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1.2.3. Evariste Galois (1811-1832)

Elete

1.3. dbra. Evariste Galois arcképe

Evariste Galois 1811. okt6ber 25-én sziiletett a Parizs melletti Bourg-la-Reine
vérosiban. Edesapja, Nicolas-Gabriel Galois, a telepiilés polgdrmestere volt, mig édes-
anyja, Adélaide-Marie Demante, jogdszi csaladbdl szdrmazott, és 6 tanitotta fidt az els6
tizenkét évében [42].

1823-ban Galois beiratkozott a neves Lycée Louis-le-Grand iskoldba, ahol hamar
kittint matematikai tehetségével. 14 éves kordban mar Adrien-Marie Legendre Eléments
de Géométrie cimli miivét olvasta, és rovid 1don beliil elsajétitotta Joseph-Louis Lagrange
eredeti munkait is [46].

1828-ban megprébalt felvételt nyerni az Ecole Polytechnique-re, Franciaorszig
legelismertebb miiszaki intézményébe, de sikerteleniil. Ugyanebben az évben felvételt
nyert az Ecole Normale-ba (akkoriban Ecole préparatoire), ahol folytatta matematikai
tanulmanyait [46].

Galois politikai nézetei is kordn megnyilvanultak. Apja republikdnus nézetei haté-
sdra 6 maga is aktivan részt vett a politikai mozgalmakban. 1830-ban, a juliusi forradalom

idején, Galois nyiltan birdlta az Ecole Normale igazgat6jat, amiért az megakadalyozta a
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didkokat abban, hogy részt vegyenek a forradalmi eseményekben. Ezért az esetért Galois-
t elbocsatottak az intézménybdl [46].

1831-ben Galois tobbszor is letartdztatasba keriilt politikai tevékenysége miatt.
Egy alkalommal, egy banketten tett kijelentése miatt, amelyet a kirdly elleni fenyegetés-
ként értelmeztek, birdsdg elé allitottdk, de végiil felmentették. Késdbb, julius 14-én, a
Bastille napjan tartott tiintetésen vald részvétele miatt ismét letartoztattak, és hat honap
bortonbiintetésre {télték [46].

1832. majus 30-4n Galois parbajba keveredett, amelynek koriillményei maig tisz-
tdzatlanok. A parbaj sordn gyomorlovést kapott, €s masnap, majus 31-én, minddssze 20
éves kordban elhunyt [46].

Munkassaga

Evariste Galois munkéssdga alapvetSen megviltoztatta az algebra és a matema-
tika mas teriileteinek fejlédését. LegjelentGsebb hozzdjaruldsa a réla elnevezett Galois-

elmélet, amely az algebrai egyenletek megoldhatésdganak feltételeit vizsgélja.

* Galois-elmélet: Galois kidolgozta azokat a feltételeket, amelyek alapjan megélla-
pithatd, hogy egy algebrai egyenlet megoldhat6-e radikélisan, azaz gyokokkel kife-
jezhetden. Munkdja sordn bevezette a csoportelmélet alapfogalmait, €s megmutatta,
hogy az egyenletek megoldhatdsdga szorosan dsszefiigg a hozzdjuk tartozé permu-

tacids csoportok szerkezetével [46].

* Csoportelmélet: Galois elsdként haszndlta a "csoport” kifejezést matematikai ér-
telemben, és munkéja megalapozta a modern csoportelméletet. Ezzel lehetdvé tette
az algebrai struktirdk mélyebb megértését és az egyenletek megoldhatésagénak 4l-

talanos vizsgalatat [46].

* Egyéb hozzajarulasok: Galois munkassaga kiterjedt a szamelmélet €s a komp-
lex szamok elméletére is. Bar életében csak néhany cikke jelent meg, haldla utan
jegyzeteit Joseph Liouville fedezte fel és publikélta, ami révén Galois munkdssaga

széles korben ismertté valt [46].

Galois munkdssaga csak haldla utan kapta meg a megérdemelt elismerést. Ma a
Galois-elmélet €s a csoportelmélet alapvetd részei a modern matematikdnak, és szdmos
teriileten alkalmazzak 8ket, beleértve a kodolaselméletet, a kriptografidt €s a kvantumme-

chanikat is.
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1.2.4. Bernhard Riemann (1826-1866)

Elete

1.4. abra. Bernhard Riemann arcképe

Georg Friedrich Bernhard Riemann 1826. szeptember 17-én sziiletett a német-
orszigi Breselenzben, egy evangélikus lelkész, Friedrich Bernhard Riemann és felesége,
Charlotte Ebell masodik gyermekeként. Edesapja tanitotta 6t egészen tizéves kordig, majd
egy helyi tanitd, Schulz vette at az oktatdsat. Riemann rendkiviili matematikai tehetséget
mutatott mar fiatalon, és 14 éves kordban mér olyan miiveket olvasott, mint Legendre €s
Gauss munkai [42].

1840-ben Riemann Hannoverbe koltozott, hogy a Lyceumban tanuljon, majd 1842-
ben a liineburgi Johanneumba keriilt. 1846-ban beiratkozott a gottingeni egyetemre, ahol
el6szor teoldgiat €s filologiat tanult, hogy édesapja kivansaganak eleget tegyen. Azonban
hamarosan attért a matematikdra, és 1847-ben a berlini egyetemen folytatta tanulméanya-
it, ahol olyan neves professzorok tanitottdk, mint Jacobi, Dirichlet és Steiner. 1849-ben
visszatért Gottingenbe, ahol 1851-ben megvédte doktori disszertacidjat, amely a komplex
fliggvények elméletérdl szolt [12].

1854-ben habilitdciés elGadasat tartotta "Uber die Hypothesen, welche der Geo-

19



metrie zu Grunde liegen" cimmel, amelyben bemutatta a nem-euklideszi geometria alap-
jait és bevezette a sokdimenzids terek fogalmat. Ez az el6adas késdbb alapjaul szolgélt az
altalanos relativitaselmélet matematikai keretének [12].

Riemann 1862-ben feleségiil vette Elise Kochot, akitdl egy ldnya sziiletett. Egész
életében egészségiigyi problémakkal kiizdott, és 1866. julius 20-4n hunyt el a szanatdriu-
mi kezelés alatt 4116 Selascaban, Olaszorszagban, tuberkul6zis kovetkeztében [42].

Munkassaga

Bernhard Riemann munkdssdga alapvetéen megvaltoztatta a matematika tobb te-

riiletét, kiilonosen az analizis, a geometria és a szimelmélet terén.

* Riemann-integral: Riemann kidolgozta az integrdlds rigorézus elméletét, amely
ma Riemann-integrdl néven ismert. Ez az elmélet alapvetd fontossdgu a valés ana-

lizisben és a matematikai analizis mas teriiletein [12].

* Riemann-féle zéta-fiiggvény és Riemann-sejtés: 1859-ben Riemann publikdlta
hires cikkét a primszdmok eloszldsardl, amelyben bevezette a zéta-fliggvényt és
megfogalmazta a Riemann-sejtést. Ez a sejtés a zéta-fiiggvény nem trividlis zérus-
helyeinek elhelyezkedésére vonatkozik, és a matematika egyik legfontosabb meg-

oldatlan problémaja [12].

* Riemann-geometria: Riemann bevezette a gorbiilt terek fogalmat és kidolgozta a
differencidlgeometria alapjait. Munkdja alapvetd fontossagu volt az dltalanos rela-

tivitdselmélet matematikai megalapozdsaban [12].

¢ Komplex analizis: Riemann jelent6s hozzdjarulast tett a komplex fiiggvények el-

méletéhez, bevezetve a Riemann-feliiletek fogalmat, amelyek lehet6vé teszik a tobb-

értéki fiiggvények vizsgalatat €s megértését [12].

Riemann munkdssdga mély hatdst gyakorolt a matematika fejlédésére, €s szamos

teriileten alkalmazzdk eredményeit a mai napig.
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1.2.5. William Rowan Hamilton (1805-1865)

Elete

1.5. dbra. William Rowan Hamilton arcképe

William Rowan Hamilton 1805. augusztus 4-én sziiletett Dublinban, frorszagban.
Mir gyermekkorédban kivételes képességeket mutatott, kiillondsen a nyelvészet és a mate-
matika teriiletén. Tizenhdrom éves kordra tobb mint tiz nyelvet besz€lt, koztiik a hébert,
arabot, perzsat és szanszkritot is [43]. Matematikai érdekl6dése és tehetsége mar koran
megmutatkozott, tandrai is kiilonleges tehetségként tartottdk szamon.

Tanulmdényait a dublini Trinity College-ben folytatta, ahol mar fiatalként elnyerte
a matematikai katedrat, és mindossze 22 évesen a Kirdlyi Csillagvizsgdld igazgatéjava
nevezték ki [43]. Bér foként elméleti matematikusként és fizikai gondolkoddként tartjuk
szdmon, tudomdnyos érdeklédése rendkiviil sokrétl volt. Egész életét sziilovarosdhoz
kozel élte le, ahol 1865-ben hunyt el.

Munkassaga

William Rowan Hamilton munkdssaga jelentds hatdst gyakorolt a matematika és

a fizika tobb 4géra is, kiilondsen az algebra, a mechanika és az optika teriiletén.

» Kvaterniok (quaternio): Hamilton 1843-ban vezette be a kvaternidk fogalmat,
amely a komplex szdmok hdromdimenzids éltaldnositdsa. Ez volt az elsd igazén si-

keres példdja a nem kommutativ algebrdanak. A kvaternidkat kiilonosen a 3D szadmi-
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tégépes grafikdban, robotikdban és navigicids rendszerekben haszndljak a forgasok

leirasara [45].

* Hamilton-féle mechanika: A klasszikus mechanika 1j megkozelitését dolgozta ki,
amely a Lagrange-formalizmustdl eltérden a fazistérben irja le a dinamika torvé-
nyeit. A Hamilton-egyenletek segitségével mélyebb megértést nyerhetiink a kon-
zervativ rendszerek viselkedésérdl, és ez az elmélet a kvantummechanika alapjdul
is szolgél [20].

* Kanonikus transzformaciok: A Hamilton-féle formalizmusban bevezette a ka-
nonikus transzformdacidk fogalmat, amelyek lehet6vé teszik a mechanikai rendsze-
rek egyszer(ibb formaban val6 vizsgalatat anélkiil, hogy megvéltozna azok fizikai
tartalma. Ez a koncepcié kulcsfontossdgi a modern elméleti fizika, kiilonosen a

szimplektikus geometria teriiletén [20].

* Optikai karakterisztikus fiiggvények: Hamilton az optikdban is tt6ré volt: ki-
dolgozta a karakterisztikus fiiggvények elméletét, amely révén az optikai rendsze-
rek leképezését matematikailag lehetett modellezni. Eredményei a geometriai opti-

ka és a hullamoptika kozotti &tmenet megértését is eldsegitették [43].

* Tér-ido intuicioé elokészitése: Bar Hamilton nem dolgozott kdzvetlenill a relativi-
taselméleten, a kvaterniok és a mechanikai szemlélete kozvetve hozzajarult a ké-
s6bbi tér-id6 elméletek (pl. Minkowski-tér) kialakuldsdhoz. Matematikai formadi a

modern fizika szdmdra alapvetd struktirdkat készitettek eld.

Hamilton munkdssdga nemcsak a XIX. szdzadi matematikdra és fizikdra gyakorolt
mély hatést, hanem mdig é16 6rokséget hagyott hatra a modern tudomanyos gondolkoddas-

ban.
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1.3. Fobb matematikai eredmények és elméletek

1.3.1. Csoportelmélet és algebrai struktarak kialakulasa

Bevezetés

A XIX. szazad egyik legmeghatdrozobb matematikai djitdsa a csoportelmélet meg-
sziiletése volt. Ez a teriilet kés6bb nemcsak az algebraban, hanem a geometridban, az ana-
lizisben, s6t a modern fizikdban is kulcsszerepet kapott. Az algebrai struktirak absztrakt

értelmezése lehetové tette a matematikai objektumok k6zos elveken alapulé tanulményo-

zasat.

Galois munkassaga és a csoportelmélet megsziiletése

Evariste Galois (1811-1832) fiatal kora ellenére forradalmasitotta az egyenlet-
elméletet és megteremtette a modern csoportelmélet alapjait. Az 6 nevéhez flizddik a
Galois-elmélet, amely szoros kapcsolatot allit fel az algebrai egyenletek megoldhatésaga

és az ezekhez tartoz6 permutécids csoportok szerkezete kozott [26].

* Alapotlete: Galois felismerte, hogy egy algebrai egyenlet gyokei kozotti szimmet-
ridk tanulmdnyozdsdval kovetkeztetni lehet arra, hogy az egyenlet megoldhat6-e

gyOkvonasok segitségével.

* Galois-csoport: Minden egyenlethez hozzarendelhet6 egy csoport, amely a gyokok

kozotti permutdciokat irja le. Ha ez a csoport ugynevezett ,,felbonthat6”, akkor az

egyenlet gyokei kiszamithatok gyokvonasokkal.

* Legnagyobb eredménye: Bebizonyitotta, hogy az 6todfoku (és magasabb foksza-
mu) egyenletek dltalanossdgban nem oldhaték meg gyokvondsokkal — ellentétben
az els6- és negyedfokuakkal. Ezzel végérvényesen lezérta egy évszdzadokon &t

hiz6d6é matematikai kérdéskort [34].

Galois ujfajta gondolkodésa az algebrai struktirdk mogotti szimmetridk kiemelé-

sét tette lehetdvé. Ez a megkozelités azdta is meghatdroz6 a matematikai kutatasokban.

Arthur Cayley szerepe

Bar Galois volt az, aki els6ként fogalmazta meg a csoport fogalmit matematikai
Osszefiiggésben, Arthur Cayley (1821-1895) nevéhez fizddik a csoportelmélet absztrak-
tabb megkozelitése. O vezette be a Cayley-tételt, amely szerint minden csoport izomorf
valamilyen permutédcidcsoport részcsoportjaval [19]. Ezzel hozzdjéarult a csoportelmélet

altaldnositdsahoz és elterjedéséhez a matematikdban.
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Galois-tétel

Tétel: Legyen f(x) egy nem konstans, irreducibilis polinom a Q felett. Ekkor

a f(z) megoldhaté gyokvondssal pontosan akkor, ha a hozza tartoz6 Galois-csoport fel-
bonthat6.

Vizlatos bizonyitas:

Tegyiik fel, hogy f(x) gyokei kifejezhetk gyokvondssal, azaz 1étezik egy sor test-
bovités:
Q=KyCK,C---CK,

ahol Kz'—i—l = Kz( Va_z)

Ekkor minden 1épésben a bovités fokszdma primer (vagy annak hatvanya), igy az

egyes Galois-csoportok normélrészei is 1épcsdzetesen illeszkednek.

A teljes Galois-csoport tehét rendelkezik egy olyan normalsorozattal, amelyben az

egyes hdnyadcsoportok abéli csoportok — vagyis a Galois-csoport felbonthato.

s

Forditva: ha a Galois-csoport felbonthatd, 1éteznek megfeleld testbovitések, ame-

lyek 1épésrdl 1épésre megadhatok gyokvonassal.

Kovetkezmény: Nem minden magasabb fokd polinom oldhaté meg radikélisan.

Az otodfoku altalanos egyenlet példaul nem, mert a hozza tartozé Galois-csoport (S5)

nem felbonthato.

Cayley-tétel

Tétel: Minden véges csoport izomorf egy permutacids csoport részcsoportjaval.
Bizonyitas:
Legyen G egy véges csoport, |G| = n.
Definidljunk minden g € G elemhez egy leképezést:
NG =G, N(z) =gz

Ez ), bal oldali szorzdsként miikodik.
Mivel a csoportban minden elemhez 1étezik inverz, A\, bijekcid, azaz permutacio.

Az sszes ilyen \, permutéciot tartalmaz6 halmaz:
A={\,|9€G} CSq

ahol S a G halmazon miikodd Osszes permutacié csoportja.
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* A \leképezés:
NG —=Sqg, g A

egy csoporthomomorfizmus, €s injektiv.
* Kovetkezésképpen G izomorf \(G)-val, ami egy részcsoport a Sg-ban.

Kovetkezmény: Minden absztrakt csoport leirhaté mint permuticidk csoportja.

1.3.2. Nem euklidészi geometria a XIX. szazadban

Bevezetés

A XIX. szazadban a geometria teriiletén alapvet6 szemléletvaltds kovetkezett be.
Tobb mint két évezreden at az euklidészi geometria uralta a matematikai gondolkodast,
melynek 6todik posztuldtuma (a parhuzamossdgi axioma) hosszu idén keresztiil problé-
masnak bizonyult. A szdzad elején tobb matematikus is felismerte, hogy ennek az axié-
manak a tagaddsa nem vezet ellentmondashoz — ez vezetett a nem euklidészi geometridk

kialakulasahoz.

Janos Bolyai és Nyikolaj Lobacsevszkij munkassaga

A nem euklidészi geometria két f6 megalapozéja: Janos Bolyai és Nyikolaj Ivano-
vics Lobacsevszkij. Mindketten egymastdl fiiggetleniil dolgoztdk ki a hiperbolikus geo-
metridt, amelyben egy adott egyenesen kiviili pontbdl végtelen sok parhuzamos egyenes

huzhaté6 az adott egyeneshez.

* Bolyai Appendix: Bolyai Janos 1832-ben jelentette meg hires munkéjat, az Appen-
dix-et apja, Bolyai Farkas konyvének fliggelékeként. Ebben uj, 6ndllé geometriai

rendszert mutatott be, amely nem tartalmazta az euklidészi 6todik posztulatumot.

* Lobacsevszkij eredményei: Lobacsevszkij méar 1829-ben publikdlta sajat eredmé-
nyeit Oroszorszagban, szintén a parhuzamossagi axioma tagadasan alapul6 rend-

szert alkotva.

* Gauss szerepe: Bar Gauss sosem publikélta nem euklidészi eredményeit, személyes
levelezései alapjan tudjuk, hogy tisztdban volt a hiperbolikus geometria lehet6ségé-

vel.

A geometria Gj szemlélete
A hiperbolikus geometria mellett egy masik alternativa is megjelent: az elliptikus
geometria, amelyben egydltalan nem 1éteznek parhuzamos egyenesek. Ennek kidolgozasa

leginkdbb Bernhard Riemann nevéhez fliz6dik, aki 1854-es hires el6addsdban bevezette a

gorbiilt tér fogalmat, és megalapozta a modern differencidlgeometriét.

25



* Riemann-geometria: Riemann Otlete szerint a tér gorbiilete lehet pozitiv, negativ
vagy nulla — ez az elképzelés képezte az altaldnos relativitiselmélet matematikai

alapjat is késobb.

* Klein-féle egységesités: Felix Klein kés6bb egységes néz6pontbdl kezelte az dsszes
geometridt az un. Erlangen program keretében, ahol a geometridkat a transzforma-

ciécsoportjaik alapjan kategorizélta.

Jelentosége a matematika fejlodésében

A nem euklidészi geometridk nem csupdn j matematikai rendszerek kialakuldsat
jelentették, hanem a matematika alapjainak djragondoldsat is elinditottdk. A geometria
mar nem egyetlen ,,val6sdgos” tér leirdsa lett, hanem formadlis axidmdkbdl felépithetd
absztrakt rendszer. Ez a gondolkoddsmdd elvezetett a modern matematika axiomatikus

megkozelitéséhez.

* Axiomdk szerepe: A kiilonféle geometriai rendszerek lehetdsége ravilagitott arra,
hogy a matematika nem sziikségszer(ien irja le a fizikai vilagot, hanem logikai ko-

vetkezetességen alapul.

e Fizikai alkalmazds: Einstein altalanos relativitaselmélete mar nem az euklidészi,
hanem a Riemann-féle gorbiilt tér fogalmara épiilt — ezzel a nem euklidészi geo-

metria elnyerte fizikai jelentoségét is.

Gauss tétel
Gauss tételét a kovetkezSképpen vezethetjiik le. Tekintsiink egy M kétdimenzids,
zart feliiletet (pl. gombfeliiletet). A feliilet minden pontjdhoz hozzéarendelhetjiik annak

gorbiiletét, amely a kovetkezd formuldval adhaté meg:

K = !
RiRs
ahol R, és R, a feliilet két f6 gorbiilete.

Gauss tételének kozponti eleme a kovetkezd integral:

/M K dA = 2ry (M)

ahol dA a feliileten elhelyezkedd teriiletelem, és x (M) az Euler-karakterisztika,
amely a feliilet topoldgiai jellemz6jét adja meg. Az Euler-karakterisztika a kovetkezd

kifejezéssel szamolhat6 ki:

X(M)=V —-E+F
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ahol V a csucsok, E az €lek, és F' az arcok szama a térbeli halézatban. A Gauss-
tétel tehat kimondja, hogy a feliilet gorbiilete és az Euler-karakterisztika k6zotti kapcsolat
meghatdrozza a tér geometridjat.

Ez a tétel azt jelenti, hogy egy kétdimenzids feliilet gorbiileti integrédlja egyenld az
Euler-karakterisztika 2m-szeresével. A tétel alkalmazhat6é barmilyen gorbiilt feliiletre, és

alapvet6en 0sszekapcsolja a feliilet geometriai jellemz6it a topoldgiai jellemzdkkel.

Riemann tétel matematikai levezetése

Riemann tételének kozponti eleme a gorbiilt terek metrikdjanak meghatdrozasa.
Tekintsiink egy n-dimenzids differencidlhaté sokasdgot, amelyet M -nek neveziink. Az
M sokasdg pontjaihoz hozzarendelhetiink egy metrikat g, amely meghatdrozza a két pont

kozotti tdvolsdgot. A metrikat a kovetkezdképpen irhatjuk fel:

ds® = g;jdr'dx?

ahol g;; a metrika komponensei, dz* pedig az M-beli differencidlok. A metrika
g meghatdrozza a tér minden pontjdban a tdvolsiagokat, és alapvet6en lehetové teszi a
gorbiilt tér geometriai szerkezetének leirdsat.

A Riemann-féle gorbiiletet a kovetkezo kifejezés segitségével szamithatjuk ki:

. (ork  ork
R= gzj ( (4] 9, ik T F?Jrim _ F%F?m)

oxk O

ahol I’fj a Christoffel-szimbolumok, amelyek a geodéziai gorbék leirdsara szol-
gdlnak. A gorbiilet egy fontos jellemzdje a Riemann-geometridnak, amely lehet6vé teszi
a tér gorbiileti tulajdonsdgainak szamitasat.

Riemann tételét igy fogalmazhatjuk meg:

R=0

Ahol R a gorbiilet, és az egyenlet azt jelenti, hogy ha a tér sik, akkor a Riemann-
féle gorbiilet nulla. Ha R # 0, akkor a tér gorbiilt, és a Riemann tételének alkalmazasa
lehet6vé teszi a nem euklideszi geometridk leirasat, mint példaul a szférikus vagy hiper-
bolikus geometriat.

Riemann tehat alapvet&en lehetvé tette a terek dltaldnos geometridjanak vizsga-
latit, amely magdban foglalja a nem euklideszi geometridkat is, és amely alapot ad a
modern fizikdban, példdul az dltaldnos relativitiselméletben alkalmazott geometriai mo-

delleknek.
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1.3.3. A komplex analizis fejlodése

Bevezetés

A XIX. szazad a komplex analizis robbandsszert fejlédésének idGszaka volt. A
kordbban intuitiv médszerekre €piilé szamitasokat egyre inkdbb a szigora fogalmi és el-
méleti keretbe illesztették. Kiemelkedd matematikusok — koztiik Cauchy, Riemann, Wei-
erstrass és masok — jarultak hozza egy Uj, szigorian definidlt komplex fliggvénytani el-

mélet megsziiletéséhez.

Cauchy és a szigorua analizis megalapozasa

* Cauchy integrdltétele: Augustin-Louis Cauchy a komplex analizis egyik alapitoja-
ként megalkotta a hires Cauchy-integrdltételt, mely szerint ha egy komplex fiigg-
vény holomorf (azaz komplex differencidlhatd) egy egyszeresen 0sszefiiggd tarto-

manyban, akkor a tartomany barmely zart gorbéje mentén vett integralja zérus.

* Cauchy-integrdl formula: Szintén Cauchy nevéhez fliz6dik az Un. integrdl formula,
amellyel a fliggvény értéke kifejezhetd a kornyez6 gorbén vett integrélja segitségé-

vel — ez megalapozta a holomorf fiiggvények rendkiviili regularitdsat.

* Szigoriibb fogalomhaszndlat: Cauchy bevezette az e—¢ definiciét, amely altalanos

alapot teremtett az analizis formalizdldsdhoz.

Riemann és a komplex fiiggvények topoldgiai szemlélete

* Riemann-feliiletek: Bernhard Riemann az 1850-es években vezette be az Riemann-

feliilet fogalmat, amely lehet6vé tette a tobbértéki fliggvények — példaul a komplex

logaritmus vagy a gyokfiiggvény — értelmezését egységes, topoldgiai alapon.

* Riemann-leképezés tétele: Riemann kidolgozta a konform leképezések elméletét is,
kiilondsen a Riemann-leképezés tételét, mely szerint barmely egyszeresen Osszefiig-
g6 sikbeli tartomany (kivéve az egész komplex sikot) konform médon leképezhetd

az egységkorre.

* Geometriai szemlélet: Riemann munkdssdgdban a komplex analizis egyre inkdbb
geometriai irdnyt vett, ami kés6bb hozzdjarult a differencidlgeometria és az altala-

nos relativitdselmélet fejlodéséhez.

Weierstrass és az analitikus szigor

28



* Hatvdnysorok elmélete: Karl Weierstrass nevéhez fliz6dik a komplex fiiggvények
hatvanysorokkal valo reprezentacidja. Kimutatta, hogy egy fiiggvény analitikus, ha
és csak ha hatvanysorként kifejezhets, ezzel megerdsitve a fiiggvények osztalyoza-

sénak alapjat.

» Egzakt definiciok: Weierstrass munkdssagara a maximalis szigor jellemzd — az ana-
lizisben bevezette az egyenletes konvergencia fogalmat, és szdmos olyan példat
adott, amelyek ravilagitottak az intuici6 korlataira (pl. mindeniitt folytonos, sehol

sem derivalhato fiiggvény).

* Kritika Riemannal szemben: Bér elismerte Riemann eredményeit, Weierstrass éle-
sen birdlta azok nem mindig teljesen rigordzus jellegét, és a komplex analizist egy

teljesen aritmetikai alapra kivénta helyezni.

Dirichlet, Abel és mas jelentos kozremiikodok

* Dirichlet-elv: Peter Gustav Lejeune Dirichlet bevezette a varidcios elvet, amely a
potencidlelmélet és a Dirichlet-probléma alapjét képezte. Bar maga az elv eleinte
nem volt teljesen rigorézus, fontos szerepet jatszott a matematikai fizika fejlédésé-

ben.

* Abel hozzdjdruldsa: Niels Henrik Abel tanulmdnyozta az eloszt6 (abeli) fiiggvénye-
ket, és munkdssagdval el6készitette a tobbvaltozds komplex analizis és az elméleti

algebra tjabb iranyait.

* Cél a rendszeres elmélet: A XIX. szazad sordn egyre nyilvanvalobba valt az igény
egy olyan egységes elmélet megalkotdsara, amelyben a komplex fiiggvények visel-

kedését pontos és teljes szabdlyrendszer irja le.

A komplex analizis jelentosége a matematikaban
A XIX. szdzad végére a komplex analizis nemcsak a matematika egyik legszilar-
dabban felépitett 4ga lett, hanem szoros kapcsolatba keriilt més teriiletekkel is: a fizika,

az algebra, a geometria és a topoldgia is profitalt beldle.

* Matematikai egységesités: A komplex analizis révén vildgossa vélt, hogy a fiiggvé-
nyek viselkedése — példdul a sorfejtések, konvergencia és regularitds — mély Gssze-

fliggéseket mutat, amelyek tilmutatnak a valds fiiggvénytan keretein.

* Modern matematika alapja: A szigorian felépitett komplex analizis példaként szolg
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A Cauchy-integraltétel és Cauchy-integralképlet

Legyen f egy komplex értéki fiiggvény, amely holomorf egy egyszeresen 0ssze-
fliggd tartoméanyban D, és legyen y egy pozitiv irdnyban orientélt, egyszeresen zart gorbe,
amely D-ben helyezkedik el. Ekkor:

j{f(z) dz = 0

Cauchy-integralképlet

Ha f holomorf egy D tartomdnyban, és vy egy egyszeresen zart, pozitivan orientalt
gorbe D-ben, tovabba z, egy olyan pont, amely a ~ altal hatarolt tartomany belsejében
van, akkor:

1 z

2mi ),z — 20

Ez a képlet nemcsak azt mutatja meg, hogy a holomorf fiiggvények értékei meg-
hatdrozhatok a hatarértékiikbdl, hanem alapot ad a komplex analizis szdimos tovéabbi ered-

ményének, példaul a derivéltak kifejezésére:

Ez az 0sszefiiggés biztositja, hogy a holomorf fiiggvények nemcsak végtelenszer

derivalhatok, hanem teljesen meghatarozhatok a kornyezetiik hatdrén vett értékek alapjan.

1.3.4. Statisztikai és valoszinliségelméleti alapok a XIX. szazadban

Bevezetés

A valoszinliségszamitas és a statisztika tudomédnyos rendszerezése a XVIII. sza-
zadban kezdd6dott, azonban a XIX. szdzad hozta el azt a fordulépontot, amikor e teriiletek
szigord matematikai alapokra keriiltek. A valdszintiségelmélet fokozatosan integralodott
az analizisbe, mig a statisztika gyakorlati alkalmazdsai — példdul a demografidban €és a

fizikdban — 4j moédszertani fejlesztéseket inspiraltak.

Laplace és a klasszikus val6szintiségelmélet tovabbfejlesztése

* Analitikus valosziniiségelmélet: Pierre-Simon Laplace munkdssdga kulcsfontossé-
gl volt a valdszinliségi elméletek analitikus megkozelitésében. Megalkotta a valo-
sziniiségi generdtorfiiggvények fogalmét, €s bevezette azokat az eszkdzoket, ame-

lyek a kés6bbi sztochasztikus modellek alapjaul szolgéaltak.
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* Bayes-tétel dltaldnositdasa: Laplace terjesztette ki a Bayes-féle feltételes valoszind-
ségi szabdlyt dltalanos esetekre, megteremtve a Bayes-inferencia alapjait, amelyet

napjainkban is sz€les korben alkalmaznak.

* A valésziniiségi eloszldsok elmélyitése: Foglalkozott a hibdk eloszldsaval és eloké-
szitette a normadlis eloszlds szerepének matematikai megalapozdsit a természetes

jelenségek leifrdsaban.

Gauss és a normalis eloszlas

* Gauss-gorbe: Carl Friedrich Gauss statisztikai kutatdsai sordn irta le a normélis
eloszlast, amely kés6bb Gauss-eloszldasként valt ismertté. Ezt az eloszlast szamos

valds folyamat — példdul mérési hibdk — modellezésére hasznaltik.

» Legkisebb négyzetek modszere: Gauss megalkotta a legkisebb négyzetek modszerét,

amely alapvetd statisztikai eszkozz¢ vélt az adatelemzés és a regresszid teriiletén.

* Determindlt és sztochasztikus modellek kapcsolata: Gauss hozzdjarult a mérések és
a val6szintiségi modellek kapcsolatdnak megértéséhez, kiilondsen az égi mechani-

kaban €s a csillagdszati szamitdsokban.

Poisson és a ritka események elmélete

* Poisson-eloszlds: Siméon Denis Poisson a ritka események modellezésére kidol-
gozta a réla elnevezett Poisson-eloszldst, amely kiillondsen fontos a diszkrét valo-

szinliségi modellek vildgaban.

» Valosziniiségelméleti elmélyités: Poisson ,,Recherches sur la probabilité des juge-
ments en matiere criminelle et en matiére civile” cimli miivében nemcsak a jogi
dontéshozatal valésziniiségi alapjait vizsgélta, hanem jelent6sen hozzdjarult a vald-

szinliségi mezd formalizaldsdhoz is.

* Valosziniiség mint tudomdnyos alap: A Poisson-eloszlas alkalmazasai gyorsan meg-

jelentek a statisztikai fizikdban és a tarsadalomstatisztikdban.

Chebyshev és a valdésziniiségelmélet formalizalasa

» Egyenlotlenségek és hatdreloszldsok: Pafnuty Lvovich Chebyshev jelentds ered-
ményeket ért el az egyenlGtlenségek terén (pl. Chebyshev-egyenlGtlenség), ame-
lyek fontos szerepet jatszanak a konvergencia elméletében és a statisztikai becslé-

sek megbizhatdésaganak mérésében.
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 Sztochasztikus fiiggvények: Chebyshev tanitvanyai — koztilk Markov és Ljapunov —

révén megalapozta a sztochasztikus folyamatok késdbbi fejlodését.

» Eloszldsok és szordsok: Kutatdsai sordn hangsilyozta az eloszlasok és szoérdasok

matematikai szerepét a statisztikai mintavételez€s megalapozasaban.

A valészintiségszamitas és statisztika hatasa mas teriiletekre
A XIX. szazad végére a valdszinliségelmélet és statisztika szorosan 0sszefonodott

mads matematikai és természettudomanyos teriiletekkel.

* Statisztikai fizika: A valészinliségi modszerek a fizikai statisztikai rendszerek, pél-

ddul a molekularis gdzelmélet €s termodinamika alapjaivd valtak.

» Tdrsadalomstatisztika: A népesség, halandosag, gazdasigi és oktatdsi statisztikdk

modszeres feldolgozésa egyre szigorubb matematikai eszkozoket igényelt.

* Modern irdnyzatok eldkészitése: A XIX. szdzadi eredmények kozvetleniil vezet-
tek a XX. szdzad valoszinliségi mértékelméletének €s matematikai statisztikdjanak

kibontakozasahoz.

Statisztikai és valészintiségelméleti alapok — Laplace és a Kozponti hatareloszlas té-
tele

A XIX. szdzad statisztikai és valoszintségelméleti fejlédésének egyik meghataro-
z6 alakja Pierre-Simon Laplace (1749-1827) volt, aki megalapozta a klasszikus valdszi-

niiségelméletet, és els6ként fogalmazta meg a kdzponti hatdreloszlas tételét.

Kozponti hatareloszlas tétele:

Legyenek X1, X, ..., X, fliggetlen, azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok, ame-

lyek varhato értéke E[X;] = p, és szérdsa Var(X;) = 02 < oo. Ekkor a

_ Doy Xi —np
oyvn

eloszldsa a n — oo hatdresetben konvergdl a standard normalis eloszldshoz:

Zn,

Z, % N(0,1).

A tétel vazlatos bizonyitasa (Laplace karakterisztikus fiiggvény médszere):

A karakterisztikus fiiggvény definicidja egy valdszintiségi valtozéra X:

px(t) =E[™], teR.

A Z,, karakterisztikus fiiggvénye igy:
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0= (o)

A Taylor-sor alapjdn, ha X; varhat6 értéke i, szordsa o, akkor:

t |4 t o?t? N 1
— ) =14+ip —= — ol —).
X o\v/n Boyn 20 n

1 + . t t2 + ]- " n—o0 7t2/2
W —=——+4o|(— —e
a o/n  2n n ’

ami a standard normadlis eloszlas karakterisztikus fiiggvénye. Ebbdl kovetkezik,
hogy Z,, — N (0, 1) eloszlés szerint.

Ez alapjan:

Torténeti jelentoség:

A tétel magyardzatot ad arra, hogy sok fiiggetlen tényez6 Osszege miért kovet
gyakran normélis eloszlast. Ez lett a statisztikai mintavételezés és hibaszamitds mate-
matikai alapja. Laplace munkdssdga meghatarozé volt a klasszikus valdszintiségelmélet

megsziiletésében.
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2. fejezet

A 20. szazadi matematika fejlodése

2.1. A korszak f6 jellemzoi

2.1.1. A matematika formalizalasa és axiomatikus rendszerek kiala-

kulasa

A formalizmus célja a matematika "biztonsdgossa" tétele volt: minden allitisnak levezet-
hetdnek kellett lennie egy meghatdrozott szabalyrendszerb6l. Ennek legfontosabb képvi-
sel6je David Hilbert (1862—-1943) volt, aki egy teljes, konzisztens és ellentmonddsmentes
matematikai rendszer kidolgozasat tlizte ki célul.

Hilbert programjanak Iényege:
* Minden matematikai allitast szigordan le kell vezetni egy axiomarendszerbdl.
* A haszndlt logikai szabdlyok legyenek formdlisan meghatarozottak.

* A rendszer legyen konzisztens (ne vezethessen le ellentmondésokat), teljes (minden
igaz allitas levezethetd legyen), és donthetd (1€tezzen algoritmus, amely eldonti egy

tetszOleges allitds igazsagat).

Példa — Euklideszi geometria axiomatikus rendszere Hilbert szerint
Hilbert ujraalapozta Euklidesz geometridjat a Grundlagen der Geometrie (1899)

cimi miivében. Ebben pontos axiomakat vezetett be példaul:

* Pont és egyenes viszonyara: Két kiilonb6z6 ponthoz mindig pontosan egy egyenes
tartozik, amely mindketton dtmegy.

* Rendezési axioma: Ha harom pont egy egyenesen helyezkedik el, akkor az egyik

a masik kett6 kozott van.

* Paralelogramma-axioma (Euklideszi 6todik posztulatum): Egy adott egyenesre

€s egy rajta kiviili pontra pontosan egy vele parhuzamos egyenes fektethetd.
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Torténeti jelentoség

A formalizmus elterjedése uj fejezetet nyitott a matematika torténetében. Megala-
pozta a matematikai logika, a halmazelmélet és a szamitdstudomdny fejlédését, és lehetd-
vé tette, hogy a matematika mas tudoményédgak szamadra is pontos nyelvet és eszkoztdrat
biztositson.

A program azonban nem valdsult meg maradéktalanul: Kurt Godel 1931-ben be-
bizonyitotta hires nemteljességi tételeit, amelyek szerint barmely kell6en gazdag formalis
rendszerben léteznek olyan igaz allitdsok, amelyek nem vezethetdk le az adott rendszer

axiomaibol.

2.1.2. A szamitogépek és a digitalis matematika hatasa

A XX. szdzad masodik felében a szamitogépek megjelenése és fejlédése forradalmi vél-
tozasokat hozott a matematika alkalmazasaiban, kutatasi modszereiben €s oktatasaban
egyardnt. A matematikai problémdak numerikus és algoritmikus megkozelitése valt lehe-

tové olyan mértékben, amely kordbban elképzelhetetlen lett volna.

Numerikus médszerek és szamitogépes szimulaciok

A nagy szamitasigényl problémdk — példaul differencidlegyenletek numerikus
megoldasa, matrixokkal végzett miiveletek, statisztikai becslések — hatékony megoldasa
szamitogépek nélkiil szinte lehetetlen lett volna. Ez kiilondsen igaz az olyan alkalmazési

teriiletekre, mint:
* Fizikai szimuldciok (pl. aramldsok modellezése, kvantummechanikai szamitdsok)
* Mérnoki tervezés (pl. repiil6gépszarny aerodinamikai elemzése)

» Pénziigyi modellezés (pl. opcidarazas sztochasztikus modellekkel)

A diszkrét matematika elGretorése
A digitélis szamitégépek természetiikb6l adéddan bindris (kétdllapoti) rendsze-

rek, ezért kiilondsen fontos szerepet kaptak a diszkrét matematika dgai, mint példaul:
* Grafelmélet — hilézatok, dtvonalak, kapcsolatok modellezése
* Kombinatorika — szdmolasi lehet6ségek vizsgélata
* Algoritmuselmélet — hatékony megoldasok keresése problémakra
* Szamelmélet és kodolaselmélet — kiilonosen fontos a kriptografidban

A diszkrét struktardk vizsgalata 4j tipusu gondolkoddsmoddot kdvetelt meg, amely
kifejezetten algoritmikus és gépi feldolgozasra alkalmas. Ezek az dgak kordbban a mate-
matika periféridjan helyezkedtek el, dm a szamitastechnika térnyerésével kdzponti jelen-

téségre tettek szert [9].

35



Szamitégéppel segitett bizonyitasok

A szamitogépek nemcsak a szamitasi feladatokban, hanem a matematikai bizonyi-
tasok ellenGrzésében is kulcsszerepet jatszanak. Erre hires példa a Négy szin tétel (Four
Color Theorem), amelyet Kenneth Appel és Wolfgang Haken bizonyitottak be szamito-
gépes segitséggel 1976-ban [22].

Ez volt az elsd széles korben elfogadott olyan bizonyitds, amely szdmitégépes
programokra tdmaszkodott, és tobb ezer esetet ellendrzott automatikusan. Bar kezdet-
ben sokan kételkedtek az ilyen bizonyitdsok érvényességében, méra ez a modszer egyre
elterjedtebb, és megnyitotta az utat a formdlis verifikdcio (gépi bizonyitas-ellendrzés) ira-

nyaba.

2.1.3. Az algebra gyors fejlodése

A XX. szdzad elso felében az algebra dramai fejlédésen ment keresztiil, amelyet a fo-
galmi altaldnositas, absztrakci6 és az axiomatikus megkozelités jellemzett. Az addig f6-
ként egyenletmegolddssal és szamelméleti kérdésekkel azonositott algebra egyre inkdbb

2

az absztrakt struktirdk (csoportok, gy(rik, testek) vizsgdlatinak tudoméanydava valt.

Csoportelmélet és struktiraelmélet

A csoportelmélet fejlodése meghatarozo volt: az 1800-as évek végi Galois-elméletbdl
kiindulva a csoportok elméletét mélyen tovabbfejlesztették. A strukturdlis megkozelités
lényege az volt, hogy kiilonb6z6 algebrai objektumokat (mint a matrixok, permutaciok,
szamtestek) k6z0s tulajdonsdgaik alapjian egységes elméleti keretben vizsgaljanak.

A csoportelmélet alkalmazdsai a kvantummechanikaban és kristadlytanban is meg-

o7 2

jelentek, amely tovabb erdsitette jelent6ségét [15].

Emmy Noether és a strukturalis algebra
A korszak egyik legnagyobb hatdsti matematikusa Emmy Noether volt, aki a
gylrid- és testelmélet formalizdldsdban, valamint az algebrai struktirdk absztrakt meg-
kozelitésében kulcsszerepet jatszott. Az 6 hatdsdra valt az algebra egyik kdzponti céljava
a belsd szerkezetek — idedlok, homomorfizmusok, kvociensstruktirdk — vizsgalata.
Noether munkdssdga nyomdn kialakult az Gn. strukturdlis algebra irdnyzata, amely
az algebrai struktirdkat elssorban morfizmusok (szerkezetet megtartd leképezések) se-

gitségével vizsgalja [29].

Kategoriaelmélet és modern absztrakcio
A szdzad kozepére a fokozdd6 absztrakci6 sziikségessé tette az algebrai struktirak
kozotti kapcesolatok altalanos keretbe foglalasat. EbbdI sziiletett meg a kategoriaelmé-

let, amely lehet6vé tette kiillonb6z6 matematikai objektumok és koztiik 1évo leképezések

egységes szemléletét.
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2.2. Meghataroz6 matematikusok és munkassaguk

2.2.1. David Hilbert (1862-1943)

2.1. dbra. David Hilbert arcképe

David Hilbert a XX. szdzad elejének egyik legnagyobb hatdsi matematikusa volt. Mun-
kassdga szinte minden matematikai teriiletre kiterjedt, kiilondsen a geometria, az algebra,
az analizis, a logika és a matematikai fizika teriiletén ért el kiemelked6 eredményeket.
Emellett jelents szerepet jatszott a matematika formalizaldsdban és a modern axiomati-

kus megkozelités kialakitdsaban.

Geometria axiomatikus felépitése

Hilbert 1899-ben megjelent Grundlagen der Geometrie (A geometria alapjai) ci-
mi miivében teljesen dj alapokra helyezte az euklideszi geometridt. Ebben az axioma-
rendszerben vildgosan megkiilonboztette az axiomakat és a definicidkat, valamint a lo-
gikai kovetkeztetéseket. A mi célja az volt, hogy a geometria minden allitdsa pusztan

formadlis logikai kovetkeztetésként legyen levezethetd az axiomdakbol [18].

Hilbert-problémak
(1862-1943) Hilbert legismertebb oroksége az 1900-as parizsi matematikai kong-
resszuson eldadott 23 hires problémdja, melyek hosszu idére meghataroztdk a matematika

fejlodési irdnyét. A problémak kozott szerepelt példdul a kontinuumhipotézis, a polinom-
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gylrlk struktirdja, a Riemann-sejtés vagy a lehetséges geometriai rendszerek osztalyo-

zasa. Ezek a kérdések 1j kutatési irdnyokat nyitottak meg [6].

Formalizmus és metamatematika

Hilbert megalapozta a formalizmus filozéfiai irdnyzatat, amely szerint a matema-
tika nem mads, mint szimbélumok manipuldldsa meghatarozott szabdlyok szerint. En-
nek keretében kidolgozta a Hilbert-programot, melynek célja az volt, hogy a matematika
egészét formadlis logikai rendszerként értelmezze, és ennek konzisztencidjat finom eszko-
zokkel igazolja. Bar Kurt Godel késébb kimutatta e program bizonyos korlatait, Hilbert
munkdssaga elinditotta a matematikai logika és a szdmitdstudomdny alapjait is jelentd

kutatasokat.

2.2.2. Emmy Noether (1882-1935)

2.2. dbra. Emmy Noether arcképe

Emmy Noether a XX. szdzad egyik legnagyobb hatdst matematikusa volt, akinek eredmé-
nyei mély nyomot hagytak az algebra és a matematikai fizika teriiletén is. Noether utt6rd
szerepet jatszott az absztrakt algebra kialakuldsaban, és nevét viseli a modern fizika egyik

alaptétele is, a Noether-tétel.

Absztrakt algebrai struktarak
Noether az algebrai struktirdk tanulmanyozdsa soran jelentés mértékben hozza-

.

jarult a gytrtk, testek és idedlok elméletének fejlédéséhez. Az & nevéhez fiz6dik az
Noether-gyitiriik fogalma, amelyek olyan gytriik, ahol minden novekvd ideélsor stabili-
zalodik (més szoval kielégitik a leszallasi lanc feltételét). Ez az elv kulcsfontossagu az

algebrai geometridban és a kommutativ algebra elméletében is [1].

Noether-tétel
A fizika teriiletén Emmy Noether legismertebb eredménye az 1915-ben megfogal-

mazott, majd 1918-ban publikalt Noether-tétel, amely kimondja, hogy minden folytonos
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szimmetria megfelel egy megmaradasi torvénynek. Példdul az id6beli invariancia (szim-
metria) az energia megmaraddsat vonja maga utin, mig a térbeli invariancia az impulzus
megmaradasat. Ez a tétel nemcsak a klasszikus mechanika, hanem a kvantumelméletek

€s a modern részecskefizika szempontjabdl is alapvetd jelentdségii [47].

Tanitvanyai és hatasa

Noether Géttingenben tanitott, ahol David Hilbert és Felix Klein timogatdsaval
kapott lehet&séget oktatdsra. Tanitvanyai kozott olyan neveket taldlunk, mint Bartel van
der Waerden, aki az absztrakt algebra egyik klasszikus tankdnyvét irta. Noether nemcsak
kivalo kutatd, hanem inspirdl6 tanér is volt, akinek szellemi 6roksége meghatarozta az

algebra tovébbi fejlodését.

2.2.3. Kurt Godel (1906-1978)

2.3. dbra. Kurt Godel arcképe

Kurt Godel osztrak szarmazast matematikus €s logikus, aki elssorban a formadlis rend-
szerek elméletében elért eredményeirdl ismert. Munkdssdga alapjaiban rengette meg a
matematikai bizonyitds és igazsdg klasszikus elképzeléseit. Leghiresebb eredménye az
elsd és madsodik nemteljességi tétel, amelyek a XX. szazad egyik legfontosabb matemati-

kai felfedezésének szamitanak.

A nemteljességi tételek
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Godel 1931-ben publikilta hires eredményeit az Uber formal unentscheidbare Scit-
ze der Principia Mathematica und verwandter Systeme cimi cikkében, ahol bebizonyi-
totta:

* Az els6 nemteljességi tétel szerint minden olyan formalis rendszerben, amely ele-
gendden erds az aritmetika megfogalmazasihoz, 1éteznek olyan éllitdsok, amelyek

igazak, de a rendszerben nem bizonyithatok.

* A masodik nemteljességi tétel kimondja, hogy egy ilyen rendszer sajat konzisz-

tencidjat (ellentmonddsmentességét) sem tudja 6nmagan beliil bizonyitani.

Ezek a tételek sulyos kovetkezményekkel jartak a Hilbert-programra, amely célul
tlizte ki, hogy a matematika alapjait teljes mértékben axiomatikusan megalapozza és a

rendszer konzisztencidjat bizonyitsa [21].

Formalis rendszerek hatarai
Godel eredményei megmutattdk, hogy a matematika nem lehet teljesen lezdrt, for-
malis keretbe szorithaté tudomény. Ezek az dllitasok alapvetd filozéfiai kérdéseket vetet-

tek fel az igazsdg, bizonyithatsdg és emberi megismerés kapcsolatarol.

Hatasa
Godel tételei kozponti szerepet jatszottak a XX. szazadi logika és matematika fi-
loz6fidgjanak alakuldsdban. Munkdssdga hatdssal volt tobbek kozott Alan Turing szami-

taselméletére és John von Neumann elméleti fizikajara is.
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2.2.4. Neumann Janos (1903-1957)

2.4. abra. Neumann Janos arcképe

Neumann Janos, a XX. szdzad egyik legsokoldaltibb és legnagyobb hatdsi matematikusa,
Budapesten sziiletett, majd az Egyesiilt Allamokban teljesedett ki tudomanyos palydja.

Nevéhez fiz6dik szdmos alapvetd eredmény a halmazelmélet, kvantummechanika, jdték-

elmélet, numerikus matematika és szdmitdstechnika teriiletén.

Hozzajarulasa a matematikahoz és informatikahoz

Neumann egyik legismertebb hozzdjaruldsa az elektronikus szdmitégépek elvi alap-
jainak lefektetése. Az un. neumanni elv szerint a szamitogép egységesen tarolja az adato-
kat és az utasitdsokat, és a miikodését négy 6 egységre lehet bontani: kdzponti vezérlo-
egység, aritmetikai egység, memoria, valamint bemeneti—kimeneti egységek. Ez a modell

lett az alapja a modern digitélis szamitégépeknek [28].

Jatékelmélet és kozgazdasagtan

Neumann mdsik kiemelked® teriilete a jdtékelmélet, amelynek alapjait a Morgens-
ternnel kozosen irt A jdatékelmélet és gazdasdgi viselkedés (1944) ciml miivében fektette
le. Az elmélet 4j matematikai megkdzelitést adott a stratégiai dontéshozatal modellezé-
séhez, melynek mdig is jelentds szerepe van a kozgazdasdgtanban, biolégidban €s politi-

katudomdanyban [36].

Neumann és a matematika filozéfiaja
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Neumann a matematikdt nem csupédn formadlis logikai rendszernek tekintette, ha-
nem a gyakorlati alkalmazasok €s elméleti gondolkodés szintézisének. Tobb {rasdban
hangsilyozta, hogy a matematika fejlodése elvdlaszthatatlan a tudomény és technika ala-

kulasatol.

2.2.5. Alan Turing (1912-1954)

2.5. dbra. Alan Turing arcképe

Alan Mathison Turing brit matematikus, logikus, kriptografus és a modern szamitogép-
elmélet egyik megalapozéja. Kiemelkedd munkdssaga a szamitdstudomdny, mesterséges
intelligencia, valamint a kodfejtés teriiletén jelentds. Szamos alapvetd fogalom és modell
—igy példaul a Turing-gép — 6hozza kothetd.
Turing-gép és szamithatosag

Turing 1936-ban publikalta ,,On Computable Numbers, with an Application to
the Entscheidungsproblem” cimi cikkét, amelyben bevezette az absztrakt szdmolo gép,
a Turing-gép fogalmat. Ezzel megalkotta az algoritmikus szdmithatésdg egyik elsd for-
malis modelljét, amely lehet6vé tette a szdmithat6 és nem szdmithaté problémak szigori
megkiilonboztetését.

A Turing-gép koncepcidja alapja lett a késdbbi elméleti szamitdstudomanynak és
egyben a Church—Turing-tézis alapjat is képezi, amely szerint minden algoritmikusan ki-

szamithat6 fliggvény kiszadmithat6 egy Turing-géppel is.
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Kriptografia és a II. vilaghabori

Turing a masodik vildghaboru alatt kulcsszerepet jatszott a német Enigma-kod
feltorésében a brit Bletchley Parkban. Kifejlesztette a ,,Bombe” nevii elektromechanikus
gépet, amely segitségével sikeriilt automatizalni a kddfejtést. Ezzel donté mdédon hozza-

jérult a hdboru kordbbi befejezéséhez és emberek millidinak megmentéséhez [?].

Mesterséges intelligencia

Turing 1950-ben publikalta hires cikkét ,,Computing Machinery and Intelligence”
cimmel, amelyben felvetette a kérdést: ,, Gondolkodhatnak-e a gépek?”. Ennek kapcsin
bevezette a hires Turing-tesztet, amely maig is vita targya a mesterséges intelligencia

kutatasaban.
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2.3. Fobb matematikai eredmények és elméletek

Halmazelmélet és formalis logika fejlodése

A halmazelmélet és formalis logika alapjai a 19. szdzad végén és a 20. szazad elején
alakultak ki, f6ként Georg Cantor és Gottlob Frege munkdssaga nyoman. Ezek az alapok
képezték a modern matematika axiomatikus megalapozdsanak kiindulépontjit, amelyet
David Hilbert tovabb formalizalt. Az ilyen rendszerek célja az volt, hogy minden mate-
matikai igazsdgot szigordan formadlis, szimbdélumokkal torténé manipulécié révén lehes-
sen levezetni.

Godel azonban 193 1-ben két alapvet6 tételt bizonyitott be, amelyek megmutattak,
hogy ez a cél alapvetden korlatokba titkozik:
Godel els6 nemteljességi tétele: Minden olyan formalis rendszer, amely elég erds az
aritmetika alaptételeinek kifejezésére, tartalmaz olyan igaz éllitdsokat, amelyek nem bi-
zonyithatok a rendszer axidmaibol.
Levezetés:

Legyen S egy formadlis rendszer, amely képes kifejezni az egész szdmok aritme-
tikdjat. Godel elkészitette az in. Godel-szdmozast, amely minden formuldhoz és bizo-
nyitdshoz egyedi természetes szdmot rendel. Ezzel megmutathatd, hogy létezik egy G

formula, amely 1ényegében azt mondja:
G : "G nem bizonyithat6 S-ben" 2.1

Ha G bizonyithat6 S-ben, akkor G hamis (mivel azt éllitja, hogy nem bizonyit-
hat6), ami ellentmondds. Ha pedig G nem bizonyithat6, akkor GG igaz, tehat 1étezik egy
igaz, de nem bizonyithat6 4llitas, ami bizonyitja a tételt.

Godel masodik nemteljességi tétele: Minden elég erds és kovetkezetes formalis rend-
szer nem bizonyithatja a sajat kovetkezetességét.
Levezetés:

Godel mésodik tétele kimondja, hogy egy olyan formalis rendszer, mint S, nem
képes sajat kovetkezetességét beliilrdl bizonyitani, mert ez is egy olyan 4llitds, amely a
rendszer hatdrain kiviil esik. Ha a rendszer képes lenne sajat kovetkezetességét bizonyi-
tani, akkor egy ellentmondasos rendszer is kovetkezetesnek bizonyulhatna, ami elfogad-

hatatlan.
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2.3.1. Hilbert axiomarendszere és a geometria formalizalasa

David Hilbert egyik legnagyobb hozzdjiruldsa a geometria axiomatikus alapjainak le-
fektetése volt. 1899-ben megjelent "Grundlagen der Geometrie" (A geometria alapjai)
ciml munkdjaban 4j megkozelitést adott az euklideszi geometridhoz, amelyben vildgosan
elkiilonitette az axidmakat, definicidkat és logikai kovetkeztetéseket. Ez a formalizalas

jelent8s hatdssal volt a modern matematika fejlédésére [18].

2.3.2. Noether-gyiriik és absztrakt algebra

Emmy Noether 0ttord szerepet jatszott az absztrakt algebra fejlédésében. Az 6 nevéhez
fliz6dnek a Noether-gyliriik, amelyek alapvet6 fontossdguak a kommutativ algebra és al-
gebrai geometria teriiletén. A Noether-féle leszallasi lanc feltétel, amely kimondja, hogy
egy Noether-gy(iri minden novekvd idedlsorozata stabilizdlédik, meghatarozé alapelvnek
szamit a modern algebrai elméletekben [29].

Leszallasi lanc feltétel:

Egy R gylir Noether-gy(rd, ha teljesiil rd a leszéllasi lanc feltétel, azaz minden

novekvd idealsorozat stabilizalodik:

LCLCZC--=3dn,hogy I, =11 =Ip2=""" (2.2)

Ez azt jelenti, hogy barmely végtelen novekvd idedlsorozatnak 1étezik olyan tagja,
amely utdn a sorozat minden eleme megegyezik.

Példa: A polinomgyfrik, mint példaul R[z] vagy C|z, y|, Noether-gy{iriik, mert minden

1dedl végesen generalt.

2.3.3. A kvantummechanika matematikai alapjai

A kvantummechanika a 20. szdzad egyik legforradalmibb matematikai €s fizikai ered-
ménye, amely a mikroszkopikus részecskék viselkedését irja le. Matematikai alapjait
olyan kiemelkedd tuddsok fektették le, mint Erwin Schrodinger, Werner Heisenberg és
Paul Dirac. A kvantummechanika alapelvei radikalisan eltérnek a klasszikus mechani-
ka szabdlyaitdl, és olyan 4j matematikai struktirdkat hoztak 1étre, mint a Hilbert-tér, az
operatoralgebra és a matrixmechanika.
Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacio:

A hatdrozatlansigi relacié a kvantummechanika egyik alapvet6 elve, amely ki-
mondja, hogy egy részecske helyének és impulzusdnak mérési pontossaga kozott alapvetd
korléat all fenn.

Ax - Ap >

h
5 (2.3)
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ahol Az a részecske helyének, Ap pedig az impulzusdnak bizonytalansaga, és h a
redukalt Planck-dlland6. Ez a tétel alapvetéen korldtozza a részecske pontos helyének és

mozgasi mennyiségének egyidejli megismerhetdségét [16].

2.3.4. A szamitogépes algoritmusok és informacidelmélet kezdetei

A 20. szdzad kozepén a szamitdégépes algoritmusok és az informdaciéelmélet fejlodése
forradalmasitotta a matematika és az informatika teriileteit. Ennek alapjait olyan mate-
matikusok és mérnokok fektették le, mint Alan Turing, Claude Shannon és John von Neu-
mann. Turing munkdssdga kiilonosen jelentds volt a szamitogépek elméleti modelljének
megalkotdsdban, amelyet ma Turing-gépnek neveziink [48].
Turing-gép formalis definicidja:

Egy Turing-gép egy véges allapotu automata, amely egy végtelen hosszisigu sza-

lagon miikodik, amelyen szimb6lumokat olvas és ir. A Turing-gép formélisan egy 6tos:

M = (Q727F757 QO)7 (24)

ahol:

* () egy véges allapothalmaz,

>’ a bemeneti abécé,

* [ a szalagon hasznalhat6 szimbdlumok halmaza (3 C I'),

0:Q xI'— @ xTI'x L, Regy dtmenetfiiggvény,

qo € @ akezdGallapot.

A Turing-gépek meghatarozo6 szerepet jatszanak a szdmitdgépek elméleti alapjai-

nak megértésében és a szamitdsi problémdk komplexitdsdnak vizsgdlatdban [?].
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3. fejezet

Weboldal

3.1. Weboldal bemutatasa

A diplomamunkdm két nagyobb részre bonthatd, az adatok gytijtése a meghatarozott kor-
szakokhoz, illetve miutdn 6sszegy(jtottem a megfeleld adatokat, elkezdhettem foglalkoz-
ni a weboldallal. Ez egy mér alapjaiban elkésziilt weboldal, mely a matematika torténeté-
6l sz6l. Kiilonbozé meniipontokat tartalmaz, melyek alapjan csoportositani lehet egyes
elemeket, példdul hires matematikusok, torténelmi, matematika események, elméletek,
problémak, stb. Ez a weboldal HTML, CSS, JavaScript segitségével lett 1étrtehozva, tar-
talmaz egy bejelentkezési feliiletet is, melyet egy adatbatzis és egy szerver oldali progra-

mozasi nyelv segitségével lehet megvaldsitani.

3.1.1. Bejelentkezés a weboldalra

Az adatok feltoltéséhez az els6 1épés a weboldalra val6 bejelentkezés, mely a I1.Rakdczi
Ferenc Kdérpataljai Foiskola weboldaldn a belsd honlap meniipont kivélasztasa utdn érhetd

el.

IRIS Intézményi publikéciétar  Konyvtari katalégus = Belsd honlap  Webmail Elérhetdségeink

3.1. ébra. Bels6 honlap meniipont

47



Miutén kivalasztottam a megfeleld meniipontot, elérhetové vallik egy lista, mely-

nek elemei a tanszékek, itt a Matematika-Informatika tanszék kivalasztasa utan elérhetévé

valnak a tanszékhez tartoz6 bels6 weboldalak, melyek kozott megtaldlhaté a Matemati-

ka torténelem weboldalm, ahova egy kis lexikonként fel lesznek toltve az adatok, illetve

taldlhaté még egy erre a weboldalra irdnyul6 elérhetdség, mely az admin feliiletet tar-

talmazza, itt érhet6 el az adatok feltoltése lehet6ség. Ezen az oldalon mar nem csak az

s

olvasds lehetséges, hanem tudunk friss adatokat feltdlteni, meglévéket frissiteni, torolni,

illetve akar olvasni is.

Kezddlap
Webmail
Jelszomodositas
Hasznalat
Oktatasi anyagok

Digitalis adatbazisok
Lndgpoei bazn ganux
Konyvtari online

katalogus Katanor
bibnioTexku

Matematika-Informatika
tanszék

Linkek

Telefonszamok
Letdltés
www.kmf.uz.ua

webkamerak

Informatikai szabalyzat

Diak-csoportok

Matematika-Informatika tanszék

Szakszotarak

Szotar admin belépés

Matematika torténelem

Mat. tért. admin belépés

3.2. abra. Bels6 honlap admin nézet elérése
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Miutén kivélasztottam az admin nézetet, megjelenik egy autentikécios feliilet, ahol
csak a megfeleld felhaszndlonév €s jelszé6 megaddsaval lesz elérhetd a weboldal admin
nézete, helytelen adatok megaddsa esetén hiba lizenetet kapunk, illetve nem enged belépni

az oldalra.

Adminisztrator
azonositasa

Login

Jelszo

3.3. dbra. Bels6 honlap admin nézet bejelentkezési feliilet

49



A helyes bejelentkezési adatok megadésa utdn elérhet6vé vélik a Matematika tor-

ténelem weboldal admin nézete.

ADMINISZTRATOR OLDALA
=)

3.4. dbra. Bels6 honlap admin nézet

3.1.2. Weboldal meniipontok

A weboldalon szamos meniipont elérhetd, mind azért felel, hogy az adatokat a lehetd
legjobb, legsokoldalibb mdédon tudjuk csoportositani, az olvasok kényelme érdekében,
hogy minél kénnyebben el tudjak érni azokat az informécidkat, amiket keresnek.

Minden meniipont egy gy(jt6fogalom, melyet sz€t lehet bontani tébb kissebb rész-
re, ezek a meniipontokhoz tartoz6 almeniipontok. F6 meniipontok a matematika torténe-
lem adatok csoportositasahoz: Tuddsok, Agazatok, Fogalmak, Események, Nevezetes
Problémdk. Ezen kiviil én a nevezetes problémdk meniipontban egyes problémak leveze-
téséhez kiilonb6z6 matematikai képleteket haszndltam, melyben nagy segitséget nyujtott
az a lehet6ség, hogy képlet szereksztésére van lehet6ség a képletek meniipontban, itt lehe-
t6ség van arra, hogy Latex kddok segitségével irjak meg egy képletet. Mdas egyéb adatok
feltoltése: Képek, Orszagok.

Az 6sszegyljtott adataim feltdltéséhez A kovetkezd pontokra volt sziikségem: Tu-

dosok, Orszagok, Események, Nevezetes problémak, Képletek, Képek.
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TUDOSOK ORSZAGOK AGAZATOK FOGALMAK ESEMENYEK NEVEZETES PROBLEMAK KEPLETEK

Tudosok adatai

Tudos_eldddk

Tudos_kortarsak

Tudos_tanitvanyok

3.5. ébra. A weboldal meniipontjai

3.2. Adatok feltoltése a weboldalra

Miutén sikeresen bejelntkeztem a weboldara €s dtnéztem a meniipontokat, elkezdhettem
feltolteni az adatokat. Ehhez harom nagyobb csoportra bontottam az adatoka: Tud6sok,
Események, Problémdk. Tuddsok pontba szedtem 6ssze minden tudéshoz tartozé adatot,
életesemények feltaldlasaik, elméleteik leirdsa roviden. Az események pont tartalmazza
a két korszak el6zményeit, leirdsat. A problémdk pedig a két korszakhoz tartozé nagyobb
feltaldlasokat, elméleteket tartalmazza, melyhez tartozik egy rovid leirds, valamint egy

matematikai levezetés.
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3.2.1. Tudosok adatai

ElsGsorban a tudésok adatait toltottem fel a weboldara. Megnyitottam a Tudésok menii

tudésok adatai almeniipontjat, majd megnyilt egy oldal, ami tartalmazta a mar feltoltott

tuddsok adatait, illetve itt lehet Gjakat feltolteni, megléviket torolni, dtszerkeszteni. Az

Uj matematikus bevitele gombra kattintva el is kezdhettem betdlteni tudés adatait.

VISEZA a Thoidaka

Shaw

= % |ondres

Brarhc

MATEMATIETUSOK Tabla szerkezzteze

orezeg

o | Mew Ukram nav orczag wadozisace | Wemzsficag | _sv Haly caubsdsd - iy maghat Hap bavitsin DELETE
2 Moumenn | DmonPom | Magyaromzag £ Empry 1802 | Budzpoct 1857 | ¥anington Maumann.ipg + n
dangg Hedwan
20 | kano Inze Hagy- # Empry 184z | Empey 1z | Empy Dewionjpag * n
Hawioa Husoron Erftannly
51 | Absisielc | ABam Marrdgls & Empty 1302 | Empey 1828 | Empry 2bei|pag + n
Handrik Hisonai
£2 | Banazn Eanax Lengysicrazag Fd Empry 1332 | Emecy IB4E | Empry Eaneaniog + n
Stafzn Cregan
&1 | Bamowieano | Gapeoyioar | Ragy: # Emary 1830 | Empey 1677 | Emany pamoNpeg * n
Ertanniz
] Eepinml Znly £ Empty 1837 | Empey 1748 | Emay bemoull_lohannipeg | + n
loray
5 Bepmmi Batjo ra Empry 1854 | Empey 1706 | Empry EBamoull_Jacob jog + n
P
£ | Bamoum Eepmni Tvdjo Fd Empry 1700 | Empey 1782 | Empry bemoulll_danilljpeg + n
Dasiel Daniln
6 | Esczal EEnanl Wgmptorezag e Empry 1734 | Empry 124 | Empy EzusaLipeq + n
Frisarigh Ppigaix
8 | Lemniz Npiiteny B#metorszag # Empry 1838 | Empey me | Emany Ejbrizipay * n
Gotiried Tarig
&1 | Euler Edirep Zaly £ Empry 707 | Bagal 1722 | Bzwmipatervar | suleciisg + n
Lzanard Neavapg
&2 | Caweiry Foul Eranplsarezig Fd Empty 738 | Parire 1857 | Apemux caushypg + n
Angustin Aeryomy
Lol
| Willec CopEngmo | Hagy- rd Empry 1882 | Cambrigge 1BEL | Empry Wikee_Andrewpg + n
Andrew Dxon Badny | Ertsnnla
106 | weerctmee | Beilaparmse | Memetorozag Fd Empry 1316 | Ennigerica 1887 | Eaiin Wimsrstrase jog + n
Farl Fapn [Enirspma
108 | Gousacan | [mwokapn | Memetorszag £ Empry 1777 | Brounsonwelg | 1865 | @péhnpan pauceiprg * n
Frisorian Ppigaix
143 | Arkhimadecs | Apxiweg Obrighrezag # Empry 287 | Empy 212 | Empry arhimad + n
18 | payee Empry Magyamrzsg #» Empry 1| Emery Empry | Empty arnimag gt * n
18 | Akropakl | AcpoferH | Magrarcoeza Fd Empty Empty | Empiy Empiy | Empry Empay + n
7 | Batyas Bepray Magyerorar £ Empry 1776 | Mameracarhaly | 1858 | Mamevactrhely | Eshyal FarkasJP0 + n
Farkas Eonl
198 [ Moz Taneo Magysrorzag £ Gty £ | Misinez 548 | Mustocs thalscz)pg + n
Thalécz Minamoezud
Enowing 1 1o 20 of 20 andriec
Previous HNext

3.6. abra. Tudds adatok feltoltése
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A gomb megnyit egy felugré ablakot, és itt adthatjuk meg az elsd kotelez6 adatot
a tudéshoz, ami a név megaddsa maygar nyelve. Ha megadtuk a tudés nevét, elérhetvé

valik a listaban.

Matematikus bevitele

|carl Friedrich Gauss

3.7. abra. Felugro ablak kitoltése

Miutédn a tudés megjelent a listdban méar csak az oszlopokban taldlhaté ikon gom-
bok megnyitdsdval tudonk megadni szdmos adatot, ilyen mdédon vittem be az ukran nevet,
orszagot, nemzetiséget, sziiletési és haldl id6, hely adatokat. Ezknél csak egy kis adatbe-

viteli mezd jelenik meg a kivélasztott oszlop megfelels celldjaban.

[KUSOK Tabla
Orszag Szul Hallal Kep
D | Nev Ukran nev Orszag valtoztatasa | Nemzetiseg | _ev Hely szuletet _ev Hely meghalt Kep bevitele | Bovebben | DELETE
2 |Neumamn | Meoubon | Magyarorszig 4 Empzy 1303 | Budzpest 1357 | Vashingtan Neumann.ipg + L
Janos
20 | lssac leaze Hagy: s Empzy 1643 | Empry 721 | Emey newton.jpeg * L
Newton Hewron Eritannia
351 | AbelNiels HNarvégia s Empzy 1802 | Empgy 1828 | Empy abslpeg + Ll
Hendrik
52 [ Banach Lengyelorszig td Empty 1832 | Empry 1845 | Empy Banach.jpg L L
Stefan Credpan

53 | Bamowlsaac | Bappoy leax | Nagy: 4 Empy 1630 | Empzy 1677 | Empry barrow.jpeg £ Ll
Britannia

Bepuyni Svaje & Empty 1887 | Empay 1748 | Empzy bemoulli_johannjpen |+ L

Eepryni Svije s Empzy 1854 | Empzy 1705 | Empzy Bemaulll_Jacob.jpg + Ll

Eepyni Svaje s Empry 1700 | Empry 1782 | Empyy bernoulli_daniil jpeg ik L
Daniin

Hémetorszig s Empzy 1784 | Empry 1845 | Emey Besselipeq + L

Németorszig 4 Empty 1888 | Empry 1716 | Empy lejoniz.jpen. & L

51 | Euler Eiinep Svije £ Empy 1707 | Basel 1783 | Szentpétervar | eulerjpeg + [

82 | Cauchy Kowi Franciadrszig £ Empty 1783 | Parizs 1897 | Sceaux cavehy.ipg & L
Augustin | Amryerin
Louis

36 | Wiles CepEnapro | Nagy: ’4 Empzy 1853 | Cambridge 1353 | Empgy Wiles Andrew.ipg + L
Andrew Ixou Baiin | Britznnia

103 | Welsrstrass | Befiepupac | Némelorszag 4 Empyy 1813 | Ennigerioh 1897 | Berin Wieiersirass.jpg + L
Karl Kapn (Exirzpno

108 | GaussCanl | IayoeKapn | Németorszag e Empgy 1777 | Braunsohweig | 1355 | Géttingen paussipen + L
Friedrich | @piapix

112 [ Arkhimedesz | Apxinea Gorbgerszag s Empzy <287 | Empxy 2 | Empy arhimed jfif + Ll

114 [ bayes Empy Mzgyarorszag s Empry 1 | Emexy Empzy | Empyy arhimed jfif + L

5 | Akrobakll | AepoSarll | Magysrorszig /. Empzy Empyy | Empgy Empzy | Emezy Empry * L

7 | Bolyai aprau Mzgyarorszag s Empzy 1775 | Marosvisirhely | 185 | Maroswisirhely | Bolyai Farkas.JPG + L
Farkas Boal

5
=
i
8

.'.] D — = T_a td Gorag 524 | Mikdtosz S48 | Mildtosz thalesz jpg L L
I |

3.8. dbra. Egyébb adatok kitoltése
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Miutén kitoltdttem a mezdk jelentds részét eljutottam a bévebben mezdig, itt nem

egy kiugro beviteli mez6 jelenik meg, hanem egy madsik oldalra visz ez a gomb, mely egy

nagyobb szerkeszthetd beviteli mez&t tartalmaz.

3.9. abra. Bovebben mez6

A megnyil6 feliileten lehet6ség van szoveg szereksztésére, itt egy eléremeghata-
rozott 12 px betliméret van, emelett be lhet allitani a betiitipusat, d6ltm, vastag betiiket,
valamint szamozott és jelolt listdkat lehet 1étrehozni, valamint képek, tdblazatok beillesz-

tésére is van lehet6ség.

Faragraph ~vB I @ T2 @@~

Carl Friedrich Gauss 1777_aprilis 30-4n szilletstt a németorszagi Braunschweig varossban, szsrény Koriiimények kozbtt. Edesapja kertészkent dolgozott, édssanys irastudatlan
valt. Gauss kivételes zoft- haromévs apja szamitasi hibait. dlévesen pedia mér atvette a csaladi kbltséguetés vezetését

Hél éves koraban kezdle meg tanuimanyail a helyi iskoliban, ahol hamar kit'unt matematikai képességeivel. Egy hires anekdota szerint, amikor landra azt a feladatot adia, hogy a
didkok adjak ossze az 1-tol 100-ig lerjed " o szamokal. a kis Gauss azonnal " felismerte a sorozat szZimmetrijat, és gyorsan kiszamolta az osszeget.

Ennek kbszonhetoen Gauss 1795-ben snyait a gatlingen eg; " ahol

Munkdssaga:

Szamelmélet: 1501-ben jelent meg fo muve, a ” Disqui
reciprocitas letelél, amely aszamehlelefegy\l: alapkove.

Csillagaszat: Gauss 1801-ben sikeresen kisz# a Ceres ki 6 palysjat, amelyst korbb: i smitasai alapjan a csillagaszok dj ahak az
&gitestet, ami nagy elismerést hozott szamara.

Geodézia és fizika: Gall:ﬂlelﬁmns munkat végzeﬂ a geodézia teriiletén, és ki-~ dnlgnztaa al el & 9o Iméletét agia”
b rillei Erpras o ; - b

Nem-suklideszi geometria: Gauss mar koran felismerte a nem-sukiideszi geometria lehetoségét, azonban nem publikilta eredményeit, attol tartva, hogy azok nem * lesznek
Sfogadofiak 3 ubmanyos kozbseagben. Kasobb Bolyal 43nos 4 yikolal thamevszkl]ﬁj’ggelhnuldnlgmak ki ezt az eiméletet

Gauss 1807-1ol halélig a gottingeni egyete = 3ssaga sorén fobb mint 150 tudoményos dolgozalot irt, amelyek kozil sokat
coak halda uldn publialah. 1355, earyar 23-4n huyl 1 Gumngenbeﬂl

3.10. abra. B6vebben mez6
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Miutan egy tudds Osszes adatat feltoltdttem, kitoltottem az Osszes beviteli mezot,
egy utols6 mezd maradt hatra, ami a képek fel6toltése, ezt arra haszndltam, hogy a tudds-

r6l megjelenitsek egy képet az oldalon.

Kep
Kep bevitele
Neumann.jpg +
newton.jpeg +
abel jpeg +
Banach jpg +
barrow.jpeg +
bemoulli_johann.jpeg (| +
Bemoulli_Jacob.jpg +
bemoulli_daniil.jpeg +
Besseljpeg +
lejbniz.jpen +
eulerjpeg +
cauchy.jpn +
Wiles_Andrew.jpg +
Weierstrass jpg +
paussjpeq +
arhimed.jfif +
arnimed.jfif +
Empty +
Balyai Farkas JPG +
thalesz.jpg +
Gauss.jpg +

3.11. dbra. Kép hozzdadas mezd
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Az ikonra kattintva megjelenik egy lista mely a mar feltoltott tudésokhoz tartozé

képekket tartalmazza.

Cardano

Carl Friedrich Gauss

fibonacsi

Gauss

Hilbert

3.12. dbra. Képek listdja
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A listdban csak olyan képek jelennek meg, melyek el6z6leg mar fel lettek toltve,
ezek azonnal kivélaszthatéak, de ha éppen nem érhetd el a kivdlasztott tudéshoz a meg-
felel kép, akkor a Képek meniipont segitségeével lehet 4j képeket feltolteni a szerverre,

mely a feltoltés utdn elérhetd lesz a képek listdjaban is.

VISSZA & fockdaira
Uj kép bevitele

Show 10+ | entries Search:
Eépek tudosokrél

D Kép Fajl Szoveg DELETE
1 ﬂ sbel jpeg Absl n
2 B Bolyzijeg Bolyai n
1 ! gaussjoeg Gauss n
5 I newton jpeg Newton n
[ Banachjpg Banach n

M

-
z n lejbniz jpeg Lejbniz n
g n pasealjpeg Pascal n
L] ﬂ Bessaljpeg Bessel n
10 * Neumann.jpg Neumann Janes n

.

[ 8

& z Wies Andrewjog files Andrzw n

Showing 1 to 10 of 28 entries.

Previous - 2 | 3 | Next

3.13. dbra. Képek meniipont megnyitdsa
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A megnyuitott meniipontban az Uj kép bevitele gombra kattintva felugrik egy ab-
lak, melyben a szdmit6géprdl be lehet tall6zni a megfeleld képet, majd a mentés gomb

utdn el lehet kezdeni a mentés folyamatét, mely egy mar meglévd listdhoz adja a képet.

Bevitel a "képek tudésokrol” tabliba

Vilazzd ki a feltoltendd fajlt:

Fajl kivalasztasa QRICeR= Bo s om ]

Feltdlies

VIS5ZA a kép adminra

3.14. dbra. Uj kép feltsltése

Az 1j kép tallé6zdsa, majd mentését kovetden megjelenik még egy ablak, ahol egy
megnevezést kell adni a képnek, annak érdekében, hogy a listabdl a lehetd legkonnyebben

elérhet6 legyen.

Bevitel a "képek tudésokrol” tibliba

Vilazzd ki a feltoltendo fajli:

Fajl kivalasztisa (ReR= L o]

Felttlas

VISSZA 2 kép adminrs

3.15. dbra. Uj kép feltsltése

A kép elnevezése, mentése utdn a tudésok menii kép mezdjében a megjelenik a

feltoltott kép, melyet ki lehet vdlasztani, majd hozz4 lehet adni a tudéshoz.
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3.2.2. A korszakhoz tartoz6 események feltoltése

A tudésok adatai feltoltése utdn a kovetkezd amit meg szerettem volan valdsitani, az a

XIX. és XX. szdzad Nugat-Eurépa matematika torténetének a fé6bb eseményei feltoltése

a weboldalra, ehhez az események meniipontot hasznédltam, hasonléan a tudésok menii-

ponthoz.

Ezzmeénysk

Esemény_tudds

3.16. dbra. Események meniipont

Az események pont utdn megjelenik egy oldal, melyben a mér hozzdadott esemé-

nyek lathatéak, itt egy Uj létrehozdsdhoz egy gomb megnyomadsa utdn meg kell nevezni

az eseményt egy felugré ablakban, majd ki lehet tolteni a tobbi nem kotelezé mezot.

VISSZA a fookdalra

Uj esemeny bevitele 4+

Show | 50 w entries

Search:

ESEMENYEK Tabla szerkesztese

1D Esemeny Apazat Apazat valtoztatasa Ev_1 Ev_2 | Bovebben DELETE
3 | Derivalt znalizis & 1856 [ | n
59 | eesscee matematiks ) | n
80 | AAAA matematika s L ]

Showing 1 to 3 of 3 entnes

3.17.

59

Previous - Mext

abra. Események menii megnyitdsa




A mez8k kitoltése utdn az esemény leirdsdt meg lehet adni a b6vebben mezdben,
itt a szerkesztési lehet6ségeket haszndlva kiilon bontottam egyes a korszakra jellemzd

eseményeket, valamint képeket és tablazatokat is fel lehet haszndlni.

Faragraph 2 T @ BEvye o

Az analizis fejlodése a XIX. szazadban

A19. szazad ikai vizegalodasai mely 0 elméleti valtozasokat és I.I]SZBH.I tudnmanyus megkizelitéseket hoztak |étre, amelyek alapvetuen formdlak at a matematika
anya &t ez moc at A ikai analizis fejlode meérfoldkoveit &= elméleti ismertetjik a

A XIX. szazad eleje: Az analizis megerdsitésé és a hatdrértékek fogalmanak Kialakitdsa

AXIX szazad zoran bekoveitkezd szwalls és kulturalis valtozasok gydkeresen ~ atalakitottak Eurdpa civilizacidjanak karakierét, mikbzben a technikai i aciok és

megvalt az eletmod]at Amatt szazad elsd ham'ladaban a matemalikai analizis még alakulohan voli: bar a differencial- és |n1egla| szamitas
modszerlana mar kellden kldolgnzoﬂ volt, addig a kapcsolodd ég 3 halﬁerenek telpes ki megalapuzasa még \raraioﬂ magara A
matematika Iemleten a somzatnk &s végielen sulok elemzése régota ismert volt, am a ia &= a hata P | pontos asa még varatott
magara. a asok fd iranya a gyakorlati alkalmazasok ~ felé fordult az integral- &s diff jalszamitas terén, miki egyidejiileg az elméleti fejlodés is
szamottevd volt.

1320-1830: A hatarértékek &s a sorozatok elméleti alapjai

A 19, szazad folyaman a muveszetl es kLiIuralls szfela Ely 0 valtoza eseﬂ aL kiilonbdzd iranyzatok _mint & ika és a reali

formaltak. A korszak bé: d attoré b hatdan alakitottak al a leor szell és ifejezésmaodiait. A milt szazad elso

emzedemen a tuddsok apmlekos munlca\ral alak'lnltak kl és vezetiek be a hatalerhek at, ami dontd j iinek ikai analizis k eldre
A az egyik Otdr ugustin-L DUIS Caul::hyI vegezte el akl lendkwul ponlns és alapos munkajaval tudomanyos

ta es q alta a fogalom addigi eﬂelmemet Cauchy il jelentds volt az analizis tudomanyaban, mivel "o dol-~

ia modem er gzét, amelyet mind sorozatokra, mind filggvényekre alkalmazni lehetett.

3.18. dbra. Események b&vebben

A mentés gomb lenyomdsa utdn mar elérhetdvé vélik az oldalon a megfelel6 me-

niipont alatt a bevitt adatom.

3.2.3. Elméletek feltoltése

A tudésok és az események felotltése utdn az elméletek feltoltése maradt hétra, ezt a

nevezetes problémak meniipont alatt toltdttem fel.

MEVEZETES PROBLEMAK KEPLETEK

Mevezetes prookémik

MNeveretez tudds

3.19. dbra. Nevezetes problémak
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A pont kivélasztdsa utdn mar a megszokott médon elkezdtem felotlteni az ada-
tokat. Kitoltottem a kotelezd megnevezés, valamint a nem kotelezd dgazat és évszdm

mezoket is.

VISSZA a fooldalra
Uj "nevezetes probléma” bevitele 4

Show | 50w entries Search:

NEVEZETES PROBLEMAK Tibla szerkesztése

Probléma Agazat
neve UA | Ewv 1 Apgazat valtoztatasa | Ev_2 Probléma leirasa Bovebben

Benwea 1837 | szamelmélst ¥ 1883 | | | |

18 | sespddddddd Empty | 2
23 | assaaaaza Empty m s Empty | L ]
25 | Galis-tétel Ocuoswa | 1832 | matematika £ Empty L L]

N,
g
T
L]
[ ]
"
oo e o

:r*? 3

Showing 1 to 4 of 4 entries

Previous - Next

3.20. dbra. Nevezetes problémdk menu megnyitdsa

A kovetkezd mezd a Probléma leirdsa, mely megnevezi a probléma, tétel, elmélet
pontos nevét, majd leirja a definicigjat egy kiilon oldalon mely hasonldan tartalmazza a
megfelel6 mezdket.

NEVEZETES PROBLEMAK "Leiras" szerkesztése

] Tudos_Képi bevitele Tudds neve Probléma leirasa Tudos_Kép2 bevitele

25 Galois.jpg + Evariste Galois

3.21. dbra. Nevezetes problémdk rovid leirdsa
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Miutén ezzel a rovid leirdssal is végeztem, kovetkezett a b6vebben mezd kitolté-
se, melyet arra hasznaltam, hogy egy tétel definicigjat, levezetésést, esetleg bizonyitdsat

levezessem.

Faragraph v @ T T @By e o

Tétel: Legyen f(x) egy nem konstans, imeducibilis polinom a Q felett. Ekkor a fix) & gyok assal ponts akkor, ha a hozza tartozé Galois-csoport felbonthatd.

Vazlatos bizonyitas:

ik sirészei s Iég 2
portok abéli ceoportok — vagyis a Galois-csoport felbonthatd.
ol Iépésre megadhatok gydkvonassal.

FowcEcs oY O CHEditor

3.22. dbra. Nevezetes problémdk leirdsa bovebben

Ebben a részben nagy hasznomra valt az, hogy a képleteket be lehetett tolteni La-
tex formaban, ehhez a szerkeszt feliileten 1€évé HELP - Latex linkre kellett kattintanom,
mely megnyit egy oldalt, majd ezen az oldalon lehetdség van kiillonboz6 képletek bevite-
lére, meglévok masoldsara, melyek Latex formatumban vannak feltoltve. Itt tobb 1ij még
az oldalon nem 1étezd képleteket toltottem fel. Miutan beirtam Latex formdban és adtam
neki egy megnevezeést, mentés gombra kattintva megjelent a listdban, melybdl a masolas

gombra kattintva be tudtam illeszteni a szovegszerkesztobe a megfeleld helyre.
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=
i
b

LaTeX Sigo Kategdriak szerint

Keresés (pl. integrdl)

Osszes it limt  matix Mg Tobbi
Név (kategéria.név) LaTeX Elnézet Miiveletek

= @i P § comi ] 57 |
er er{i\pi} +1 =8 e 4+1=0 m
Galois-étel1 \mathib{Q} = K_B \subset K_1 \subset ‘dots \subset K_n Q=K,CK,C---CK, m m
int1 int x ax intzdz [ P missol |
int.2 int_a*h F(x) dx inth f(z)dz m m
limit. 5 \lim_{x \to @} \Frac{\sin x}{x} Lim_ ,n¥ m
limit.a \lim_{x \te \irfty} £(x) lim, .. f(z) m m
matric 2x2 “begin{bmatrix} 1 & 2 \\ 3 & 4 ‘\end{bmatrix} [; :] m
matrix.det \det \begin{bmatrix} a & b 3\ ¢ & d hend{bmatrix} det ['z :] m m
3 s = sgee{a" + b2} = .'lqi'm2 +B m m
frig_basic \SEM"Z X + \C0s"2 x = 1 sin’z +cos’z =1 m

j képlet hozzaadasa

| Galais-étel ||$I(_ﬁ+1}= K_i'sqrir_i=_nd Hozzaadss

$Kin = Ki(3/a;)8

Alaphelyzst

3.23. dbra. Képletek feltoltése Latex formdban

A megfeleld adatok feltdltése utdn egy ellendrzést kovetSen a hibdkat javitottam,
majd véglegesitettem a mentést. Ezutdn az 4ltalam feltoltott informdacidk elérhetdvé val-
tak mindenki szdmadra, aki a I[.Rdkéczi Ferenc Karpataljai Magyar Féiskola oldalédn a
belsd honlapra kattinta a Matematika-informatika tanszék meniit kivdlasztva rakattint a

Matematika Torténele weboldal linkjére.
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Osszegzés

A diplomamunkdm megvaldsitdsa sordn sikeriilt mélyebb betekintést nyernem a XIX. és
XX. szazad matematikatorténetébe. Megismertem olyan nagy tuddsokat €s elméleteiket,
amelyeket kordbban nem ismertem ilyen atfogé6 médon, valamint betekintést nyertem az
egyes korszakok f6bb jellemzdibe is. A megfeleld adatok Gsszegy(jtése sordn szadmos
szakirodalmat olvastam at, €s ezek alapjin felismertem, hogy egyes matematikatorténeti
események kiilonbozd forrdsokban meglepben eltérd modon jelennek meg. Ez jél mu-
tatja, hogy a torténelem nem csupdn tényeken, hanem az egyes szerzok értelmezéseinek
sokféleségén is alapul. Miutan a két korszakot ugyanazon szempontok alapjan csoportosi-
tottam, vildgossa valt szamomra, mennyi fejlédésen és valtozason ment keresztiil a mate-
matika, illetve hogy milyen szilard alapot tud nytjtani mas tudomdnyteriiletek szamara is.
Munkdm sordn abba a problémdba iitkoztem, hogy egyes torténelmi eseményekrdl vagy
tuddsok életérdl kiilonbozd szakirodalmak eltérd adatokat kozoltek. Az eltérések kiszii-
réséhez segitségiil hivtam a mesterséges intelligencidt, amely jelentds mennyiségii forrds
alapjan segitett az adatok Osszevetésében, és a leggyakrabban el6forduld, valdszintileg
megbizhat6 informécidk kivalasztdsdban. A megfelel$ adatok osszegyijtése sok idt vett
igénybe, de kozben rendkiviil sokat tanultam a matematika torténetér6l. Az adatgyjtést
kovetden megkezdtem azok feltdltését a weboldalra, tematikusan csoportositva. Ennél a
folyamatnal t6bbszor el6fordult, hogy egyes képformdtumokat a rendszer nem tudott ke-
zelni, de ezen kiviil a munka tobbi része zokkenSmentesen haladt. Osszességében a dip-
lomamunkdm soran atfogd képet kaptam a XIX. és XX. szdzadi matematikatorténetrdl, 4j
ismeretekre tettem szert, elmélyiiltem a forraskritikai munkdban, és betekintést nyertem
egy weboldal struktirdjaba is. A kivitelez€s sordn a matematika tobb dgaval megismer-
kedtem, igy tdgult a 14t6korom a kiillonb6z6 matematikai korszakokkal és eseményekkel

kapcsolatban.
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Pesrome

[Ti vac BUKOHAHHS JUILIOMHOI POOOTH MEHI BJIAJI0Cs TJIHOIEe O3HAOMUTHCS 3 iCTO-
pieto maremarukn XIX i XX cromirh. ¢ mosnaitfoMuBCst 3 BUIATHUMEU BUEHUMU Ta,
IXHIME TeopisgMu, sIKi paHillle He 3HAB HACTIJIbKU I'PYHTOBHO, a TAKOXK OTPUMAB ySIB-
JIEHHSI TIPO OCHOBHI pUCH OKpeMux icropudnux nepiofis. [lig qac 360py Biamosianux
JIAHUX ¢ MPOYUTAB BEJIUKY KILIBKICTh HAYKOBOI JIITEpATypH, 1 HA OCHOBI ITHOTO YCBI-
JIOMHB, 110 OJIHI I Ti caMi icTOpuYHI MOJMIT B MaTeMaTHUIll MOXKYTb OyTH IIPEICTaB-
JIEHI 30BCIM TIO-PI3HOMY B pi3HEHX JizKepesax. lle gckpaBo JeMOHCTPYE, MO icTopid
I'PYHTYEThCA He JIMIIe Ha (akTax, a i Ha PI3HOMAHITHOCTI iHTepIpeTalliii OKpeMux
aBTopiB. [licis Toro, gk a4 KaacudikKyBaB jIBa Mepioan 3a OJHAKOBUMU KPUTEPIsIMHU,
CTaJI0 OYEBUJIHO, HACKIJILKY 3HAYHUI PO3BUTOK 1 3MiHU BiAOY/IUCA B MATEMaTHIL, a
TAKOXK SKYy MIITHY OCHOBY I HayKa MOKe HajaTw inmuM rajayssam. [1ig vac podboru
s 3ITKHYBCS 3 IIPOOJIEMOIO, IO Pi3HI JiKepesia HaJlaBaId CyNepednBy iHpOpMaIiio
PO JiedKi icropudHi 11o/1il abo KutTtd BueHux. /g BiadiipTpyBannsg po3dikHoCTER
s CKOPHUCTABCH MITYYHUM IHTEJIEKTOM, {AKWil, TPOAHAJI3yBaBIId BEJIUKY KiJIbKICTbH
JIZKepeJI, JIOMOMIT 3icTaBUTH JlaHi Ta BiiOpaTu HafOLIBII Bipori/iHy 1 9acTO IMOBTO-
proBany iHdopmario. 36ip BiAMOBIIHUX JaHUX 3aifHsIB OaraTo dacy, aje BOIHOTAC
s 3HAYHO MOTVIMOUB CBOI 3HAHHA 3 icTopil MaTemaruku. [licis 300py Janux s modas
iX 3aBaHTayKeHHS Ha BeOCANT, TEMATUYHO 3TPYIIYBAaBIIN iX. ¥ IILOMY MPOIECi KiTbKa
pa3iB BUHUKAJ A TTPo0JIeMa 3 TUM, IO CHCTEMa, He TiATPpUMYyBaJa MeBHi (hopMaT 30-
OpaxkeHb, IPOTE B iHIIIOMY PoOOTa IMPOoxXo/inia 0e3 ycK/aHeHb. ¥ IiJICYMKY I/ Jac
BUKOHAHHS JUIIJIOMHOI POOOTH I OTPUMAB IILJIiICHE YSIBJIECHHS PO iCTOPiI0 MaTeMaTH-
kn XIX i XX cToj1iTh, 3/100yB HOBI 3HAHHS, TOTJIMONB HABUYIKNA KPUTHIHOTO aHAJIIZY
JIKepeJI, a TaAaKOXK O3HaHOMUBCH 31 CTPYKTYPOIO B:Ke cTBopeHoro Bebcaiity. [l gac
peaJtizariii podoTH si O3HAROMUBCS 3 KIJIbKOMA TajIy3siMi MATEMATUKH, 110 J03BOJIU-
JIO M€eH1 PO3IIUPUTH CBII KPYTO31p I0/I0 PI3HUX ICTOPUYHUX MEPIOJIIB Ta TOIN y I1iit

HayTI.
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