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Bevezetés

A matematikai analízis egyik központi fogalma a derivált, amely nem csupán elmé-

leti jelentőséggel bír, hanem számos gyakorlati területen is fontos szerepet tölt be. A

derivált lehetőséget ad különböző mennyiségek változásának leírására, így a fizikától

a kémián át a biológián és közgazdaságtanon keresztül sokféle szituációban alkal-

mazható. Legyen szó mozgások elemzéséről, növekedési folyamatokról vagy éppen

gazdasági optimumkeresésről – a derivált fogalma minden esetben hasznos matema-

tikai eszközként szolgál.

Dolgozatom célja, hogy átfogó képet nyújtson a derivált fogalmáról: bemutatja

annak történeti hátterét, elméleti megalapozását, geometriai és fizikai értelmezéseit,

valamint gyakorlati alkalmazási lehetőségeit. Kiemelten foglalkozom azzal, hogy ho-

gyan jelenik meg ez a fogalom az ukrán középiskolai oktatásban, különös tekintettel a

10. és 11. évfolyam tananyagára. Napjaink oktatásának egyik legnagyobb kihívása,

hogy a tanulók számára az elméleti tudás ne önmagában álljon, hanem értelmezhető

és alkalmazható is legyen. A derivált tanítása ebben kiemelkedő lehetőséget kínál.

A dolgozat hat fejezetből áll. Az első fejezet a derivált történeti hátterét ismerte-

ti. A második rész az elméleti alapokat rendszerezi: ide tartozik a függvénytulajdon-

ságok, a differenciálási szabályok és az elemi függvények deriváltjainak áttekintése.

A harmadik fejezet a derivált geometriai és fizikai jelentésére koncentrál. Ezt követi

a negyedik rész, amely konkrét gyakorlati alkalmazásokon keresztül mutatja be a

derivált hasznosságát. Az ötödik fejezet az ukrajnai középiskolai oktatás tantervi

hátterét elemzi, végül a hatodik fejezetben bemutatom saját kutatásomat, amely-

ben tanulók és tanárok attitűdjeit, módszertani szokásait és a derivált oktatásának

hatékonyságát vizsgáltam.

A dolgozat célja tehát nem csupán a derivált matematikai jelentőségének bemu-

tatása, hanem az is, hogy rávilágítson annak oktatási és gyakorlati szerepére.
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1. A derivált történelmi háttere

A derivált a matematika egyik alapvető fogalma, amely a XVIII. században alakult

ki. Isaac Newton és Gottfried Wilhelm Leibniz függetlenül egymástól dolgozták ki

a differenciál-számítás elméletét, amely mérföldkő volt a matematika fejlődésében.

Isaac Newton (1643-1727), miközben a mechanika törvényein dolgozott, vezette be

a derivált fogalmát, amely lehetővé tette a fizikai mennyiségek változásainak pon-

tosabb elemzését. Az ő fő műve, a Mathematical Principles of Natural Philosophy,

óriási hatással volt a természettudományok fejlődésére, és mérföldkőnek számít a

tudomány történetében.

Ezzel párhuzamosan Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) a deriváltat egy má-

sik szemszögből, a geometriai megközelítésből alkotta meg. Leibniz a dolog termé-

szetét úgy fogta fel, hogy az segít megérteni a görbék és azok érintőinek viselkedését.

Ő dolgozta ki azokat a matematikai szimbólumokat, amelyeket ma is használunk a

differenciál-számításban.

Fontos megemlíteni, hogy bár Newton és Leibniz tették le a differenciál-számítás

alapjait, a fogalom nem volt teljesen ismeretlen a matematika történetében. Már

jóval előttük Archimedes (i. e. 287 - i. e. 212) sikeresen alkalmazott határértékekkel

kapcsolatos gondolatokat a matematikai problémák megoldásában, mint például a

tangens vonalak építése a bonyolult görbékre, és képes volt a függvények maximu-

mainak meghatározására is.

A 17. század végén a különböző matematikai iskolákban, mint például R. Des-

cartes (1596-1650), J. Roberval (1602-1675), D. Gregory (1638-1675) és I. Barrow

(1630-1677) munkáiban már előfordultak a derivált fogalmával kapcsolatos első nyo-

mok.

A további fejlesztésekben nagy szerepe volt L’Hopitalnak (1661-1704), a Berno-

ulli családnak (1744-1807), Lagrange-nak (1736-1813) és Cauchy-nak (1789-1857),

akik a differenciál-számításban szerzett tudományos eredményeikkel hozzájárultak

a fogalom tisztázásához és annak továbbfejlesztéséhez. Az első világos és általáno-

san elfogadott definíciót azonban Cauchy adta, amely azóta is alapjául szolgál a

matematikaelemző kurzusoknak.
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2. A derivált elméleti háttere

2.1. Függvénytulajdonságok

Egy függvény kölcsönösen egyértelmű, ha az értelmezési tartomány különböző

elemeihez különböző függvényértékek tartoznak. Azaz, ha x1 ̸= x2, akkor f(x1) ̸=

f(x2).

Zérushelynek nevezzük az értelmezési tartomány azon pontját vagy pontjait,

ahol a függvény értéke nulla, tehát f(x) = 0.

A monotonitás a függvény értékeinek növekedését vagy csökkenését jellemzi:

• A függvény szigorúan monoton növekvő, ha x1 < x2 esetén f(x1) < f(x2).

• A függvény szigorúan monoton csökkenő, ha x1 < x2 esetén f(x1) > f(x2).

• A függvény monoton növekvő, ha x1 < x2 esetén f(x1) ≤ f(x2).

• A függvény monoton csökkenő, ha x1 < x2 esetén f(x1) ≥ f(x2).

Maximum az értékkészlet legnagyobb eleme (ha létezik), minimum pedig a

legkisebb eleme. A maximumhely vagy minimumhely az az x érték, ahol a függvény

felveszi ezeket az értékeket. A függvénynek abszolút maximuma van az x0 pont-

ban, ha f(x) ≤ f(x0) minden x esetén. Hasonlóan, abszolút minimuma van az x0

pontban, ha f(x) ≥ f(x0) minden x esetén.

Lokális (helyi) maximum egy olyan x0 pontban van, amelynek környezetében

nincs nagyobb függvényérték. Lokális minimum esetén pedig nincs kisebb függvény-

érték az adott környezetben.

A függvény páros, ha minden x ∈ Df esetén −x ∈ Df és f(−x) = f(x). A

függvény páratlan, ha minden x ∈ Df esetén −x ∈ Df és f(−x) = −f(x).

Egy függvény periodikus, ha létezik olyan pozitív valós szám p, amelyre f(x+

p) = f(x) minden x értelmezési tartománybeli elemre. A legkisebb ilyen p a függvény

periódusa.

Folytonos függvény esetén konvexitásról beszélhetünk. Ha a függvénygörbe bár-

mely két pontját összekötő húr a görbe fölött halad, akkor a függvény konvex. Ha

a húr a görbe alatt van, akkor a függvény konkáv. A konvexitás változási pontját

inflexiós pontnak nevezzük.
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2.2. A derivált fogalma

Érintő egyenes

Az érintő egyenes egy függvény grafikonján lévő olyan egyenes, amely az adott

pontban "érinti" a görbét, tehát az egyenes nem keresztezi azt, hanem a pontban

egyezik a görbével. Egy függvény grafikonján az x0 pontban húzott érintő egyenes

meredeksége pontosan megegyezik a függvény deriváltjának értékével az x0 pontban.

A pontos definíció szerint, ha egy f függvény az x0 pont környezetében értelme-

zett, akkor az x0 pontban az érintő meredeksége a következő határértékkel adható

meg:

f ′(x0) = lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
.

Ez a határérték lényegében a függvény értékének változását mutatja az x0 pont

környezetében, és ez egyben az érintő egyenes meredekségét is meghatározza. Az

érintő egyenes tehát egy olyan egyenes, amely az x0 pontban áthalad, és meredeksége

a derivált értékével egyezik. Az érintő egyenes egyenlete a következő formában írható

fel:

y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0).

Ahol f ′(x0) a derivált értéke az x0 pontban, és f(x0) az x0 pont függvényértéke.

Geometriai értelmezés: Az érintő egyenes adja a függvény "helyi" viselkedését

az adott pontban. Ha a derivált értéke pozitív, akkor az érintő egyenes emelkedő,

ha negatív, akkor csökkenő irányban halad, és ha nulla, akkor vízszintes.

Példa: Tekintsük a f(x) = x2 − x+ 1 függvényt. Az érintő egyenesét meghatá-

rozhatjuk az x0 = 1 pontban:

1. A függvény értéke: f(1) = 12 − 1 + 1 = 1. 2. A függvény deriváltja:

f ′(x) = 2x− 1, így f ′(1) = 2(1)− 1 = 1. 3. Az érintő egyenes egyenlete:

y − 1 = 1 · (x− 1)

Ez az egyenes az x0 = 1 pontban érinti a függvényt, és meredeksége f ′(1) = 1.

A következő ábrán látható a f(x) = x2 − x + 1 függvény görbéje, valamint az

x0 = 1 pontban húzott érintő egyenes.
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1. ábra. Az f(x) = x2 − x+ 1 függvény görbéje és az x0 = 1 pontban húzott érintő

A derivált definíciója

Legyen adott egy f függvény, amely értelmezve van az x0 pont környezetében.

Azt mondjuk, hogy az f deriválható az x0 pontban, ha létezik a következő határérték:

lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
.

Ezt a határértéket f ′(x0)-val vagy y′(x0)-val jelöljük.

Deriváltfüggvény

Ha egy f függvény minden pontján deriválható egy adott intervallumban, akkor

az f deriváltfüggvényét f ′(x) vagy y′(x) jelöli, attól függően, hogy milyen jelölésekkel

dolgozunk.

A deriváltfüggvény f ′(x) egy új függvényt alkot, amely az eredeti f függvény

minden egyes pontjának deriváltját tartalmazza. Ez azt jelenti, hogy ha egy függ-

vény deriválható, akkor képesek vagyunk meghatározni, hogy az adott pont környe-

zetében milyen mértékben változik az értéke. A derivált függvény segítségével tehát

információt nyerhetünk a függvény lokális viselkedéséről, például, hogy növekvő vagy

csökkenő, illetve hogy van-e extréma a függvényen (maximum, minimum).

A deriváltfüggvény tulajdonságai:

1. A deriváltfüggvény is egy függvény, amelynek értelmezési tartománya ugyan-

az, mint az eredeti függvényé, de a pontokon, ahol az eredeti függvény nem

deriválható, a deriváltfüggvény értéke nem létezik.
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2. A deriváltfüggvény adja meg a görbe érintőjének meredekségét minden pont-

ban. Ha a deriváltfüggvény pozitív, akkor a görbe emelkedik, ha negatív, akkor

csökken.

3. Ha egy függvénynek a deriváltja nullát ad egy pontban, az azt jelenti, hogy az

érintő vízszintes, tehát lehet, hogy egy lokális maximumról vagy minimumról

van szó.

Példa: Tekintsük az alábbi egyszerű függvényt:

f(x) = x2 − 4x+ 3

Ekkor a függvény első deriváltja:

f ′(x) = 2x− 4

Ez a deriváltfüggvény azt mutatja, hogy az f(x) függvény minden egyes pontjá-

nak meredeksége a függvény görbéjén miként változik. Például, ha x = 2, akkor a

derivált:

f ′(2) = 2(2)− 4 = 0

Ez azt jelenti, hogy x = 2 pontban a függvény érintője vízszintes, tehát ott lokális

minimum található, mivel a görbe előbb csökken, majd növekszik.

Geometriai jelentés: A deriváltfüggvény értéke geometriai értelemben az adott

pontban húzott érintő meredekségét adja meg. Ha a derivált pozitív, az érintő

emelkedik; ha negatív, akkor süllyed; ha nulla, akkor vízszintes érintőről van szó.

A deriváltfüggvény tehát kulcsszerepet játszik a függvények viselkedésének meg-

értésében, mivel segítségével a függvények növekedési és csökkenési intervallumait,

szélsőértékeit és görbületét elemezhetjük.

Magasabb rendű deriváltak

Azt mondjuk, hogy az f függvény kétszer deriválható az x0 pontban, ha:

1. Az f függvény deriválható minden pontban egy olyan nyílt intervallumban,

amely tartalmazza az x0 pontot.

2. Az f ′ függvény is deriválható az x0 pontban.
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Ekkor a függvény második deriváltját f ′′(x0)-ként jelöljük, és azt a változást

mutatja, hogy a függvény első deriváltja hogyan változik az x0 pont környezetében.

Általánosságban, ha egy függvény n-szer deriválható, akkor az n-edik derivál-

tat f (n)(x0)-val jelöljük. Ez azt jelenti, hogy a függvény első, második, harmadik

stb. deriváltja mind létezik, és mindegyik egy-egy új függvényt alkot. A magasabb

rendű deriváltak segítenek mélyebben megérteni a függvény viselkedését, például a

görbületeket vagy a sebesség és gyorsulás változásait.

Példa: Tekintsük az alábbi függvényt:

f(x) = x3 − 3x2 + 2x

Az első derivált:

f ′(x) = 3x2 − 6x+ 2

A második derivált:

f ′′(x) = 6x− 6

A harmadik derivált:

f (3)(x) = 6

Látható, hogy a harmadik derivált állandó, tehát az eredeti függvény görbülete

folyamatosan változik egyenletesen.

Folytonosság és deriválhatóság

Ha egy függvény deriválható egy adott pontban, akkor az ott folytonos is. Az

állítás megfordítása azonban nem igaz: egy függvény lehet folytonos egy pontban

anélkül, hogy ott deriválható lenne.

• Ha egy függvény f deriválható egy pontban x0, akkor a következő határérték

létezik és véges:

f ′(x0) = lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
.

Ekkor a függvény a x0 pont körüli értékekben nem tartalmaz szakadást, ugrást

vagy végtelen folyamatokat, tehát folytonos a x0 pontban.
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• Az állítás megfordítása nem igaz: léteznek olyan függvények, amelyek folyto-

nosak egy pontban, de nem deriválhatók ott. Például:

– A f(x) = |x| függvény folytonos a x = 0 pontban, de nem deriválható

ott.

– A f(x) = x1/3 folytonos a x = 0 pontban, de nem deriválható ott.

Tehát bár a deriválhatóság biztosítja a folytonosságot, fordítva nem igaz, hogy

a folytonosság biztosítja a deriválhatóságot.

2.2.1. Differenciálási szabályok

A differenciálási szabályok lehetővé teszik bonyolultabb függvények deriválását egy-

szerűbb részeik segítségével. Az alábbiakban bemutatjuk a legfontosabb szabályokat:

• Konstans függvény: Ha f(x) = c, akkor f ′(x) = 0.

• Konstans szorzata: Ha f(x) = c · g(x), akkor f ′(x) = c · g′(x).

• Összeg és különbség: f ′(x) = g′(x)± h′(x).

• Szorzat szabálya: (gh)′ = g′h+ gh′.

• Hányados szabálya:
(
g
h

)′
= g′h−gh′

h2 .

• Inverz függvény deriváltja: Ha f inverzfüggvénye f−1, akkor

(f−1)′(y) =
1

f ′(x)
, ahol f(x) = y.

• Láncszabály (összetett függvény): (g ◦ h)′(x) = g′(h(x)) · h′(x).

2.2.2. Elemi függvények deriváltjai

Az alábbi táblázat az alapvető elemi függvények deriváltját és értelmezési tartomá-

nyát mutatja:
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f(x) f ′(x) Értelmezési tartomány (Df)

xn nxn−1 R

ax ax ln a R

loga x
1

x ln a
(0,+∞)

sinx cosx R

cosx − sinx R

tanx 1
cos2 x

(
−π

2
, π
2

)
cotx − 1

sin2 x
(0, π)

arcsinx 1√
1−x2 (−1, 1)

arccosx − 1√
1−x2 (−1, 1)

arctanx 1
1+x2 R

x − 1
1+x2 R

sinhx coshx R

coshx sinhx R

tanhx 1− tanh2 x R

[4]

Ezek az elemi deriváltak gyakran fordulnak elő különféle matematikai, fizikai,

mérnöki és gazdasági alkalmazásokban.
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3. Geometriai és fizikai értelmezés

A deriválás az analízis egyik központi fogalma, amelynek mind elméleti, mind gya-

korlati jelentősége van. A derivált fogalma két fő értelmezési irányvonal mentén

értelmezhető: geometriai és fizikai szempontból. E két megközelítés lehetővé teszi

a derivált fogalmának intuitív megértését és alkalmazását a különböző tudományte-

rületeken.

A derivált geometriai értelmezése

A derivált geometriai jelentése szerint egy függvény adott pontjában az érintő egye-

nes meredekségét adja. Ez a vonal érinti a görbét az adott pontban, és azt a pontot

tekintve a legjobb közelítést nyújtja.

Vegyünk egy újabb példát: tekintsük a f(x) = sin(x) függvényt, és határozzuk

meg az érintő egyenest az x = π
4

pontban.

A szinusz függvény deriváltja a következő képlettel számolható:

f ′(x) = cos(x)

Ezért a x = π
4

pontban a derivált értéke:

f ′
(π
4

)
= cos

(π
4

)
=

√
2

2

Ez alapján az érintő egyenes egyenlete a következőképpen alakul:

y − sin
(π
4

)
=

√
2

2

(
x− π

4

)
Az alábbi ábrán látható a f(x) = sin(x) függvény és az érintő egyenes az x = π

4

pontban:
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2. ábra. A szinusz függvény és érintője az x = π
4

pontban

A derivált fizikai értelmezése

A derivált fizikai értelmezésében a változások sebességének mérésére használjuk.

Egy test mozgásának vizsgálatakor, ha s(t) jelöli a test által megtett utat az idő

függvényében, akkor a derivált a test pillanatnyi sebességét adja meg:

v(t) =
ds

dt

Ez a kifejezés azt jelenti, hogy a sebesség a hely változásának idő szerinti arányát

adja meg. A sebesség egy skaláris mennyiség, amelynek iránya és nagysága is fontos,

és ez a mennyiség közvetlenül a mozgó objektum állapotát jellemzi.
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3. ábra. A hely, sebesség és gyorsulás kapcsolata az idő függvényében

A gyorsulás a sebesség idő szerinti változása, tehát a sebesség első deriváltja, és

második deriváltja a hely függvényében:

a(t) =
dv

dt
=

d2s

dt2

A gyorsulás a mozgás dinamikáját írja le: ha a gyorsulás pozitív, a test sebessége

nő, míg ha negatív, a test lassul.
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4. A derivált gyakorlati alkalmazásai

1. Feladat:

Az 1917-ben gyártott és nosztalgiajárműként megőrzött 109.109 sorozatszá-

mú gőzmozdonynál több próbaút során is vizsgálták, hogy a mozdony szénfo-

gyasztása hogyan függ a mozdony átlagsebességétől. A mérések szerint v km/h

átlagsebesség esetén (50 < v < 100) jó közelítéssel az óránkénti szénfogyasztás:

f(v) = 0, 5v2 − 65v + 3800 kg

A mozdony a hozzákapcsolt szerkocsiban 6,1 tonna szenet tudott magával

vinni.

a) Számítsd ki, hogy 60 km/h átlagsebesség esetén (a megadott modell sze-

rint) hány km hosszúságú útra elegendő a 6,1 tonna szénkészlet!

b) Határozd meg azt az átlagsebességet, amelynél a 6,1 tonna szén a lehető

leghosszabb útra elegendő! [5]

Megoldás:

a) A szénfogyasztás függvénye a következő:

f(v) = 0,5v2 − 65v + 3800 [kg/óra].

A 6,1 tonna szénre elegendő út hossza kiszámítható:

s =
6100

f(v)
· v =

6100

0,5v2 − 65v + 3800
· v.

Behelyettesítve v = 60:

s(60) =
6100

0,5 · 602 − 65 · 60 + 3800
· 60 =

6100

1700
· 60 = 215,3 km.

Válasz: 60 km/h sebességnél a mozdony körülbelül 215,3 km-t tud megtenni

a 6,1 tonna szénnel.

b) A szénfogyasztás függvénye:

f(v) = 0,5v2 − 65v + 3800.
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A maximális út hossza:

s(v) =
6100

0,5v2 − 65v + 3800
· v

A származtatott függvényt úgy számoljuk ki, hogy meghatározzuk a maximu-

mot:

s′(v) =
3500(7600− v2)

(0,5v2 − 65v + 3800)2

A maximális út a következő módon található meg:

7600− v2 = 0 ⇒ v2 = 7600 ⇒ v =
√
7600 ≈ 87,2 km/h

Válasz: A leghosszabb útra 87,2 km/h sebességnél elegendő a 6,1 tonna szén.

2. Feladat:

A repülőgépek üzemanyag-fogyasztását számos tényező befolyásolja. Egy le-

egyszerűsített matematikai modell szerint (a vizsgálatba bevont repülőgépek

esetében) az egy óra repülés alatt felhasznált üzemanyag tömegét az

f(x) =
1

20
(x2 − 1800x+ 950000)

összefüggés adja meg, ahol x a repülési átlagsebesség km/h-ban (x > 0), f(x)

pedig a felhasznált üzemanyag tömege kg-ban.

a) A modell alapján hány km/h átlagsebesség esetén lesz minimális az egy

óra repülés alatt felhasznált üzemanyag tömege? Mekkora ez a tömeg?

b) Egy repülőgép Londonból New Yorkba repül. A repülési távolság 5580

km. Igazold, hogy v km/h átlagsebesség esetén a repülőgép üzemanyag-

felhasználása ezen a távolságon (a modell szerint)

279v − 502200 +
265050000

v
kg.

c) A vizsgálatba bevont, Londontól New Yorkig közlekedő repülőgépek v

átlagsebességére teljesül, hogy 800 km/h ≤ v ≤ 1100 km/h. A megadott

tartományban melyik átlagsebesség esetén a legnagyobb, és melyik esetén

a legkisebb az egy útra jutó üzemanyag-felhasználás? [5]
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Megoldás:

a) A felhasznált üzemanyag tömegét az alábbi másodfokú függvény adja

meg:

f(x) =
1

20
(x2 − 1800x+ 950000).

Ez egy felfelé nyíló parabola, hiszen a főegyüttható pozitív. Ezért a

függvénynek minimumhelye van. Meghatározzuk a deriváltat:

f ′(x) =
1

20
(2x− 1800) =

1

10
x− 90.

A szélsőértéket ott találjuk, ahol a derivált nulla:

f ′(x) = 0 ⇒ 1

10
x− 90 = 0 ⇒ x = 900.

Megvizsgáljuk a második deriváltat:

f ′′(x) =
1

10
> 0,

tehát valóban minimumhelyről van szó.

A minimumérték:

f(900) =
1

20
(9002 − 1800 · 900 + 950000)

=
1

20
(810000− 1620000 + 950000)

=
1

20
(70000)

= 7000 kg.

Válasz: 900 km/h sebességnél az egy óra alatt elhasznált üzemanyag

tömege minimális, értéke 7000 kg.

b) A repülőgép útja 5580 km hosszú. Ha a sebesség v km/h, akkor a repülési

idő:

t =
5580

v
.

Az üzemanyag-felhasználás:

g(v) = t · f(v) = 5580

v
· 1

20
(v2 − 1800v + 950000).
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Egyszerűsítve:

g(v) =
279

v
(v2 − 1800v + 950000).

Kibontva:

g(v) = 279v − 502200 +
265050000

v
.

Válasz: Az üzemanyag-felhasználás ezen az úton:

g(v) = 279v − 502200 +
265050000

v
kg.

c) Adott: 800 ≤ v ≤ 1100. A teljes útra vonatkozó üzemanyag-függvény:

g(v) = 279v − 502200 +
265050000

v
.

Deriváljuk:

g′(v) = 279− 265050000

v2
.

A szélsőértéket ott keressük, ahol a derivált nulla:

g′(v) = 0 ⇒ 279 =
265050000

v2
⇒ v2 =

265050000

279
.

Számítással:

v =
√
950000 = 100

√
95 ≈ 974.7.

Ez az érték benne van az adott tartományban. Vizsgáljuk az előjelet:

• Ha v < 974.7, akkor g′(v) < 0: csökkenő,

• Ha v > 974.7, akkor g′(v) > 0: növekvő.

Ezért v ≈ 975 km/h esetén lokális minimum van. A maximum a szél-

sőértékek között, az intervallum végpontjain lesz. Összehasonlítva:

g(800) > g(975) < g(1100),

tehát:

Válasz: A legkisebb üzemanyag-felhasználás 975 km/h sebességnél, a

legnagyobb 800 km/h-nál fordul elő.
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3. Feladat:

a) Értelmezzük a valós számok halmazán az f függvényt az f(x) = x3 +

kx2 + 9x képlettel! (k paraméter valós számot jelöl.)

Számítsa ki, hogy x = 1 a függvény lokális szélsőértékhelye mely k érték

esetén valósul meg! Állapítsa meg, hogy az így kapott k esetén x = 1

a függvény lokális maximumhelye vagy lokális minimumhelye! Igazolja,

hogy a k ezen értéke esetén a függvénynek van másik lokális szélsőérték-

helye is!

b) Határozza meg a valós számok halmazán a

g(x) = x3 − 9x2

képlettel értelmezett g függvény inflexiós pontját!

Megoldás:

a) Legyen f(x) = x3+ kx2+9x. Mivel szélsőértékről csak ott beszélhetünk, ahol

az első derivált zérushelyet vesz fel, deriváljuk a függvényt:

f ′(x) = 3x2 + 2kx+ 9.

Mivel x = 1 helyen szeretnénk szélsőértéket, beírjuk az x = 1-et az első deri-

váltba, és megoldjuk az egyenletet:

f ′(1) = 3(1)2 + 2k(1) + 9 = 3 + 2k + 9 = 2k + 12.

Az x = 1 akkor lesz szélsőértékhely, ha f ′(1) = 0:

2k + 12 = 0 ⇒ k = −6.

Tehát: x = 1 akkor lesz szélsőértékhely, ha k = −6.

Most nézzük meg, hogy maximum vagy minimum:

Az f ′(x) az előbbi k = −6 értékre:
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f ′(x) = 3x2 − 12x+ 9.

Keressük meg a derivált zérushelyeit:

f ′(x) = 3x2 − 12x+ 9 = 0 ⇒ x2 − 4x+ 3 = 0 ⇒ (x− 1)(x− 3) = 0.

Zérushelyek: x = 1 és x = 3. A derivált előjele:

x < 1: f ′(x) > 0,

x = 1: f ′(x) = 0,

1 < x < 3: f ′(x) < 0,

x = 3: f ′(x) = 0,

x > 3: f ′(x) > 0.

Ez alapján:

x = 1 pontban a függvény lokális maximumot vesz fel, x = 3 pontban a

függvény lokális minimumot vesz fel.

Tehát: f függvénynek k = −6 esetén két lokális szélsőértékhelye van: egy

maximum (x = 1) és egy minimum (x = 3).

b) A függvény:

g(x) = x3 − 9x2.

1. lépés: Első derivált:

g′(x) = 3x2 − 18x.

2. lépés: Második derivált:

g′′(x) = 6x− 18.

3. lépés: Inflexiós pont ott lehet, ahol a második derivált zérus és előjelet

vált:

g′′(x) = 0 ⇒ 6x− 18 = 0 ⇒ x = 3.
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4. lépés: Előjelvizsgálat:

- Ha x < 3, pl. x = 2: g′′(2) = 6 · 2− 18 = −6 < 0, tehát a függvény konkáv.

- Ha x > 3, pl. x = 4: g′′(4) = 6 · 4− 18 = 6 > 0, tehát a függvény konvex.

Válasz:A második derivált előjelet vált, tehát inflexiós pont van x = 3-nál.

4. Feladat:

A mandzsu fűzfa magasságát közelítően a következő képlet adja meg:

m(t) = −0, 1t2 + 1, 2t+ 7

A hegyi mamutfenyő magasságát közelítően a következő képlet adja meg:

h(t) = 0, 4t2 + 5t+ 0, 4

Mindkét képletben t az 1969 óta eltelt időt jelöli években (t ≥ 1), és a magas-

ságot méterben számolják.

a) Szemléltesse a mandzsu fűzfa és a hegyi mamutfenyő magasságának változását

közös oszlopdiagramon, amely a magasságot az 1970 és 2000 közötti időszak-

ban, 10 évenként mutatja. A diagramon tüntesse fel a számított magasságér-

tékeket!

b) A mamutfenyő melyik évben érte el 10,5 méteres magasságot?

c) Indokolja, hogy nem lehet olyan fa az arborétumban, amely magasságát a

következő képlet írja le:

g(t) = −3t2 + 33t+ 72

A magasságot centiméterben számolják, t az 1985 óta eltelt időt jelöli években

(t ≤ 21).

[6]

Megoldás:

a) A magasságok táblázatba foglalása és ábrázolása

Először is kiszámítjuk a mandzsu fűzfa és a hegyi mamutfenyő magasságát az

adott képletek segítségével az eltelt évek függvényében. A magasságokat az

alábbi táblázatban rögzítem:
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Év (t) Mandzsu fűzfa magassága (m) Hegyi mamutfenyő magassága (m)

1970(t = 1) 7 6, 3

1980(t = 11) 11, 2 12, 0

1990(t = 21) 11, 5 15, 7

2000(t = 31) 11, 7 18, 7

A fenti táblázat alapján a magasságok a következő értékeket veszik fel az évek

függvényében. A diagramon tüntetem fel ezeket az értékeket.

4. ábra. A mandzsu fűzfa és a hegyi mamutfenyő magasságának változása 1970 és

2000 között

b) A mamutfenyő 10,5 méteres magasságának meghatározása

A mamutfenyő magasságát az alábbi képlet adja meg:

h(t) = 0, 4t2 + 5t+ 0, 4

Keresnünk kell azt az évet (t), amikor a magasság eléri a 10,5 métert, tehát

megoldjuk az alábbi egyenletet:

0, 4t2 + 5t+ 0, 4 = 10, 5
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Első lépésben rendezzük az egyenletet:

0, 4t2 + 5t+ 0, 4− 10, 5 = 0

0, 4t2 + 5t− 10, 1 = 0

Ez egy másodfokú egyenlet, amelyet a következőképpen oldunk meg a másod-

fokú képlettel:

t =
−b±

√
b2 − 4ac

2a

ahol a = 0, 4, b = 5, és c = −10, 1. A képletbe helyettesítve:

t =
−5±

√
52 − 4(0, 4)(−10, 1)

2(0, 4)

t =
−5±

√
25 + 16, 16

0, 8

t =
−5±

√
41, 16

0, 8

t =
−5± 6, 41

0, 8

Így két megoldásunk van:

t1 =
−5 + 6, 41

0, 8
≈ 1, 76, t2 =

−5− 6, 41

0, 8
≈ −14, 3

Mivel t2 negatív, az érvényes megoldás t1 ≈ 1, 76. Mivel az évet az egész

számokhoz közelítve kell meghatározni, ezért a mamutfenyő 10,5 méteres ma-

gasságot 1977-ben éri el.

c) A g(t) függvény monotonitása

A kérdéses függvény a következő:

g(t) = −3t2 + 33t+ 72

A függvény monotonitását az első derivált segítségével vizsgáljuk. Az első

derivált:

g′(t) = −6t+ 33

Most oldjuk meg az g′(t) = 0 egyenletet:

−6t+ 33 = 0
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t =
33

6
= 5, 5

Ez azt jelenti, hogy a függvény 5,5-nél változtatja meg a monotonitását. A

derivált előjeleit vizsgálva azt találjuk, hogy t = 5, 5 előtt a függvény növekvő,

és utána csökkenő.

Most vizsgáljuk meg a magasságot: a fa magassága nem csökkenhet, így a

függvény nem írhatja le egy fa növekedését sem.

5. A derivált helye és szerepe az ukrajnai középisko-

lai matematika-tantervben

Az ukrajnai középfokú oktatásban a matematika tantárgy tanítása a 10–11. év-

folyamon három különböző szinten zajlik: стандартний (alapszint), поглиблений

(haladó szint) és профiльний (profil szint). Ez a differenciált rendszer lehetőséget ad

arra, hogy a tanulók képességeikhez, érdeklődésükhöz és továbbtanulási céljaikhoz

igazodva saját́ıtsák el a matematikai ismereteket, ı́gy többek között a derivált fogalmát

is.

Minden szinten két fő tantárgycsoport jelenik meg: az algebra és anaĺızis (алге-

бра i початки аналiзу), valamint a geometria (геометрiя). A derivált kizárólag az

algebra és anaĺızis tantárgy keretében jelenik meg, különböző mélységben, kizárólag

a 11. évfolyamban.

Alapszint (стандартний рiвень)

Ez a szint minden tanuló számára kötelező, célja az általános matematikai műveltség

kialaḱıtása, gyakorlati jelleggel.

• 10. évfolyam: Algebra és anaĺızis – 54 óra, geometria – 51 óra. A tananyag

még nem tartalmazza a deriváltat.

• 11. évfolyam: Algebra és anaĺızis – 54 óra, geometria – 51 óra. A derivált

fogalmát bevezető jelleggel tańıtják: geometriai és fizikai értelmezés, egyszerű

függvényvizsgálat (monotonitás, szélsőérték), egyszerű alkalmazások (pl. sebesség).

A téma mélysége korlátozott.
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Haladó szint (поглиблений рiвень)

Ezt a szintet azok a tanulók választják, akik már a korábbi években emelt szintű

matematikai képzésben részesültek. A tananyag mélyebb, különösen anaĺızis terén.

• 10. évfolyam: Algebra és anaĺızis – 210 óra, geometria – 105 óra. A derivált

még nem szerepel, de előkésźıtő témák (határérték, folytonosság) jelen vannak.

• 11. évfolyam: Algebra és anaĺızis – 210 óra, geometria – 105 óra. A derivált

fogalmát részletesen tańıtják: defińıciók, szabályok, első és másodrendű derivált,

függvényvizsgálat, szélsőértékek, alkalmazások (fizikai, gazdasági példák).

Profil szint (профiльний рiвень)

A profil szint a legmagasabb szintű matematikaoktatást jelenti, elsősorban műszaki,

természettudományos vagy gazdasági pályára készülő tanulók számára.

• 10. évfolyam: Algebra és anaĺızis – 210 óra, geometria – 105 óra. A tananyag

előkésźıti a derivált tańıtását, de a fogalom még nem jelenik meg önálló témaként.

• 11. évfolyam: Algebra és anaĺızis – 210 óra, geometria – 105 óra. A derivált

tańıtására teljes mélységben sor kerül: fogalomalkotás, szabályok, alkalmazások

(grafikonéṕıtés, optimalizálás), kapcsolódó elméleti háttér (pl. konvexitás, inflexiós

pontok, asszimptoták), valamint komplex gyakorlati problémák megoldása.

A derivált megjelenése az óraszámok tükrében

Szint és tantárgy 10. évf. (óra) 11. évf. (óra) Derivált tańıtása

Algebra és anaĺızis (alap) 54 54 Csak 11. évf., bevezető szinten

(defińıció, alkalmazások)

Geometria (alap) 51 51 Nem szerepel

Algebra és anaĺızis (haladó) 210 210 11. évf.-ban részletesen,

alkalmazásokkal

Geometria (haladó) 105 105 Nem szerepel

Algebra és anaĺızis (profil) 210 210 11. évf.-ban teljes mélységben,

komplex példákkal

Geometria (profil) 105 105 Nem szerepel
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A fenti táblázat jól mutatja, hogy a derivált tańıtása kizárólag az algebra és

anaĺızis tantárgy keretében történik, és csak a 11. évfolyamban jelenik meg. Az alap

szinten a téma bevezető szinten szerepel, mı́g a haladó és profil szinteken részletesen

és gyakorlatorientáltan tárgyalják.

Ez a fokozatosság lehetővé teszi, hogy a tanulók egyéni tudásszintjüknek és

érdeklődésüknek megfelelően mélýıtsék el ismereteiket, és felkészüljenek a felsőoktatási

matematika tanulmányokra, különösen olyan területeken, ahol a differenciálszámı́tás

alkalmazása alapvető jelentőségű.

6 Kutatás bemutatása

Célkitűzés és kutatási kérdések

Dolgozatomban a differenciálszámı́tás középiskolai oktatásának feltérképezésére törekszem,

különös tekintettel a tanárok módszertani gyakorlatára és a tańıtás során szerzett

tapasztalataikra. Arra keresem a választ, hogy milyen tańıtási megközeĺıtések jellemzik

az oktatást, hogyan használják a pedagógusok a rendelkezésre álló óraszámot, miként

reagálnak a tanulók a tananyagra, illetve milyen tényezők befolyásolják a tanári

döntéseket az oktatás során.

Kutatásomban többek között azt vizsgálom, hogy a különböző tanári életkor,

tapasztalat és intézményt́ıpus hogyan hat a tańıtási gyakorlatra; milyen arányban

alkalmazzák az elméleti és gyakorlati példákat; hogyan élik meg a diákok a di-

fferenciálszámı́tást; valamint milyen szerepet kapnak a digitális eszközök az oktatásban.

Kiemelt figyelmet ford́ıtok arra is, hogy a pedagógusok milyen fejlesztési javaslatokat

fogalmaznak meg az oktatás hatékonyságának növelése érdekében.

Kérdő́ıv bemutatása

A differenciálszámı́tás tańıtása a középiskolai matematikaoktatás egyik kulcsfontosságú

területe, amely számos pedagógiai kih́ıvást rejt magában. Jelen tanulmány célja,

hogy feltárja a differenciálszámı́tás oktatásának gyakorlati tapasztalatait és nehézségeit

a középiskolai környezetben. Ennek érdekében egy online, Google Űrlap seǵıtségével

készült kérdő́ıvet töltött ki összesen 34 középiskolai matematikatanár, akik különböző
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iskolat́ıpusokban – ĺıceumban, szakgimnáziumban, technikumi iskolában és gimnáziumban

– dolgoznak. A válaszadók soksźınű életkori és szakmai háttere lehetővé teszi, hogy

átfogó képet kapjunk a differenciálszámı́tás tańıtásának jelenlegi helyzetéről.

Az első kérdés a kitöltők nemi összetételére vonatkozott. A válaszadók között

egyértelmű többséget képviselnek a nők, akik a teljes minta 76,5%-át teszik ki, mı́g

a férfiak aránya 23,5%, amit a mellékelt diagramon is jól nyomon követhetünk. Ez a

megoszlás pontos képet ad a kérdő́ıvben részt vevő pedagógusok nemi összetételéről.

Рис. 5. A válaszadók nemi megoszlása

A második kérdés a kitöltők életkori megoszlását vizsgálta. A válaszadók életkora

igen változatos képet mutat, amely jól tükrözi a pedagógusok életkori összetételét

a mintában. Az 55–64 éves korosztály képviseli a legnagyobb arányt 26,5%-kal, ezt

követi a 25–34 és a 35–44 éves csoport, mindkettő 20,6%-kal. A 45–54 évesek aránya

17,6%, mı́g a legfiatalabb, 18–24 éves pedagógusok 11,8%-ot tesznek ki. A kitöltők

között egy fő 65 év feletti is található. Az életkor szerinti megoszlást a mellékelt

diagram szemléletesen ábrázolja.
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Рис. 6. A válaszadók életkori megoszlása

A harmadik kérdés a kitöltők által tańıtott iskola t́ıpusára vonatkozott. A válaszadók

többsége ĺıceumban tańıt, összesen 18 fő, ami a minta 52,9%-át jelenti. Ezt követik a

szakgimnáziumok pedagógusai, akik 10-en vannak, és a válaszadók 29,4%-át teszik

ki. Az „egyéb” kategóriába sorolható válaszok között szerepeltek "Gimnázium"és

"загальноосвiтня школа"valamint más, meg nem nevezett intézményt́ıpusok is,

amelyek összesen 4 válaszadót érintettek. A részletes megoszlást a mellékelt diagram

szemlélteti, amely jól ábrázolja az intézményt́ıpusok közötti arányokat.

Рис. 7. Válaszadók iskolat́ıpus szerinti megoszlása

A negyedik kérdés arra irányult, hogy a válaszadók hány éve tańıtanak matematikát.
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A kitöltők között változatos tapasztalati háttér figyelhető meg: a legtöbben, 38,2%-

uk több mint 20 éve foglalkoznak matematikatańıtással. Ezt követi a 0–5 éve tańıtók

csoportja 23,5%-kal, majd a 6–10 évvel tapasztalattal rendelkezők 20,6%-kal, mı́g a

11–20 éve tańıtók aránya 17,6%. Ez a megoszlás jól tükrözi a pedagógusok szakmai

soksźınűségét, amit a mellékelt diagram is szemléltet.

Рис. 8. Válaszadók matematikatańıtásban eltöltött évei

Az ötödik kérdés arra irányult, hogy a válaszadók tańıtják-e jelenleg a differenciálszámı́tást.

A válaszok alapján a kitöltők 82,4%-a igenlő választ adott, mı́g 17,6% nem tańıtja

jelenleg ezt a témakört.

Рис. 9. Differenciálszámı́tást jelenleg tańıtók és nem tańıtók aránya
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A hatodik kérdés arra irányult, hogy a válaszadók mely évfolyamban tańıtják a

derivált témakörét. Az eredmények szerint 18 fő kizárólag a 10. évfolyamban oktatja

ezt a témát, mı́g 6 válaszadó csak a 11. évfolyamban tańıtja. Emellett 8 pedagógus

jelölte meg, hogy mindkét évfolyamban, vagyis a 10. és 11. osztályban is tańıtja a

deriváltat. Egy kitöltő jelezte, hogy jelenleg nem tańıtja a témakört és egy kitöltő

nem adott választ, ezeket az „egyéb” kategóriába soroltam.

Рис. 10. A derivált témakörének tańıtása évfolyamonként

A hetedik kérdés arra irányult, hogy a válaszadók elegendőnek tartják-e a 10.

évfolyamos tanmenetben megadott óraszámot a differenciálszámı́tás bevezetésére

és gyakorlására. A kérdésre összesen 33 válasz érkezett. A mellékelt diagramon

jól látható, hogy a válaszadók megosztottak ebben a kérdésben: mı́g egy részük

úgy véli, hogy a rendelkezésre álló óraszám elegendő, addig mások nem tartják

azt megfelelőnek. Ez az eltérő vélemény ráviláǵıt arra, hogy az óraszám kérdése

továbbra is fontos szempont a tananyag tervezése és a témakör hatékony elsaját́ıtása

szempontjából.
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Рис. 11. A válaszadók véleménye a 10. évfolyamos óraszám elegendőségéről

Az előző kérdésre „Nem” választ adó kitöltők számára lehetőség nýılt megadni,

hogy átlagosan hány tanórával lépik túl a 10. évfolyamos tanmenetben elő́ırt óraszámot

a differenciálszámı́tás bevezetése és gyakorlása során. Összesen 16 válasz érkezett

erre a kérdésre. A kérdő́ıv válaszai alapján jól látszik, hogy a legtöbb pedagógus

néhány tanórás többlettel igyekszik kiegésźıteni az elő́ırt időkeret szűkösségét. A

leggyakrabban két tanórás túllépést jelöltek meg a válaszadók, de előfordultak háromtól

hat óráig terjedő értékek is. Egy kitöltő ennél jóval nagyobb, t́ızórás többletidőt is

megadott. Mindez arra utal, hogy a differenciálszámı́tás bevezetése a gyakorlatban

gyakran több időt igényel, mint amit a tanterv mefogalmaz.
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Рис. 12. A válaszadók által túllépett tanórák számának megoszlása

A kérdő́ıv kilencedik kérdése arra irányult, hogy a válaszadók elegendőnek tartják-

e a 11. évfolyamos tanmenetben megadott óraszámot a differenciálszámı́tás elmélýıtésére

és alkalmazására. Összesen 32 válasz érkezett. A válaszadók 18 fővel, azaz a kitöltők

56,3%-ával úgy vélik, hogy az óraszám elegendő. Ugyanakkor 14 fő 43,7% szeri-

nt a rendelkezésre álló óraszám nem biztośıt kellő időkeretet a témakör megfelelő

elmélýıtésére. A megoszlást az alábbi diagram szemlélteti:

Рис. 13. A váalszadók véleménye a 11. évfolyamos óraszám elegendőségéről

Ez az eredmény azt mutatja, hogy a pedagógusok körében megosztott a vélemény,

bár enyhe többség az óraszám elegendőségét támogatja.
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Az előző kérdésre „Nem” választ adó pedagógusokat megkértem, hogy becsüljék

meg, átlagosan hány tanórával lépik túl a tantervben meghatározott óraszámot.

Összesen 13 válasz érkezett. A legtöbb válasz 2 és 10 közötti túllépést jelölt meg.

Egy kitöltő ugyanakkor 40 órát adott meg, amely kiugró értéknek tekinthető, és

feltehetően eĺırás, ezért az elemzés során ezt külön kezeltem. A többi válasz alapján

a túllépés jellemzően 2–10 tanóra közé esik.

Рис. 14. A válaszadók által túllépett tanórák számának megoszlása

A kérdő́ıvben arra is rákérdeztem, hogy a differenciálszámı́tást tańıtják-e más

évfolyamon vagy képzési formában (például 12. osztály, technikum). Erre a kérdésre

mindössze három válasz érkezett, melyek között szerepel az alábbi: „Тема викла-

дається у курсi ’Вища математика’ у ЗУI”. Két kitöltő jelezte, hogy nem tańıtja

máshol a témakört („Nem tańıtom”, illetve „Nem”). Az alacsony válaszadói szám

miatt az adatokat nem ábrázoltam diagramon.

A kérdő́ıv következő kérdése arra irányult, hogy milyen arányban oszlanak meg az

elméleti és gyakorlati ismeretek a differenciálszámı́tás fogalmának kialaḱıtása során.

A válaszok alapján a legtöbben (18 fő) a 30% elmélet – 70% gyakorlat arányt

tartották jellemzőnek, ami azt mutatja, hogy a gyakorlati példák erőteljes hangsúlyt

kapnak a tańıtás során.
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Рис. 15. Elmélet és gyakorlat aránya a tańıtásban

Az eredmények alapján jól látható, hogy a tańıtási gyakorlatban elsősorban a

gyakorlati szemléltetés kerül előtérbe, ugyanakkor az elmélet is fontos szerepet tölt

be a fogalom megértésében.

A kérdő́ıvben rákérdeztem arra is, hogy a pedagógusok milyen tématerületekről

hoznak gyakorlati példákat a differenciálszámı́tás fogalmának kialaḱıtása során. A

leggyakoribb emĺıtett terület a fizika, amely 25 alkalommal szerepelt a válaszok

között. Ezt követi a gazdaság (14 emĺıtés), majd kisebb arányban jelenik meg a bi-

ológia (7), a kémia (5) és a geográfia (3). Egy-egy válasz emĺıtést tett a geometriáról,

illetve az éṕıtészet és logisztika területéről is. Összesen 5 válaszadó jelezte, hogy nem

alkalmaz témaspecifikus gyakorlati példákat az oktatás során. Az adatok alapján jól

látható, hogy a példák jelentős része a természettudományos tantárgyak köréből

származik, különösen a fizikából. Fontos azonban megjegyezni, hogy a válaszadók

több tématerületet is megjelölhettek, ı́gy az emĺıtések száma meghaladja a válaszadók

számát.
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Рис. 16. Gyakorlati példák tématerületei a differenciálszámı́tás tańıtása során

A kérdő́ıvben arra is ḱıváncsi voltam, hogy a válaszadók szerint melyik évfolyamban

értik meg legnehezebben a tanulók a derivált fogalmát. A legtöbben (18 fő) a

10. osztályt jelölték meg, vagyis a legtöbb nehézség ekkor jelentkezik, amikor a

diákok először találkoznak a differenciálszámı́tással. 12 válaszadó úgy vélte, hogy

minden évfolyamon egyformán nehéz a tananyag megértése, ami arra utalhat, hogy

a nehézségek nem feltétlenül az életkori sajátosságokból, hanem inkább a fogalom

absztraktságából adódnak. Két válaszadó a 11. osztályt jelölte meg legnehezebbnek,

mı́g szintén két fő nyilatkozott úgy, hogy nem tudja meǵıtélni.

Рис. 17. A derivált megértésének nehézsége évfolyamok szerint
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A következő kérdésben arra voltam ḱıváncsi, hogy a pedagógusok szerint mi

okozza a legnagyobb nehézséget a tanulók számára a derivált fogalmának elsaját́ıtása

során. A kérdő́ıvben több válaszlehetőség közül is lehetett választani, ı́gy a vi-

sszajelzések alapján komplexebb képet kaptam a diákokkal kapcsolatos tapasztalatokról.

A leggyakrabban emĺıtett probléma az elvont elméleti tartalom megértésének nehézsége

volt, amelyet szorosan követett a geometriai és fizikai értelmezés bonyolultsága,

valamint a képletek nagy száma. Többen kiemelték a gyakorlati példák hiányát

és az idő szűkösségét is mint gátló tényezőket. Ezek az eredmények arra engednek

következtetni, hogy a derivált fogalma sok tanuló számára nehezen hozzáférhető,

különösen abban az esetben, ha nem társul hozzá elegendő idő, szemléltetés vagy

gyakorlatorientált megközeĺıtés.

Рис. 18. A derivált tanulásának legfőbb nehézségei a válaszadók szerint

Hogyan viszonyulnak a tanulók a témához? Ez a kérdés arra irányult, hogy

feltérképezze, milyen attitűddel közeĺıtenek a diákok a vizsgált tananyaghoz. A cél az

volt, hogy kiderüljön: valódi érdeklődés jellemzi-e őket, vagy inkább mechanikusan,

esetleg kényszerből saját́ıtják el az ismereteket. A válaszok seǵıtenek megérteni, mi-

lyen tanulási stratégiák, érzések és nehézségek dominálnak a tanulók körében.
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Рис. 19. A tanulók viszonyulása a derivált témához

A válaszokból kiderül, hogy a legtöbb tanuló inkább mechanikusan tanulja meg

az anyagot, vagyis nem feltétlenül törekszik annak mélyebb megértésére. Jelentős

azok aránya is, akik elméletben ugyan értik a tananyagot, de nehézséget okoz számukra

annak gyakorlati alkalmazása. Az elutaśıtó és szorongó hozzáállás is jelen van, ami

arra utal, hogy sok tanuló számára ez a téma nemcsak nehéz, de idegen is marad.

A válaszokból az is kitűnik, hogy kevesen érdeklődnek igazán a téma iránt, ezért

a motiváció erőśıtése és a tananyag élményszerűbb feldolgozása kiemelt figyelmet

érdemelne.

A következő kérdés a digitális eszközök használatának gyakoriságára vonatkozott.

A válaszok alapján elmondható, hogy a digitális eszközök használata széles körben

elterjedt a tanárok körében. A legtöbben alkalmanként élnek ezekkel az eszközökkel,

de jelentős azoknak a száma is, akik rendszeresen beéṕıtik őket a tańıtásba. Ugyanakkor

van egy kisebb csoport, amely csak ritkán vagy egyáltalán nem alkalmaz digitális

eszközöket. Ez arra utal, hogy bár a technológiai eszközök használata általánossá

vált, a gyakoriságuk és szerepük az oktatásban még mindig tanáronként változó.
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Рис. 20. A digitális eszközök használatának gyakorisága a tańıtás során

A kérdő́ıv egyik további kérdésével arra kerestem a választ, hogy a résztvevő

pedagógusok mely tańıtási módszereket tartják a leghatékonyabbnak a differenciálszámı́tás

oktatásában. Az eredmények alapján világosan kirajzolódott bizonyos preferenci-

arendszer a különböző módszerek között. A válaszokból kitűnt, hogy a legtöbben a

hagyományos, tanári iránýıtású frontális magyarázatot tartják a leghatékonyabbnak;

ez a forma továbbra is meghatározó szerepet tölt be az oktatási gyakorlatban.

Ugyanakkor jelentős számban emĺıtették a problémákra alapozott, akt́ıv tanulási

megközeĺıtést is, amely előseǵıti a mélyebb megértést és a kritikus gondolkodás

fejlesztését. A válaszok szerint a digitális eszközök alkalmazása egyre nagyobb szerepet

kap, tükrözve a technológiai eszközök integrálódását a mindennapi tańıtási folyamatba.

Bár kisebb arányban, de a projektalapú és felfedeztető tanulási módszerek is megjelentek

a válaszok között, főként a tanulók akt́ıv bevonása és önálló gondolkodásra nevelése

miatt. Egy válaszadó az „egyéb” kategóriát jelölte meg, de ehhez nem társult részletes

kifejtés.
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Рис. 21. A leghatékonyabbnak tartott tańıtási módszerek megoszlása

Összességében a válaszok azt mutatják, hogy a leghatékonyabbnak tartott tańıtási

módszerek egyensúlyt teremtenek a hagyományos és az innovat́ıv, interakt́ıv tanulási

formák között, ı́gy támogatva a tanulók sokoldalú fejlődését.

A kérdő́ıv következő kérdésében arra voltam ḱıváncsi, hogy a válaszadó pedagógusok

milyen fejlesztési irányokat tartanak a legfontosabbnak a differenciálszámı́tás tańıtásának

hatékonyságához. A kérdésre több válaszlehetőség közül lehetett választani, ı́gy a

megjelölt opciók száma meghaladta a kitöltők számát. A legtöbben azt emelték

ki, hogy a tankönyvekben több gyakorlati példára lenne szükség. Ezt követte az

interakt́ıv példatár iránti igény, amely a tanulók számára könnyebben hozzáférhető,

élményszerű tanulási lehetőségeket biztośıthatna. Szintén sok válasz érkezett a tanterv

rugalmasabbá tételének szükségességéről, ami lehetővé tenné a tananyag tanulókhoz

igaźıtott feldolgozását. Többen hangsúlyozták a vizualizációs lehetőségek bőv́ıtését

is, amely előseǵıtené az elvont tartalmak szemléletesebb bemutatását. Végül, de nem

utolsósorban, sokan fontosnak tartották a tanári továbbképzések szerepét is, amelyek

révén a pedagógusok naprakész módszertani tudással gazdagodhatnak. Ezek az

eredmények jól mutatják, hogy a pedagógusok komplex, több szinten megvalósuló

fejlesztési folyamatot tartanak szükségesnek ahhoz, hogy a differenciálszámı́tás tańıtása

eredményesebb és befogadhatóbb legyen.
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Рис. 22. A legfontosabb fejlesztési irányok megoszlása a válaszadók szerint

Összességében a válaszok egy modern, a tanulói szükségletekre reagáló, interakt́ıv

és gyakorlatias fejlesztési irányt vet́ıtenek előre, amely egyszerre támogatja a tananyag

alkalmazhatóságát és a pedagógusok szakmai fejlődését.

A kérdő́ıv utolsó nyitott kérdésében arra kértem a válaszadókat, hogy osszanak

meg olyan tapasztalatokat vagy ötleteket, amelyeket hasznosnak tartanak a di-

fferenciálszámı́tás tańıtásával kapcsolatban. Bár többen jelezték, hogy nincs megosztandó

gondolatuk, számos értékes és inspiráló javaslat is érkezett, amelyek a matemati-

kaoktatás fejlesztését célozzák. Különösen hangsúlyos volt a gyakorlati szemlélet

fontosságának kiemelése, ahogyan az egyik pedagógus megfogalmazta:

„При викладаннi даної теми в ЗЗСО варто розв’язувати задачi пра-

ктичного змiсту, так як учнi не бачать зв’язок математики з

iншими предметами i не розумiють, для чого їм вивчати дану те-

му.”

Egy másik válaszadó a deriválási módszerek gyakorlására helyezi a hangsúlyt:

„Rendszeresen alkalmazom a deriválási módszerekre egy önálló feladatsort,

amit meg kell védeni, kb. 100 feladat deriválási módszerekre.”

Továbbá fontosnak tartják az életszerű, szemléletes példák használatát a matemati-

kaoktatásban. Egy részletesebb vélemény szerint:
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„A legtöbb, kicsit bonyolultabb matematikai eszközök nyers átadása a

legnagyobb probléma. Hogy a diákok könnyebben megérthessék, esetleg

érdekelje is ez az eszköz őket, életszerű, könnyen értelmezhető példákon

át kellene közeĺıteni a matematikai eszközt, melyet átadni készülünk.

Pl, gyorsuló autó, elrúgott labda, stb... Miután az életszerű példák által

sikerült felkelteni a figyelmüket, rátérhetünk a számı́tásokra, még mi-

ndig elmélet és defińıciók nélkül. Ha azt is megemésztették már, sokkal

könnyebben veszik a száraz defińıciókat és tételeket, mivel van gyakorlati

alap, amihez köthetik ezeket. Véleményem szerint ezek nem kizárólag a

deriválásnál fennálló problémák, hanem általános gondok a matematika

oktatásban.”

Összességében a megosztott tapasztalatok azt jelzik, hogy a matematikaoktatás

hatékonyságának növelése érdekében szükséges a gyakorlati alkalmazások és szemléletes

példák beemelése, valamint a tanulók akt́ıv bevonása a tanulási folyamatba.

Léıró statisztikai jellemzők

A kérdő́ıves kutatás során gyűjtött adatok elsődleges feldolgozása léıró statisztikai

mutatók seǵıtségével történt. Ezek az alapvető statisztikai jellemzők — mint az átlag,

medián, szórás vagy tartomány — lehetővé teszik az adatok eloszlásának és központi

tendenciáinak áttekintését.

Jelen vizsgálatban elsősorban a résztvevők életkorára és arra fókuszáltunk, hogy

tańıtanak-e jelenleg differenciálszámı́tást. Az életkor szerinti bontás és a tańıtási

gyakorlat megismerése azért lényeges, mert ezek a tényezők befolyásolhatják a di-

fferenciálszámı́tás oktatásának módját és minőségét.

A léıró statisztikai elemzés eredményei ráviláǵıtottak a minta korcsoportos összetételére,

valamint a tańıtási tapasztalatok megoszlására, melyek alapul szolgálnak a további,

mélyebb elemzésekhez.

Magyarázat: A fenti táblázat az életkori kategóriákat, az egyes kategóriák középértékeit,

valamint a kategóriákban található válaszadók darabszámát mutatja. A súlyozott

érték oszlop a középérték és a darabszám szorzatát tartalmazza. A súlyozott átlagot

úgy számı́tottuk ki, hogy a súlyozott értékek összegét elosztottuk a darabszámok
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Életkor Középérték Darab Súlyozott érték

18–24 év 21 4 84

25–34 év 29,5 9 265,5

35–44 év 39,5 6 237

45–54 év 49,5 8 396

55–64 év 59,5 6 357

65 év felett 70 1 70

Súlyozott átlag 41,46

Табл. 1. A válaszadók életkori megoszlása és súlyozott átlag számı́tása

összegével:

x̄ =

∑
(kategória középértéke × darabszám)∑

darabszám
=

1409, 5

34
≈ 41, 46.

Ez az érték az átlagos életkort jelzi a mintában, figyelembe véve az életkori csoportok

eloszlását.

Statisztikai mutató Érték

Várható érték (átlag) 41,46

Standard hiba 2,36

Medián 39,5

Módusz 29,5

Szórás 13,78

Minta varianciája 189,98

Csúcsosság -1,06

Ferdeség 0,16

Tartomány 49

Minimum 21

Maximum 70

Összeg 1409,5

Darabszám 34

Табл. 2. Léıró statisztikai jellemzők az életkor súlyozott átlag alapján

Magyarázat: A táblázat a minta életkorának súlyozott átlagán alapuló léıró stati-
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sztikai mutatókat tartalmazza. A várható érték (átlag) mutatja az életkor középértékét,

a medián a minta középső értékét, mı́g a módusz a leggyakrabban előforduló életkori

csoport középértékét jelzi. A szórás és variancia a minta szóródását mutatják, a

csúcsosság és ferdeség pedig a mintabeli eloszlás alakját jellemzik. A tartomány a

legkisebb és legnagyobb érték közötti különbséget mutatja.

Ez az elemzés seǵıt megérteni az életkor eloszlásának jellemzőit a mintában,

amely fontos az eredmények értelmezése szempontjából.

A kérdő́ıves kutatás során arra is választ kerestem, hogy a válaszadó matemati-

ka szakos tanárok hány éve tańıtanak. Az alábbi táblázat a tańıtási tapasztalat

intervallumait, az egyes kategóriákhoz tartozó tanárok számát, valamint a hozzájuk

rendelt középértékeket tartalmazza. Ezek alapján kiszámı́tható a súlyozott átlag,

amely a minta tańıtásban eltöltött éveinek várható értékét mutatja.

A számı́tás során a középértékeket szoroztam a kategóriákba tartozó válaszadók

számával, majd az ı́gy kapott súlyozott értékeket összegeztem. Ezt követően elosztottam

a teljes elemszámmal, azaz 34 fővel:

súlyozott átlag =
389

34
≈ 11,44 év

Ez azt jelenti, hogy a válaszadó tanárok átlagosan több mint 11 éve tańıtanak

matematikát, ami tapasztalt szakmai háttérre utal.

Tańıtási tapasztalat Darab Középérték Súlyozott érték

0–5 év / 0–5 рокiв 13 2,5 32,5

6–10 év / 6–10 рокiв 6 8 48

11–20 év / 11–20 рокiв 7 15,5 108,5

20+ év / Бiльше 20 рокiв 8 25 200

Összesen 34 389

Табл. 3. A válaszadók tańıtási tapasztalata évekre bontva

Az egyes tańıtási évek eloszlásának léıró statisztikai jellemzőit az alábbi táblázat

foglalja össze:
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Mutató Érték

Várható érték 11,44

Szórás 9,04

Standard hiba 1,55

Medián 8

Módusz 2,5

Minimum 2,5

Maximum 25

Tartomány 22,5

Ferdeség 0,47

Csúcsosság -1,35

Minta varianciája 81,71

Табл. 4. A tańıtási évek statisztikai mutatói

Az adatok alapján elmondható, hogy az eloszlás enyhén jobbra ferde, és a normáleloszláshoz

képest kissé laposabb. A mintában szereplő tanárok között egyaránt vannak pályakezdők

és több évtizedes tapasztalattal rendelkező pedagógusok is, ami változatos szakmai

hátteret tükröz.

A digitális eszközhasználat és az életkor közötti összefüggés

vizsgálata

A vizsgálat célja az volt, hogy feltárjam, van-e kapcsolat a középiskolai matematika

tanárok életkora és a digitális eszközök tańıtási gyakorlatban történő használatának

gyakorisága között.

A vizsgált hipotézisek a következők voltak:

• Nullhipotézis (H0): Nincs kapcsolat az életkor és a digitális eszközhasználat

gyakorisága között.

• Alternat́ıv hipotézis (H1): Van kapcsolat az életkor és a digitális eszközhasználat

gyakorisága között.

Adatok és kódolás
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A mintában 34 középiskolai tanár vett részt. Az életkorukat és a digitális eszközhasználat

gyakoriságát kategóriákba soroltam, majd számszerűśıtettem az elemzéshez az alábbi

módon:

Kód Életkor kategória

1 18–24 év

2 25–34 év

3 35–44 év

4 45–54 év

5 55–64 év

6 65 év felett

Табл. 5. Életkor kategóriák és hozzárendelt kódok

Kód Digitális eszközhasználat gyakorisága

0 Soha

1 Ritkán

2 Igen, alkalmanként

3 Igen, rendszeresen

Табл. 6. Digitális eszközhasználat gyakoriságának kategóriái és kódjai

Elemzési módszer

Mivel a minta elemszáma kicsi (N=34), és a változók ordinális (rangsorolt)

kategóriák, ezért a kapcsolat vizsgálatához nem paraméteres módszert, a Spearman-

féle rangkorrelációs együtthatót alkalmaztam.

Eredmények

A Spearman-féle rangkorreláció eredménye a következő lett:

• Korrelációs együttható (ρ): -0,055

• Szignifikancia (2-irányú teszt, p-érték): 0,758
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• Minta elemszáma: 34

Az eredmények alapján a korreláció nem szignifikáns, ezért nem utaśıtottam el

a nullhipotézist (p > 0,05).

Értelmezés

A vizsgálat nem talált statisztikailag igazolható összefüggést az életkor és a di-

gitális eszközhasználat gyakorisága között a megkérdezett tanárok körében. Ez arra

utal, hogy az életkor nem befolyásolja jelentősen a digitális eszközök alkalmazását

a tańıtási gyakorlatban.

A vizsgálatom célja az volt, hogy feltárjam: vajon a tanárok tańıtási tapasztalata

(az eltöltött évek száma) hatással van-e arra, milyen arányban alkalmaznak elméleti

és gyakorlati módszereket a fogalomalkotás során. Különösen érdekelt, hogy a tapasztalat

szintje befolyásolja-e a tańıtási megközeĺıtést.

A tańıtási tapasztalat és az elmélet–gyakorlat arány kapcsolatának

vizsgálata

Ebben a részben azt vizsgáltam, hogy a pedagógusok tańıtási tapasztalata hatással

van-e arra, milyen arányban alkalmaznak elméleti és gyakorlati módszereket a di-

fferenciálszámı́tás fogalmának kialaḱıtása során. Arra voltam ḱıváncsi, hogy a tanári

pályán eltöltött évek száma befolyásolja-e a tańıtási szemléletet.

Kódolási rendszer

Az adatok elemzéséhez a válaszokat számszerűśıtettem a következő kódok szerint.

Tapasztalat (év) Kód

0–5 év 1

6–10 év 2

11–20 év 3

20+ év 4

Табл. 7. Tańıtási tapasztalat (év) és kódjai
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Arány léırása Kód

Csak elmélet 1

70% elmélet – 30% gyakorlat 2

50% – 50% 3

30% elmélet – 70% gyakorlat 4

Főként gyakorlati példák 5

Табл. 8. Elmélet–gyakorlat arány a fogalomalkotás során és kódjai

Hipotézisek

Az elemzés során a következő statisztikai hipotéziseket fogalmaztam meg:

• Nullhipotézis (H0): Az elmélet–gyakorlat arány megoszlása nem különbözik

szignifikánsan a különböző tańıtási tapasztalattal rendelkező csoportok között.

• Alternat́ıv hipotézis (H1): Az elmélet–gyakorlat arány megoszlása legalább

egy tapasztalati csoportban eltér a többitől.

Módszer

Mivel a változók ordinális mérési szintűek, és nem feltételezhető normáleloszlás, a

nem-paraméteres Kruskal–Wallis tesztet alkalmaztam az elmélet–gyakorlat arányok

összehasonĺıtására a tańıtási tapasztalat szintjei szerint.

Eredmények

Teszt Statisztika Szabadságfok (df) p-érték Döntés

Kruskal–Wallis teszt – 3 0,256 H0 megtartva

Értelmezés

A p-érték (p = 0,256) nagyobb, mint a szignifikancia szint (α = 0,05), ezért

nem utaśıtom el a nullhipotézist. Ez azt jelenti, hogy az adataim alapján nem

találtam statisztikailag szignifikáns különbséget abban, hogy a különböző tańıtási

tapasztalattal rendelkező tanárok milyen arányban alkalmaznak elméleti vagy gyakorlati

módszereket a fogalomalkotás során.

Következtetés

50



A vizsgálatom eredménye alapján úgy tűnik, hogy a tańıtási tapasztalat önmagában

nem befolyásolja szignifikánsan a fogalomalkotási módszerek elmélet–gyakorlat arányát.

Ez az eredmény arra enged következtetni, hogy más tényezők – például a tanárképzés

tartalma, intézményi elvárások, vagy személyes pedagógiai meggyőződések – sokkal

nagyobb szerepet játszhatnak a tańıtási gyakorlat kialaḱıtásában. A további kutatások

során érdemes lenne ezekre a tényezőkre is fókuszálni.

Digitális eszközök használata és a tanulók érdeklődése közötti

kapcsolat vizsgálata

A kérdő́ıv egyik célkitűzése az volt, hogy feltárjam, vajon kimutatható-e kapcsolat

a tanárok által alkalmazott tańıtási módszerek és a tanulók attitűdjei között a

deriválás tańıtása során. Ennek részeként azt vizsgáltam meg, hogy a digitális eszközök

használata összefügg-e a tanulók érdeklődésével.

Az adatokat bináris formában kódoltam: minden tanár esetében rögźıtettem,

hogy alkalmaz-e digitális eszközöket (igen/nem), illetve hogy beszámolt-e a tanulók

érdeklődéséről a témával kapcsolatban (igen/nem). A két változó között kereszttáblás

elemzést végeztem.

Digitális eszközök Érdeklődnek Nem érdeklődnek Összesen

Nem (0) 2 fő (10,0%) 18 fő (90,0%) 20 fő

Igen (1) 4 fő (28,6%) 10 fő (71,4%) 14 fő

A khi-négyzet próba eredménye alapján a kapcsolat nem bizonyult szignifikánsnak

(χ2(1) = 1,950, p = 0,162). Mivel a táblázat két cellájában a várható gyakoriság

nem érte el az 5-öt, ezért a próba megb́ızhatósága korlátozott. Ennek megfelelően

elvégeztem a Fisher-féle egzakt próbát is, amely kifejezetten kis elemszám esetén

ad pontos eredményt. A Fisher-próba eredménye (p = 0,202) szintén nem mutatott

szignifikáns kapcsolatot a két változó között (p > 0,05).

Noha statisztikailag nem sikerült igazolnom, hogy a digitális eszközök használata

és a tanulói érdeklődés között szignifikáns kapcsolat áll fenn, az arányok alapján

mégis megfigyelhető egy bizonyos tendencia. A digitális eszközöket alkalmazó tanárok

körében magasabb arányban jelent meg az érdeklődő attitűd (28,6%), mint azoknál,

akik nem alkalmaztak ilyen módszert (10%). Ez azt sugallja, hogy a digitális eszközök
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szerepet játszhatnak a tanulói motiváció erőśıtésében, azonban a jelen mintából ez

statisztikai úton még nem igazolható.

A frontális magyarázat és a tanulói elutaśıtás összefüggésének

vizsgálata

Arra voltam ḱıváncsi, vajon összefüggésben áll-e a tanári módszerek t́ıpusa azzal,

hogy a diákok elutaśıtóan viszonyulnak-e a deriválás témaköréhez. Különösen a

frontális magyarázat alkalmazását vizsgáltam meg abból a szempontból, hogy az

ilyen módszert használó tanárok gyakrabban tapasztalnak-e negat́ıv attitűdöt a

tanulók részéről.

Ehhez kereszttáblás elemzést végeztem, amelyben binárisan kódoltam, hogy egy

tanár alkalmaz-e frontális magyarázatot (igen/nem), illetve, hogy számolt-e be elutaśıtó

tanulói attitűdről (igen/nem).

Frontális magyarázat Elutaśıtják Nem utaśıtják el Összesen

Nem (0) 4 fő (26,7%) 11 fő (73,3%) 15 fő

Igen (1) 6 fő (31,6%) 13 fő (68,4%) 19 fő

A khi-négyzet próba alapján nem mutatható ki szignifikáns kapcsolat a frontális

magyarázat alkalmazása és a tanulók elutaśıtó attitűdje között (χ2(1) = 0,097,

p = 0,755). Mivel az egyik cellában a várható érték alacsonyabb volt 5-nél, ki-

egésźıtésként elvégeztem a Fisher-féle egzakt próbát is. Ennek eredménye: p = 1,000,

amely szintén azt mutatja, hogy nincs statisztikailag szignifikáns kapcsolat (p >

0,05).

Az eredmények alapján nem tudtam igazolni, hogy a frontális magyarázat használata

gyakoribb tanulói elutaśıtással járna együtt. A minta mérete korlátozza az elemzés

erejét, de az arányok sem utalnak erős különbségre: a frontális magyarázatot nem

használó tanárok 26,7%-a, mı́g az azt alkalmazók 31,6%-a tapasztalt elutaśıtó hozzáállást.

Ezek a különbségek nem meggyőzőek.
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A projektalapú tańıtás és a tanulók érdeklődése közötti kapcsolat

vizsgálata

A kérdő́ıves adatok alapján megvizsgáltam, hogy a projektalapú tańıtási módszer

alkalmazása összefüggésben áll-e a tanulók érdeklődésének megjelenésével. A hi-

potézisem az volt, hogy a projektalapú tańıtás – amely akt́ıv részvételre ösztönöz –

nagyobb érdeklődést válthat ki a tanulókból.

A vizsgálathoz kereszttáblás elemzést alkalmaztam. Binárisan rögźıtettem, hogy

az adott tanár használ-e projektalapú tańıtást (igen/nem), valamint hogy emĺıtette-

e, hogy a tanulók érdeklődnek a témakör iránt (igen/nem).

Projektalapú tańıtás Érdeklődnek Nem érdeklődnek Összesen

Nem (0) 5 fő (19,2%) 21 fő (80,8%) 26 fő

Igen (1) 1 fő (12,5%) 7 fő (87,5%) 8 fő

A khi-négyzet próba alapján nem volt kimutatható statisztikailag szignifikáns

kapcsolat a projektalapú tańıtás alkalmazása és a tanulók érdeklődése között (χ2(1) =

0,191, p = 0,662). Mivel két cellában is 5 alatti volt a várható érték, elvégeztem a

Fisher-féle egzakt próbát is, amely megb́ızhatóbb kis elemszám esetén. A Fisher-

próba eredménye szintén nem mutatott szignifikáns összefüggést (p = 1,000).

Az eredmények tehát nem igazolták azt a feltevésemet, hogy a projektalapú

módszert alkalmazó tanárok gyakrabban számolnának be érdeklődő tanulókról. Fontos

azonban kiemelni, hogy a projektalapú tańıtás csak kevés válaszadónál szerepelt, ı́gy

az alacsony elemszám miatt az eredményeket óvatosan kell értelmezni.

6.1 Következtetések

Dolgozatomban arra törekedtem, hogy átfogó képet nyújtsak a differenciálszámı́tás

tańıtásának jelenlegi helyzetéről a középiskolai oktatásban, különös tekintettel az

ukrán tanárok módszertani gyakorlatára és tapasztalataira. Célom az volt, hogy

feltárjam, milyen mértékben alkalmazzák a pedagógusok az elméleti és gyakorlati

megközeĺıtéseket, milyen tanulói attitűdökkel találkoznak, valamint milyen nehézségeket

és fejlesztési lehetőségeket látnak az oktatás során.

A kérdő́ıves vizsgálat eredményei alapján elmondható, hogy a tanárok között

jelentős különbségek mutatkoznak az alkalmazott módszerek tekintetében. A hagyományos
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frontális magyarázat továbbra is meghatározó szerepet tölt be, de emellett egyre

nagyobb teret kapnak az innovat́ıv, tanulóközpontú megközeĺıtések is – például a

problémaalapú, projektalapú vagy felfedeztető tanulás.

Az elemzések során több statisztikai kapcsolatot vizsgáltam meg. A Spearman-

féle rangkorreláció nem mutatott szignifikáns összefüggést a tanárok életkora és a di-

gitális eszközök használatának gyakorisága között, ami arra utal, hogy a technológiai

eszközök alkalmazása nem életkorfüggő. Hasonlóképpen, a tańıtási tapasztalat és az

elmélet–gyakorlat arány között sem mutatkozott statisztikailag szignifikáns különbség

a Kruskal–Wallis teszt alapján.

Külön kereszttábla-elemzés során megvizsgáltam, hogy a projektalapú tańıtási

módszer alkalmazása összefügg-e a tanulók érdeklődésével a differenciálszámı́tás

iránt. A khi-négyzet próba és a Fisher-féle egzakt próba alapján nem volt kimutatható

szignifikáns kapcsolat. Bár a hipotézisem szerint a projektalapú módszert alkalmazó

tanárok diákjai nagyobb érdeklődést mutatnának, az alacsony elemszám és a minta

aránytalanságai miatt az eredményeket óvatosan kell értelmezni.

Összességében a kutatásom ráviláǵıtott arra, hogy a tanári módszerválasztás

soksźınű, és nem feltétlenül köthető egyértelműen életkori vagy tapasztalati tényezőkhöz.

Az iskolai gyakorlatban továbbra is fontos lenne az akt́ıv, szemléletes, a diákokat

bevonó módszerek arányának növelése, különösen a komplex és elvont tananyagrészek,

mint a differenciálszámı́tás esetében. Emellett a tanulói motiváció és a stressz csökkentése

érdekében a projektalapú és gyakorlatorientált megközeĺıtések erőśıtése lehet célravezető.

Úgy gondolom, hogy a kutatásom ráviláǵıtott arra, milyen fontos szerepe van

a tańıtási módszerek tudatos megválasztásának a tanulói attitűdök alakulásában.

B́ızom benne, hogy ezzel a dolgozattal magam is hozzájárulhatok ahhoz, hogy a

differenciálszámı́tás tańıtása még élményszerűbbé, befogadhatóbbá váljon a diákok

számára.
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17 A derivált megértésének nehézsége évfolyamok szerint . . . . . . . . . 38
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Висновки

У своїй роботi я прагнув надати всебiчну картину сучасного стану виклада-

ння диференцiального числення в середнiй школi, з особливим акцентом на

методичну практику та досвiд українських учителiв. Метою дослiдження було

з’ясувати, якою мiрою педагоги поєднують теоретичнi та практичнi пiдходи, з

якими учнiвськими ставленнями стикаються, а також якi труднощi та можли-

востi для покращення бачать у процесi викладання.

Результати анкетування свiдчать про значнi вiдмiнностi у використаних пе-

дагогiчних пiдходах. Традицiйне фронтальне пояснення досi вiдiграє важливу

роль, однак дедалi бiльше поширюються iнновацiйнi, орiєнтованi на учнiв ме-

тоди — зокрема, проблемне, проєктне та дослiдницьке навчання.

У ходi аналiзу я розглянув декiлька статистичних залежностей. Кореля-

цiя Спiрмена не виявила значущого зв’язку мiж вiком учителiв та частотою

використання цифрових iнструментiв, що свiдчить про те, що застосування те-

хнологiй не залежить вiд вiку. Так само, за критерiєм Краскела–Уоллiса, не

було встановлено статистично значущої рiзницi мiж педагогiчним стажем та

спiввiдношенням теорiї й практики у викладаннi.

За допомогою перехресного аналiзу я також дослiдив, чи iснує зв’язок мiж

використанням проєктного навчання та зацiкавленiстю учнiв у темi диферен-

цiального числення. За критерiями ² (хи-квадрат) та точним тестом Фiшера

не було виявлено статистично значущої залежностi. Хоча моя гiпотеза перед-

бачала, що учнi, якi навчаються за проєктними методами, виявлятимуть вищу

зацiкавленiсть, обмежена кiлькiсть даних та нерiвномiрнiсть вибiрки вимагають

обережного трактування результатiв.

Загалом моє дослiдження показало, що вибiр методiв викладання є дуже рi-

зноманiтним i не обов’язково прямо пов’язаний iз вiком чи досвiдом учителя. У

шкiльнiй практицi варто i надалi посилювати частку активних, наочних та iнте-

рактивних методiв, особливо пiд час опрацювання складних i абстрактних тем,

таких як диференцiальне числення. Для пiдвищення мотивацiї учнiв i змен-

шення рiвня стресу доцiльно застосовувати бiльше практично орiєнтованих i

проєктних пiдходiв.
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Я вважаю, що моє дослiдження пiдкреслило важливiсть усвiдомленого ви-

бору педагогiчних методiв для формування позитивного ставлення учнiв до

навчання. Сподiваюся, що моя робота також зробить свiй внесок у те, щоб ви-

кладання диференцiального числення стало бiльш захопливим i доступним для

школярiв.
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 розміщення таблиць і малюнків. 

Отримані таким чином дані були використані для доопрацювання та 

перероблення тексту з метою отримання кінцевого варіанту роботи. 

Варга Маріанна Олександрівна 
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